Reticulos

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad Naciona de La Pampa

2022

1/22



Cotas superiores e inferiores

2/22



Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P.

2/22



Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P.

» Un elemento x € P es una cota superior de A si a < x para
todo a € A.

2/22



Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P.

» Un elemento x € P es una cota superior de A si a < x para
todo a € A.

A={x e P:(NVac A), a<uz}

2/22



Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P.

» Un elemento x € P es una cota superior de A si a < x para
todo a € A.

A={x e P:(NVac A), a<uz}

» Un elemento z € P es una cota inferior de A si x < a para
todo a € A.

2/22



Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P.

» Un elemento x € P es una cota superior de A si a < x para
todo a € A.

A={x e P:(NVac A), a<uz}

» Un elemento z € P es una cota inferior de A si x < a para
todo a € A.

Al={z e P:(Nac A), z<a}.

2/22



Definicion
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P. Diremos que un
elemento x € P es el:

3/22



Definicién
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P. Diremos que un
elemento x € P es el:
» supremo de A si
1. x € A¥
2. <y, Vye A"
r=supA

3/22



Definicién
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P. Diremos que un
elemento x € P es el:
» supremo de A si
1. x € A¥
2. <y, Vye A"
r=supA
» infimo de A si
1. x e Af
2. y<uz, Yy e AL,
r=1inf A

3/22



Definicién
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P. Diremos que un
elemento x € P es el:

» supremo de A si

1. z € A¥
2. <y, Vye A"

r=supA
» infimo de A si
1. z € A*
2. y <z Vyec AL
z=1infA

Dados x,y € P, denotamos, si existen, por

x Vy =sup{z,y} y x ANy = inf{z,y}

3/22



Definicién
Sea P un conjunto ordenado y sea A C P. Diremos que un
elemento x € P es el:

» supremo de A si

1. z € A¥
2. <y, Vye A"

r=supA
» infimo de A si
1. z € A*
2. y <z Vyec AL
z=1infA

Dados x,y € P, denotamos, si existen, por
x Vy =sup{z,y} y x ANy = inf{z,y}
y para A C P,

\/A:supA y /\A:fan.

3/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

ztVy 'y Ay

existen en P.

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

ztVy 'y Ay

existen en P.
Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo completo si

para todo A C P
Va v A4

existen en P.

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

ztVy 'y Ay

existen en P.
Definicion

Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo completo si

para todo A C P
Va v A4

existen en P.

Ejemplo 1

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

ztVy 'y Ay

existen en P.
Definicion

Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo completo si

para todo A C P
Va v A4

existen en P.
Ejemplo 1

1. Sea P ={1,2,3,4,6,12} y el orden <;. Entonces (P, <;) es
un reticulo.

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

xVy vy xTAYy

existen en P.
Definicion

Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo completo si

para todo A C P
Va v A4

existen en P.
Ejemplo 1

1. Sea P ={1,2,3,4,6,12} y el orden <;. Entonces (P, <;) es
un reticulo.

2. Sea N con el orden usual. N es un reticulo, pero no un
reticulo completo.

4/22



Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo si para
todos z,y € P

xVy vy xTAYy

existen en P.
Definicién
Diremos que un conjunto ordenado P es un reticulo completo si

para todo A C P
Va v A4

existen en P.
Ejemplo 1
1. Sea P ={1,2,3,4,6,12} y el orden <;. Entonces (P, <;) es
un reticulo.

2. Sea N con el orden usual. N es un reticulo, pero no un
reticulo completo.

3. Sea X un conjunto. Entonces (P(X), C) es un reticulo
compbpleto. 4/22



Reticulos

Proposicién

Sea P un reticulo. Entonces

5/22



Reticulos

Proposicién
Sea P un reticulo. Entonces

> <y < zVy=y.

5/22



Reticulos

Proposicién
Sea P un reticulo. Entonces

> <y < zVy=y.

> r<y < xzNy=n=x.

5/22



Reticulos

Proposicién
Sea P un reticulo. Entonces

> <y < zVy=y.
> r<y < xzNy=n=x.

> rVr=xyxrAxr ==

5/22



Reticulos

Proposicién
Sea P un reticulo. Entonces

> <y < zVy=y.
> r<y < xzNy=n=x.
> rVrx=xzyzrzAx ==z

> Sia<byc<d,entoncesaVc<bVdyaNnc<bAd.

5/22



Reticulos

Proposicién
Sea P un reticulo. Entonces

> <y < zVy=y.
> r<y < xzNy=n=x.
> rVr=xyxrAxr ==
> Sia<byc<d,entoncesaVc<bVdyaNnc<bAd.

> a<b = aVc<bVvyanc<bAc

5/22



Reticulos

Proposicién

Sea P un reticulo. Entonces

| 2

>

<y < zVy=uy.
r<y < TrNy=u=x.

rVex=xyxTNx=2x.

Sia<byc<d,entoncesaVe<bVdyanhc<bAd.

a<b = aVc<bVvyaAc<bAc

Sib<a<bVe entoncesaVe=>bVec.
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Reticulos como estructuras algebraicas

Teorema
Lea (L,V,A) un conjunto con dos operaciones binarias sobre L
que satisfacen las propiedades (L1)—(L8) del teorema anterior.
Entonces:

l.avb=b < aAb=a.
2. Definimos < en L por:
a<b << aVvb=hb.
Entonces < es un orden sobre L.
3. (L, <) es un reticulo en el cual

aVb=sup{a,b} y aANb=inf{a,b}.
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Ejemplo 2
Sea (N, V, A) definido por: para todos a,b € N:

aVb=la,b y aNb=(a,b).

Ejemplo 3

Sea X un conjunto. Entonces (P(X),U,N) es un reticulo.
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Definicion
Sea (L, A, V) un reticulo y sea M C L no vacio. Entonces M es
llamado un subreticulo de L si

a,beM = aVbeM y anbe M.

Ejemplo 4

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces 7 C P(X) es un
subreticulo de (P(X),U,N).

Ejemplo 5
A=1{1,2,3,4,6,12} es un subreticulo de (N, V,A).
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Productos

Definicién
Sean L y K reticulos. Definimos las operaciones V y A sobre
L x K como siguen:

(al,bl) Vv (ag,bg) = (a1 V as, by V bg)
(al,bl) A (ag,bg) = (a1 A ag, by N bg).

Proposicién
L x K es un reticulo con las operaciones antes definidas.
Ademas

(al,bl) V (CLQ,bQ) = (a2,bg) <— (al,bl) < (az,bg).
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Definicion
Sean L y K reticulos. Una funciéon f: L — K es llamada un
homomorfismo de reticulos si

flavb)=fl@)Vvfb) vy  fland)=fla)Afb)

Diremos que f es un embedding de reticulos si es ademas
inyectiva. Diremos que f es un isomorfismo de reticulos si f es
adema&s una funcién biyectiva.

Proposicién
Sean L y K reticulos y f: L — K una funcién.

(1) Las siguientes son equivalentes:
(a) f es mondtona.
(b) flaVb) > fla)V f(b).
(c) fland) < fla) A f(b).
(11) f es un isomorfismo de reticulo si y sélo si f es un
isomorfismo de orden.
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Sea L un reticulo.

» Un subconjunto no vacio I de L es llamado ideal si
1. I es decreciente;

2. a,bel = aVvbel.

» Un subconjunto no vacio F' de L es llamado filtro si
1. F es creciente;

2. a,be FF = aAbeF.

Ejemplo 7
> Sia € L, entonces Ja es un ideal y Ta es un filtro.

> Si L y K son reticulos acotados y f: L — K es un
{0, 1}-homomorfismo, entonces f~1(0) es un ideal de L y
f71(1) es un filtro de L.
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Ideales y filtros

Ejemplo 8
Los siguientes son ideales en P(X):

1. La coleccién de todos los subconjuntos que no contienen a
un elemento fijo de X.

2. La coleccién de todos los subconjuntos finitos.
Id(L) = la coleccién de todos los ideales de L.

Proposicién
Sea L un reticulo. Sea A C L no vacio. Entonces

Idg(A) ={z € L:x <a1V---Va,, para algunos ay,...,a, € A}

es el menor ideal de L que contiene a A.

14 /22



Ideales y filtros

Proposicién
Sea L un reticulo con primer elemento L. Entonces (Id(L), C)
es un reticulo completo, donde

A=l v \/ I :Idg(UIa>.

acl ael
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Reticulos completos

Recordemos que un reticulo completo es un conjunto ordenado
P para el cual el supremo e infimo de cada subconjunto de P
existe.
Proposicién
Sea L un reticulo completo. Sean A, B C L.

1. Paratodoae A, NA<a<\A

2. < NA < z<a, Vac A

w

. VA<z <= a<uz VYa€eA.
4. VA< A\B < a<b, Yac AybeB.
.SiACB = VA<\/ByAB<AA

- VAUB)=(NA)V(VB)y AN(AUB) = (ANA)A(AB).

Ut

(@)

16 /22



Reticulos completos

Proposicién

Sea P un conjunto ordenado. Las siguientes son equivalentes:

17 /22



Reticulos completos

Proposicién
Sea P un conjunto ordenado. Las siguientes son equivalentes:

1. P es un reticulo completo.

17 /22



Reticulos completos

Proposicién
Sea P un conjunto ordenado. Las siguientes son equivalentes:

1. P es un reticulo completo.

2. /\ A existe en P para todo subconjunto A de P.

17 /22



Reticulos completos

Proposicién
Sea P un conjunto ordenado. Las siguientes son equivalentes:

1. P es un reticulo completo.
2. /\ A existe en P para todo subconjunto A de P.

3. P tiene tultimo elemento, T,y A A existe en P para todo
subconjunto no vacio A de P.

17 /22



Reticulos completos

Proposicién
Sea P un conjunto ordenado. Las siguientes son equivalentes:

1. P es un reticulo completo.
2. /\ A existe en P para todo subconjunto A de P.

3. P tiene tultimo elemento, T,y A A existe en P para todo
subconjunto no vacio A de P.

Teorema punto fijo de Knaster-Tarski

Sea L un reticulo completo y F': L — L una funcién monotona.
Entonces

a:\/{xeL:xSF(x)}

es un punto fijo de F. Ademas « es el mayor punto fijo de F'.
Dualmente, F' tiene un menor punto fijo.
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» En una cadena, cada elemento no nulo es sup-irreducible.

» En un reticulo finito L, un elemento x es sup-irreducible si
y s6lo si existe un tnico a € L tal que a < x.

» En el reticulo (Ng, med, mem) un elemento no nulo z es
sup-irreducible si y sélo si x = p® para algiin p primo.

» En el reticulo P(X) los elementos sup-irreducibles son
exactamente los conjuntos unitarios {z}, para = € X.
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Elementos sup-irreducibles

Proposicién
Sea L un reticulo finito.
1. Para todos a,b € L,

a £ b, entonces existe x € J(L) tal que z < ay x £ b.

2.a=\{zxeJ(L):x<a}, Va€ L.
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Ejercicios propuestos
Ejercicio 1 (Pag. 56)
2.1-22-24-25-210 - 2.13(i)-(ii) - 2.16 — 2.19 — 2.21 —
2.23 —2.25 - 2.26
Ejercicio 2
Sea (P, <) un reticulo. Probar que para todo n € N y todos
Q1y.. s 0py1 €EP,arV---Vapt1yar A+ Aapy existen en P.
Ejercicio 3
Sea <4 definida en N por: n <4 m <= n | m. Probar que
(N, <4) es un reticulo.

Ejercicio 4

(a) Sea X un conjunto y sea £ C P(X). Probar que si £ es
cerrada bajo uniones e intersecciones arbitrarias, entonces
(L, C) es un reticulo completo.

(b) Sea P un conjunto ordenado. Probar que (O(P),C) es un

reticulo completo.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 5
Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea = € X. Probar que la
coleccién

I={ACX:3U et talque z€ U C A}

es un filtro en P(X).

Ejercicio 6

Sea L un reticulo con primer y ultimo elemento, 1 y T
respectivamente. Probar que la funcién f: L — Id(L) definida
por

fla) =la

es un embedding de reticulos.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 7
Sea L un reticulo finito. Sean a,b € L. Probar que

a<b <= VeeJ(L),Vye M(L)(zx<a ANb<y = z<y)
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