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Capitulo 1

Grupos

En este capitulo presentamos los conceptos basicos en teoria de grupo y una serie de ejemplos
importantes tendientes a que el lector se familiarice con las nociones introducidas. En la tdltima

seccion probaremos uno de los resultados més importantes en la teoria de grupos.

1.1. Definiciones y ejemplos

Dado un conjunto no vacio A, una operacion binaria x sobre A es una funcién que asigna
a cada par (a,b) de elementos de A un elemento a * b de A. Esto es, x: A x A — A es una

funcién. También se dice que A es cerrado bajo .

Definicién 1.1.1. Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es un

operacion binaria sobre G' que verifica las siguientes condiciones:

(G1) Asociativa: a* (b c) = (a*b) x ¢, para cualesquiera a, b, ¢ € G

(G2) Elemento neutro: existe un elemento e € G tal que a x e = e x a = a, para todo a € G}
(G3) Inverso: para cada elemento a € GG existe un elemento b € G tal que axb=>bxa = e.

A menudo, cuando no haya peligro de confusién, nos referiremos a un grupo (G, *) simple-

mente con Gy ademads, para elementos a y b en GG, escribiremos ab en lugar de a * b.
Ejemplo 1.1.2.

(1) Sea Z el conjunto de los niimeros enteros y sea + la suma ordinaria entre enteros. Entonces

(Z,+) es un grupo.

(2) Sea Q" = Q \ {0} el conjunto de los nimeros racionales distintos de cero. Sea * la mul-

tiplicacién ordinario entre racionales. Entonces, (Q', %) es un grupo. jes (Q,*) un grupo
7

(3) Sea G = M,,,(R) la familia de todas las matrices de orden n x m con entradas en los

numeros reales y considere la suma usual entre matrices. Entonces, GG es un grupo.
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(4) Sea S un conjunto no vacio y Sym(S) = {f: S — S: f es biyectiva}. Sea o la composicién
usual de funciones. Por lo tanto, (Sym(S), o) es un grupo. Cuando S es un conjunto finito
de n elementos, Sym(S) es llamado el grupo simétrico de grado n y es denotado por
Sy (véase §1.5).

(5) Dado n > 2 consideremos el conjunto U, de todas las raices n-esimas de la unidad, esto es,
U,={2€C:2"=1}.

Usando el producto usual de niimeros complejos podemos probar que U,, es un grupo con

respecto a él.

(6) Sea R el conjunto de los niimeros reales y sea G el conjunto de todas las funciones 7,: R — R
definidas por T,(z) = x + a para cualquier z € R y con a € R. La operacién o es la

composicién usual de funciones. Entonces, (G, o) es un grupo. |

Diremos que un grupo G es finito si GG tiene un nimero finito de elementos. El ntimero de
elementos de un grupo finito G es llamado el orden de G y lo denotaremos por |G| y también
por o(G), segtin nos convega. En general para un conjunto X, denotaremos por #(X) el cardinal
de X. Es decir, si G es un grupo, entonces |G| = #(G).

Definicién 1.1.3. Un grupo G es llamado abeliano si la operacion * es conmutativa. Esto es,

si axb=bx*a para todos a,b € G.

Cuando G sea un grupo abeliano, usaremos el simbolo + en lugar de * para representar a
la operacién de Gy también denotaremos al elemento neutro de G por 0 (el cual no deberd
confundirse con el entero 0) en lugar de e. Los grupos en (1)-(3), (5) y (6) del Ejemplo 1.1.2

son todos abelianos. Veamos algunos ejemplos de grupos no abelianos.

Ejemplo 1.1.4.

(1) Sea R el conjunto de todos los niimeros reales y sea GG el conjunto de todas las funciones
Top: R — R definidas por T,,(z) = ax + b para cualesquiera z € R, donde a,b son
reales y a # 0. La operacion o es la composicion usual entre funciones. Comprobar que

(TapoTea)() = Thcaars() y que (G, 0) es un grupo no abeliano.

(2) Sea S = {(x,y): z,y € R} el plano y considere las funciones f,g: R? — R? definidas por
flx,y) = (—z,y) v g(z,y) = (—y,x) respectivamente. Observemos que f es la reflexion
con respecto al eje y y g es la rotacién de 90° en sentido contrario a las manecillas del reloj
con respecto al origen. Definimos el conjunto G = {fi¢’ : i1 =0,1; j=0,1,2,3} yoesla

composicién usual de funciones. Por lo tanto, (G, o) es un grupo no abeliano de orden 8.

(3) Sea GL3(R) el conjunto de todas la matrices cuadradas de orden 2 que son invertibles. Esto

()

con a,b,c,d € R tal que ad — be # 0. Entonces, GLs(R) con el producto usual de matrices

es, todas las matrices de la forma

es un grupo no abeliano, llamado el grupo lineal general de grado 2. [ |
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Antes de continuar con el estudio de grupos y sus propiedades veamos dos ejemplos mas de

grupo que merecen una atenciéon especial.

Ejemplo 1.1.5 (Grupos Dihedrales). Tomemos en C el circulo unidad (el circulo centrado en
el origen y radio 1) U = {z € C: |2| =1} = {z = ¢® : a € R}. Para cada argumento «,
vamos a denotar el complejo z € U con argumento « por z,, esto es, z, = €'*. Por propiedades

usuales del producto de complejos tenemos que

ZaZ8 = Zatp Y 2;1 =2Z_4.
Luego, tenemos que U es cerrado bajo el producto usual de niimeros complejos.
La rotacion en un dangulo « del circulo unidad es la funcién R, : U — U definida simplemente
por

Ra (Z,B) = Za+p

para cada zg € U. Ademads, se cumple que R,io1r = R, para todo k € Z. Si L, es la recta
que pasa por 0 y el punto z, € U, entonces la simetria con respecto a la recta L, es la funcién
Sa: U — U definida por

Sa(28) = 220-5 = 22a(28) ™"

para cada zz € U. Ademds, Soirx(25) = 2204208 = 22a—5 = Sa(25), €sto es, Sqir = S, Luego,

podemos considerar el conjunto
D={R,,S3: 0<a<2ry0<p<m}

de todas las rotaciones y simetrias del circulo unidad. Sea o la composicién usual de funciones

ysean 0 < a, aq, a0 < 21y 0 < 3, 1, B < w. Entonces, no es dificil verificar que

R, 0 Ry = Raytas
R, o Sg = Sﬁ+%
Sg o) Ra = Sg,%

Spy © 5B, = 5281 p2)-

También tenemos que Ry = idy € D y las funciones inversas de R, y Sz son R_, y Ss. Por lo
tanto (D, o) es un grupo.

Consideremos ahora el grupo U, de las raices n-esimas de la unidad con n > 2. Entonces
como ya sabemos U, es un poligono regular de n lados centrado en el origen y con n ejes de
simetria. Sea D, el subconjunto de D formado por todas las rotaciones y simetrias A tales que
A(U,) = U,. De una manera similar al caso de D, se puede comprobar que D,, con o es un
grupo. Ademads, un simple andlisis muestra que las rotaciones en D,, son de la forma Ratx con
k=0,1,2,...,n—1y las simetrias en D,, corresponden a los n ejes de simetria de U,,. EntT(L)nces,
o(Dy) = 2n y el grupo D,, es llamado el n-ésimo grupo Dihedral. Este es otro ejemplo de
grupo no abeliano (jpodria mostrar un ejemplo donde no se cumple la ley conmutativa?).
Observe que si R = Rz« (rotacién de angulo 27”) y S = Sy (simetria respecto del eje x) entonces

para cada zg € U, (S OnROS)(Zﬁ> = S(R(S(25)) = S(R(2-p)) = S(z_6+277r) =25 2 = R (z3),
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Cuadro 1.1: El grupo Qs.

Esto es, SoRoS = R™'. Por otra parte, como R*(z3) = 25, 2ir = Raix(25), R*, R", R*,..., R""!
son las n rotaciones distintas de D,,. Dado que (R' o S)(23) = z_g, 2« = Six(23), entonces las
composiciones R oS con 0 < i < n son n simetrfas distintas de D,, y por lo tanto son todas

las simetrias de D,,. Luego,
D,={R" R" R* ..., R"' S RoS R*cS,...,R"'0S}. W
Ejemplo 1.1.6 (Grupos Cuaterniones). El grupo de cuaterniones, Qg, es definido por
Qs ={1,-1,i,—1,5,—j, k, —k}

con el producto . definido por medio del Cuadro 1.1.
El tnico punto tedioso para probar que (Qs,.) es un grupo, es chequear la ley asociativa, las
restantes leyes se prueban sin dificultad. Para esto podemos realizar la siguiente identificacién.

Consideremos en M;(C) las siguientes cuatro matrices

=(on) =0 ) () = (0

Luego, se puede comprobar que el producto de estas matrices corresponde exactamente con el
producto dado en el Cuadro 1.1. Entonces, como ya sabemos que el producto de matrices es
asociativo, podemos concluir que el producto . en Qg es asociativo y por lo tanto Qg es un

grupo. |

Terminamos esta seccién mostrando algunas propiedades basicas y sencillas que cumplen

los grupos en general. Dejamos las demostraciones a cargo del lector.
Proposicion 1.1.7. Sea G un grupo. Entonces,
(1) El elemento neutro e de G es unico.

(2) Cada elemento a € G tiene un tnico inverso a™' € G.
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(3) Sia € G, entonces (a™)7! = a.
(4) Para a,b€ G, (ab) ' =b"1a"t.
Proposicion 1.1.8. Sea G un grupo y sean a,b,c € G. Entonces,
(1) Siab= ac, entonces b = c.
(2) Siba = ca, entonces b = c.

Sea G un grupo. Vamos a definir qué se entiende por a” con a € G y n € Z. Para cada

a € Gy cada entero no negativo n, se define la potencia n-ésima de a por

a’ = e

n n—1

a”=a xa para cadan > 1.

Y dado n un entero positivo se define
a" = (a")"
Compruebe que las reglas usuales de exponentes se satisfacen: para cualesquiera m y n enteros
(P1) a™xa™ = a™*™;
(P2) (")~ =a™"
(P3) (a=h)" =a™™
(P4) (a™)" = a™;

Si G es un grupo abeliano, la definicién anterior se expresa como sigue. Para cada a € G y

cada entero no negativo n:
0a=ce
n.a=(n—1).a+a paracadan>1

y para cada entero positivo n

(—n).a = n.(—a).

Observe que en la dltima ecuacién —n es el opuesto del entero (positivo) n en Z y —a es el

opuesto del elemento a en el grupo G.

1.2. Subgrupos

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo. Un subconjunto H de G es dicho a ser un subgrupo de

G si cumple las siguientes condiciones:

(1) e € H, esto es, el elemento neutro de G pertenece a H;
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(2) sia,b€ H, entonces ab € H,;
(3) sia € H, entonces a™! € H.
Escribiremos H < G para indicar que H es un subgrupo de G.

Para cada grupo G existen dos subgrupos especiales llamados los subgrupos triviales y
ellos son: Gy {e}. Diremos que un subgrupo H de un grupo G es propio si H # G. Dado
que todo subgrupo H de G debe contener al elemento neutro de G, resulta sencillo en algunos
casos identificar cuales subconjuntos de G no pueden ser subgrupos. Es decir, si A C G tal que

e ¢ A, entonces A no puede ser un subgrupo de G.

Proposicién 1.2.2. Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. H es un subgrupo de

G si y sélo si para cualesquiera a,b € H, ab™' € H.
Ejemplo 1.2.3.
(1) Z es un subgrupo de Q y Q es un subgrupo de R, con la operacién suma.

(2) Sea G = Q\ {0} el grupo con la multiplicacién usual. Entonces, H = {u? : u € Q\ {0}} es
un subgrupo de G.

(3) Sea G un grupo.

(a) Sea a € G. Entonces, por las propiedades de los exponentes, tenemos que A = {a" :
n es un entero} es un subgrupo de G, llamado el subgrupo ciclico de G generado

por a y es denotado por (a).

(b) Seaa € G ysea Z(a) ={xr € G: za = ax}. Luego, Z(a) es un subgrupo de G.

—
o
S~—

Sea H un subgrupo de G y a € GG. Definimos
a'Ha={a""ha: h € H}.

Veamos que a~'Ha es un subgrupo de G usando la caracterizacién de la Proposicién
1.2.2. Sean =,y € a 'Ha. Asi, existen hy,hy € H tal que x = a thia e y = a 'hya.
Entonces, ry~! = (a~hia)(a " hea) ™! = (a thia)(athy'a) = a=(hihy ' )a. Dado que
hi,hy € H y H es un subgrupo de G, tenemos que h := hih,* € H. En consecuencia,

2y ' =a 'ha € a~'Ha. Por lo tanto, a ' Ha es un subgrupo de G.

(4) El n-enésimo grupo dihedral (D,,, o) es un subgrupo de (D, o) (véase en pag. 3). [

Proposicion 1.2.4. Sea G un grupo y sean Hy, y Hy dos subgrupos de G. Entonces, Hy N Hy

es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean Hy, y Hy dos subgrupos del grupo G. Notemos primero que e € Hy N H,
ya que Hy y Hy son subgrupos. Sean a,b € H; N Hy. Esto es, a,b € Hy y a,b € Hy. Entonces,
como H; y H, son subgrupos, ab™! € H, y ab~! € H,. Luego, ab~' € H, N Hy. Por lo tanto,
H, N Hy es un subgrupo de G. [
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1.3. Subgrupos generados

Para describir un subgrupo a veces no es necesario especificar todos sus elementos. Serd
suficiente indicar ciertos elementos claves del subgrupo para tener un descripciéon completa
del subgrupo. Por ejemplo, si H es el subgrupo de nimeros pares del grupo aditivo (Z,+),
entonces podemos representar cada elemento de H usando el elemento 2 € H. En efecto, si
k € H, entonces podemos escribir £k = 2n para un n € Z y ademéas cada ntimero de la forma
2n con n € Z pertenece a H. Esto es, H = {2n : n € Z} y asi tenemos generado el subgrupo
H usando el elemento 2. También, hemos visto en la pagina 4 que el n-enésimo grupo dihedral
D,, puede ser construido usando solo la rotacion Rzx y la simetria Sy.

La siguiente proposiciéon es una generalizacion dT(La la Proposicion 1.2.4 y dejamos la demos-
tracion a cargo del lector.

Proposicién 1.3.1. Sea G un grupo y sea {H;}icr una familia de subgrupos de G. Entonces,

Mics Hi es un subgrupo de G.

Consideremos un grupo G y A C G. Por la proposicién anterior podemos concluir que
(A) = ﬂ{H : H es un subgrupode Gy AC H} (1.1)

es un subgrupo de G. Note que siempre hay un subgrupo de G que contiene a A, de hecho es
el mismo G. El subgrupo (A) es llamado el subgrupo generado por A. Si H = (A) diremos
que A genera H o que A es un conjunto generador para H. Cuando A es finito, digamos
A = {a,...,a,}, denotaremos (A) = (ay,...,a,). Si G = (ay,...,a,), diremos que G es un

grupo finitamente generado.

Proposicién 1.3.2. Sea G un grupo y A un subconjunto de G. Entonces, (A) es el menor

subgrupo de G que contiene a A. Esto es,

(1) (A) es un subgrupo de G;

(2) AC (A);

(3) si H es un subgrupo de G tal que A C H, entonces (A) C H.

Demostracion. Sea G un grupoy A C G. Es claro de (1.1) que A C (A). Para probar 2, sea H
un subgrupo de G tal que A C H. Entonces, por (1.1) de nuevo, tenemos que (A) C H. [ |

La proposicion anterior es muy 1util para demostrar que un subgrupo H es generado por un
conjunto A. Es decir, si H es un subgrupo de GG y queremos probar que es generado por un
conjunto A es suficiente con probar que:

(i) AC H;
(ii) si H' es un subgrupo de G tal que A C H’', entonces H C H'.

Observacién 1.3.3.
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(1) Sea G un grupo. Entonces () = {e}.
(2) Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces (H) = H.

(3) Sea H un subgrupo de un grupo G. Para probar que (A) C H es suficiente mostrar que
ACH.

Ejemplo 1.3.4.
(1) Consideremos el grupo aditivo Z. Entonces Z = (1) = (—1).

(2) Sea G un grupo y a € G. Entonces el subgrupo ciclico (a), es el subgrupo generado por
a. |

Proposicién 1.3.5. Sea G un grupo y sea A C G no vacio. Entonces,

(A ={al"a .. .af»: neN, a,...,an, € Ayky,... ky, €Z}.

n

Esta proposicién nos dice que un elemento esta en el subgrupo generado por A si y sélo si

es un producto de potencias de elementos o de inversos de elementos de A.
Demostracion. Escribimos

—{a'flaf?... ak: neN, ay,...,an, € Ay ky,... .k, € Z}.

T'L

Vamos a probar que H es el menor subgrupo de G que contiene a A. Veamos primero que es
un subgrupo. Como A es no vacio, sea a € A. Entonces e = a' € H. Ahora sean z,y € H.

Entonces, x = a’fla?...aﬁn ey = blfbl;...bi;y donde n,m € N, ay,...,a,,b1,...,b,, € Ay

ki,.... ko, li, ... 1, € Z. Asi,

wy = (a¥*ak? .. aF)(Ohv . ok,
Por asociatividad nos queda que

zy = aak? . afpbiel b e H.

Ahora, 7' = (a¥ab> ... af")" = (aF) 71 (dB)N = a P a7™ € H. Por lo tanto, H es

un subgrupo de G. Sea a € A. Entonces, a = a* € H. En consecuencia, A C H. Ahora sea H’

un subgrupo de G tal que A C H'. Queremos probar que H C H'. Sea = = a’flagz ...ak e H.

Entonces, aq,...,a, € A. Como A C H', ay,...,a, € H'. Dado que H' es un subgrupo,
r=a"al? .. af € H'. Conlocual HC H'. Por lo tanto, de la Proposicién 1.3.2, (A) = H. W

Corolario 1.3.6. Sea G un grupo abeliano y aq,...,a, € G. Entonces,
(ay,...,an) ={kr.a1 + -+ kpan: ky,... .k, € Z}.

Ejemplo 1.3.7. Por el Ejemplo 1.1.5 tenemos que el n-ésimo grupo dihedral es
={R" R"R* ..., R"' S, RoS,R*cS,...,R" 1o S}.

Asi podemos observar que todo elemento de D, es el producto de potencias de Ry S. Entonces

D,, es generado por Ry S. |
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1.4. Congruencias de Enteros

En esta breve seccion presentaremos algunos ejemplos de grupos, los cuales seran impor-
tantes a lo largo del libro para ejemplificar ciertos conceptos. Ademads, estos grupos seran de
utilidad para dar contraejemplos de algunas afirmaciones.

Sea n un entero positivo. Dos enteros a y b se dicen congruentes modulo n, denotado por

a =, b, siy sélo si nla —b. En otras palabras,
a=,b<= (3¢ € Z)(a—b=ng).

El siguiente resultado es una caracterizacion de la congruencia modulo n que resulta de
utilidad en muchas situaciones.

Proposicién 1.4.1. Sea n un entero positivo y sean a,b € Z. Entonces, a =, b si y sélo si a

y b tienen el mismo resto cuando son divididos por n.

No es dificil mostrar que la relacién =,, es de equivalencia sobre los enteros. Esto es, =, es
reflexiva, simétrica y transitiva. Asi, para cada entero a se define la clase de equivalencia de a
por [a| . ={m € Z: m=,a},yZ, =7/ =, siendo el conjunto de las clases de equivalencias.
Recuerde que cada entero pertenece exactamente a una clase de equivalencia. Entonces, por la
proposicion anterior, los elementos de Z, pueden ser representados por los restos posibles de

dividir por n,

0] = {meZ: m=,0}
{meZ: m=,1}
{meZ: m=,2}

=
[

m—1 = {meZ: m=,n—1}.

Para simplificar un poco la notaciéon en el trabajo con enteros modulo n, denotaremos
también a la clase de equivalencia de un entero a por a. Asi, Z, = {0,1,2,...,n—1} y lo
llamaremos conjunto de enteros médulo n.

La siguiente proposicion nos muestra que la relacién congruencia médulo n se comporta
bien con las operaciones de suma y producto de enteros. Ademas, bajo cierta condicion hay
una ley de cancelacién.

Proposicion 1.4.2. Sea n un entero positivo.
(1) Sia=,byc=,d, entonces

a+c=,b+d y ac=,0bd.

(2) Siab=, ac y a es relativamente primo a n, entonces b =, c.
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+/0 1 2 3 4 01 2 3 4

0j]0 1 2 3 4 0(0 0 0 0 O

111 2 3 4 0 110 1 2 3 4

212 3 4 0 1 210 2 4 1 3

313 4 0 1 2 310 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Cuadro 1.2: Tablas de suma y multiplicacién para Zs

Demostracion. (1) Es un buen ejercicio para que realice el lector. Probemos (2). Ya que a es
relativamente primo a n, existen enteros x e y tales que 1 = azx + ny. Asi, 1 =, ax. Luego,
por (1) tenemos que b =, abxr y ¢ =, acx. También, ya que ab =, ac y por (1) nuevamente,

abr =, acx. Entonces, por simetria y transitividad obtenemos que b =, c. |

Sea n un entero positivo. Ahora podemos dotar al conjunto Z, con dos operaciones, suma

y multiplicacién. Sean a,b € Z. Definimos

a+b:=a+b y ab:=ab. (1.2)

Observemos que las definiciones de las operaciones suma + y producto - que recién definimos
sobre Z, dependen de los representantes que elijamos para cada clase. Por ejemplo, pensemos

en Zs. Tenemos que

entonces deberfa pasar que 3 4+ 2 = 8 4+ 12. Lo cual, haciendo las cuentas, es verdad porque
3+2 =0 = 8+ 12. Se debe probar que esto vale siempre. Esto significa que las operaciones
estan bien definidas. La proposicién anterior nos permite probar que ambas operaciones, suma

y multiplicacién, en Z,, estan bien definidas. Esto es,

&az?ygzy, entonces&—l—l_)za—l—yya.l_):ay.

En las tablas del Cuadro 1.2 se muestran las operaciones de suma y multiplicacion en Zs.
Las siguientes dos proposiciones son consecuencias inmediatas de las propiedades conocidas de

los nimeros enteros.
Proposicién 1.4.3. Sea n un entero positivo. Entonces, (Z,,+) es un grupo abeliano.
Demostracion. A cargo del lector. |

Proposicién 1.4.4. Sea n un entero positivo. Entonces, la multiplicacion para Z,, es asociativa,

conmutativa y 1 es el elemento neutro.
Demostracion. A cargo del lector. [

Observe que en Z, el 0 no tiene inverso multiplicativo. También pueden existir otros ele-
mentos en Z, que no posean inverso multiplicativo. Por ejemplo, en Z, el 2 no tiene inverso
multiplicativo. Asi, nos surge la siguiente pregunta:;cuando un elemento de Z,, tiene un inverso

multiplicativo? La siguiente proposicién responde a esta pregunta.
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Proposiciéon 1.4.5. Sea n un entero positivo y sea a € Z. Entonces, @ tiene un inverso

multiplicativo en Z,, st y solo si a y n son relativamente primos.

Demostracion. Sea n un entero positivo y sea a € Z. Entonces,

@ tiene un inverso multiplicativo <= existe b € Z, tal que a.b =1
existe b € Z,, tal que a
ab=,1

ab —1 = nq para algin q € Z
1 =ab — nq para algin q € Z

[

a es relativamente primo an. W

Observacion 1.4.6. Se puede observar de la demostracién anterior como puede obtenerse el
inverso multiplicativo de un elemento @ en 7Z,. Dado a un entero relativamente primo a n, por

el Algoritmo de Euclides, se pueden hallar enteros x e y tales que 1 = ax + ny. Entonces,

ny=az+0y=az.

+

l=ar+ny=az
Por lo tanto, T es el inverso de @ en 7Z,,.

Denotaremos por U(Z,) al conjunto de todos los elementos de Z, que tienen un inverso

multiplicativo y llamaremos a sus elementos unidades.
Corolario 1.4.7. Para cada entero positivo primo p, tenemos que U(Z,) = Ly, = {1,2,...,p—1}.

El conjunto U(Z,) es cerrado bajo la multiplicacién . definida en (1.2). En efecto, sean
a,b € U(Z,) con 0 < a,b < n. Por la proposicién anterior, a y b son ambos relativamente
primos a n. Entonces, ab es relativamente primo a n. Por lo tanto, @.b € U(Z,). Con lo cual,
tenemos ahora que U(Z,) es un conjunto con una operacién binaria. Como U(Z,) C Z,, y ya
sabemos que la operacion producto en Z, es asociativa y conmutativa, entonces el producto
también es asociativo y conmutativo en U(Z,). Ademads, es claro que el neutro multiplicativo

1€ U(Z,). Por lo tanto, podemos concluir lo siguiente:

Proposicién 1.4.8. Para cada entero positivo n, (U(Zy),.), donde . es la multiplicacion here-

dada de Z,,, es un grupo abeliano.

Ejemplo 1.4.9. Consideremos Zs. Entonces, U(Zs) = {1,2,3,4}. El producto de los elementos
de U(Z,,) es mostrado en el Cuadro 1.3. |

La ¢-funcién Euler es una funcion ¢: N — N definida de la siguiente manera:
= (1) =1

= paran > 1, p(n) es el nimero de enteros positivos menores que n que son relativamente

primos a n. En otras palabras, ¢(n) = #({m e N: m <ny (m,n) =1}).
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112 3 4
111 2 3 4
212 4 1 3
313 1 4 2
414 3 2 1

Cuadro 1.3: El producto en U(Z,,)

Proposicion 1.4.10. Para cada entero positivo n > 1, p(n) = #(U(Z,)). Ademds, si p es un

entero primo, entonces p(p) =p — 1.
Las siguientes propiedades de la funcién ¢ seran probadas mas adelante.
Proposicion 1.4.11.

(1) Para cada primop yn € N,
(") =p" —p" =" - 1),
(2) Sim yn son enteros positivos relativamente primos, entonces
p(mn) = p(m)e(n).

(3) Sin=pitpy?. ... PRk, entonces

a1—1

p(n) = =1 e 1)

1 1
= p! (1 - —) ..... Pk (1 - —)
! Y4 ¥ Pk

Finalizamos esta seccion con dos resultados importantes de la teoria de niimeros.

Teorema 1.4.12 (Generalizacién de Euler del Pequenio Teorema de Fermat). Sea n un entero

positivo y sea a un entero tal que (n,a) = 1. Entonces,

a?™ =, 1.

Demostracion. Recordemos que ¢(n) = #(U(Z,,)). Teniendo en cuenta la Proposicién 1.4.10
podemos suponer que

U(Zn) = {E? Ea SRR go(n)}

donde cada j; con i = 1,2,...,¢(n) es tal que 1 < j; < n y es relativamente primo a n. Ahora
definimos la funcién f: U(Z,) — U(Z,) como sigue f(j) = aj. Es directo mostrar que f estd
bien definida. Veamos que es inyectiva. Supongamos que f(j) = f(k). Asi, aj = ak y con lo
cual, aj =, ak. Como a es relativamente primo a n, nos queda j =, k (ver Proposicién 1.4.2).

Entonces, j = k. Por lo tanto, f es una funcién inyectiva. Ahora, como U(Z,,) es finito, podemos
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concluir que f es una biyeccién. Esto nos da que {J1, ja, - - -, o)} = {a@1, aja, - . ., ajp(n) }- Con
lo cual,

J1d2 - Go(n) Zn 41072 - . - @fpm) Zn AP g1d2 - G-
Ya que ji, jo, ..., Jom) son todos relativamente primos a n, obtenemos que 1 =, a¥™ . como
queriamos demostrar. [ |

Teorema 1.4.13 (Pequeno Teorema de Fermat). Sea a un entero no divisible por el entero
primo positivo p. Entonces,

p—1 —
a =, 1.

1.5. Grupos Simétricos

Sea S un conjunto no vacio. Denotaremos por Sym(S) al conjunto de todas las funciones
biyectivas de S sobre Sy llamaremos permutaciones a los elementos de Sym(.S). El simbolo o
denota la composicién usual de funciones. Como ya hemos visto en el Ejemplo 1.1.2, (Sym(.S), o)
es un grupo. Llamaremos a los subgrupos de Sym(S) grupos de permutaciones sobre S.
Veremos en el Capitulo 2 que de hecho todos los grupos pueden ser considerados como grupos
de permutaciones sobre algiin conjunto (Teorema de Cayley).

Cuando S es un conjunto finito no vacio denotamos al conjunto Sym(S) por S, y llamamos
al grupo permutacién (S,,o) el grupo simétrico de orden n. Si S es un conjunto finito,
digamos S = {ay, as,...,a,}, de n elementos lo podemos identificar, sin pérdida de generalidad
como S = {1,2,...,n}'. Observe que S, tiene n! elementos.

A cada permutacién o de S, la vamos expresar como

< 12 ... )
o(l) o(2) ... o(n) )

Una de las ventajas de considerar las permutaciones en esta manera es que la composicion de
dos permutaciones puede ser hecha graficamente y asi de una manera mas sencilla. Veamos un

ejemplo. Consideremos las permutaciones o y 7 de S3 dadas abajo

1 2 3 1 2 3
g = T = y
1 3 2 213

la composicion de o por 7 puede ser entonces realizada como sigue
1 2 3 1 2 3 1 2 3
ogoT = =
1 3 2 21 3 31 2

(co7)(1) =0o(r(1)) =0(2) =3
(1) =1
(3) =2

'El grupo permutaciéon Sym(S) depende solo de la cardinalidad de S y no de los elementos que componen a

donde

— —~
q 9
(] O
5009
S— S—
— ~—~
w [\)
S~— S~—
([
Q Q9
—~~
s
S —~
w N
S~— S~—
S~— S~—
[
Q Q

S
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Ahora introducimos otra notacién para representar las permutaciones de S,,. Un k-ciclo

de S,, es una expresién de la forma (a; as ... ai) donde todos los a; son distintos. Este ciclo
representa la permutacién de S, que envia a; a as, as a as, ..., envia ai_1 a a; y finalmente
envia ay a ap, mientras deja fijos todos los otros elementos en {1,2,...,n} que no aparecen en

el ciclo. Por ejemplo, sea

1 23 45
25 3 41

en Ss. Entonces esta permutacion se puede escribir como el 3-ciclo (1 2 5). Y el 4-ciclo (325 4)

1 2345
152 3 4]

El producto de dos ciclos es simplemente la composicion de las permutaciones que repre-

representa la permutacién

sentan. Por ejemplo, el producto de los ciclos (1 32 4)y (325) en S5 es

wszopzn- (12110

Observemos también que si o es un k-ciclo (a; ... ai) de S, entonces

o(ay) = as, o*(ay) =o(ag) =as, o (a1) =oc(asz) =ay, ...

) O’kil(

a) =ap, o"(a) =a
Con lo cual, la permutacion o se puede expresar como el k-ciclo
(a1 o(ay) o?(a1) ... o" Hay)).
Proposicién 1.5.1. Si o es un k-ciclo, entonces k es el menor entero positivo tal que o* = idg, .
Demostracion. Consideremos un k-ciclo 0 = (ay as ... ai) de S,. Debemos probar que
(i) o% =idg, (la permutacién identidad de S,,);
(i) si o™ =idg, , entonces k < m.

Sea x € {1,2,...,n}. Si  no aparece en el k-ciclo (a; ay ... aj), entonces o(z) = x, lo cual

implica que o*(r) = z. Sea a; con 1 < i < k. Entonces,

O'k(ai) = O'k71<&l'+1) O'k(&k) = O'kil(al)
— Uk—(k—i)(ak) — O'k_(k_l)(ak_l)
= o'(az) =o(ag_1)
= o Ha) = ay.
= O'i_z(ag)
_ O_i—(i—l)(ai_1>
= o(ai1)

= a;.
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Luego, o* = idg,. Ahora sea m tal que ¢™ = idg,. Supongamos que m < k. Con lo cual,
ay = ak(al) = O'kierm(Cll) = O'kim((fm(al)) = ok*m(al) = Ak—m+1-
Esto es una contradiccion. Luego, £ < m. [ |

Corolario 1.5.2. Sea o un k-ciclo. Si m es un entero tal que o™ = idg,, entonces k divide a

m.

Demostracion. Sea m tal que ¢ = idg, . Supongamos que m no es divisible por k. Entonces
m = k.q+r con 0 <r < k. Luego, ids, = 0™ = 0" = (¢*)%.0" = (idg, )9.0" = o". Esto, por
la proposicién anterior, contradice que k es el menor entero positivo tal que o* = idg, . Por lo

tanto, m es divisible por k. [ |

Diremos que dos ciclos son disjuntos si no tienen niimeros en comun. Por ejemplo, en Ss,
los ciclos (1 3 4) y (2 5) son disjuntos, mientras los ciclos (1 3 4) y (3 1 5 2) no son disjuntos
porque tienen en comun los enteros 1y 3.

Observemos que podemos comprobar facilmente que la siguiente permutacién se puede
expresar como el producto de dos ciclos disjuntos y que ademés el producto de estos dos ciclos

disjuntos es conmutativo:

1 23456
542 316

) = (15)(243)=(243)(15).

Ahora veremos formalmente que estos dos hechos se cumplen siempre. Esto es, probaremos
que el producto de dos ciclos disjuntos es conmutativo y que cada permutacion de S, se puede

escribir como producto de ciclos disjuntos.
Proposicion 1.5.3. Sean o y 3 dos ciclos disjuntos. Entonces, aff = fa.

Demostracion. Sean o = (ay ag ... ar) y B = (by by ... b) dos ciclos disjuntos de S,,.
Debemos probar que para cada entero j € {1,2,...,n}, af(j) = fa(j). Sea primero j tal que
no aparece en ninguno de los dos ciclos. Entonces, a(j) = jy 8(j) = 5. Asi, aB(j) = a(j) = j
y Ba(j) = B(j) = j. Con lo cual af(j) = Ba(j). Ahora, sea a; € {ay,as,...,ar_1}. Ahora,
tenemos que af(a;) = a(a;) = aiy1 y fafa;) = B(air1) = aiq. Entonces, aB(a;) = Ba(a;).
También, aff(ar) = a(ar) = a1 y falar) = B(a1) = ay. Por lo tanto, a5(j) = fa(j) para todos
los enteros que aparecen en el ciclo «. Similarmente, podemos probar que a3(j) = fa(j) para
todos los enteros j que aparecen en el ciclo 5. Por lo tanto, hemos probado que af(j) = fa(j)
para todo j € {1,2,...,n}. [ |

Teorema 1.5.4. Cada permutacion en S, se puede escribir como un producto de ciclos dis-

Juntos.

Demostracion. Sea o € S,. Definimos primero el ciclo a; = (o(1) 0%(1) ... o*(1)). Observe

que o*1 (1) = 1y k; < n. Si k; = n, entonces la permutacién o se puede escribir con el tinico
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n-ciclo (o(1) 0(1) ... ¢™(1)). Si k; < n, entonces hay un i; € {1,2,...,n} que no aparece en
el ciclo o;. Consideremos el ciclo

ay = (0(iy) 02(iy) ... o™(i1)).

Observe que o*2(iy) = i1 y ks < n — k;. Los dos ciclos son disjuntos. Pues, si o'(1) = 0™ (i)
y | < m (similarmente si m < [), entonces 1 = 6™ !(i1) lo que implica que los dos ciclos son
iguales. Esto es una contradiccion pues elegimos i que no estuviera en el ciclo ;. Ahora, si ky =
n— ki, entonces la permutacién o se puede escribir como ajas. Si ks < n— k1 entonces podemos
elegir un entero iy € {1,2,...,n} tal que no aparezca en los ciclos a; y as. Consideramos el
ciclo a3 = (0(ia) 02(ia) ... o*(iy)). Podemos observar que o*(iy) = iy v ks < n — ky — ko.
De la misma manera que vimos antes podemos probar que los ciclos oy, as y a3 son disjuntos
dos a dos. Como el conjunto {1,2,...,n} es finito en algin momento este procedimiento debe
detenerse. Esto es, para algun entero positivo 7, hay un i, € {1,2,...,n} que no aparece en
los ciclos disjuntos aq, s, ..., q,_; v podemos formar el ciclo o, = (o(i,) 0%(i,) ... 0" (i,))
con k, =n — (ky + ko + -+ + k,._1). Por lo tanto, la permutacién o se puede escribir como

Q10 . .. Q. [ |

Observe que la prueba anterior no sélo da la demostracién de que se puede descomponer
una permutacién en un producto de ciclos disjuntos sino que también nos da un procedimiento

para determinar la descomposicion de un ciclo.

Ejemplo 1.5.5. Consideremos el grupo simétrico Sy y la siguiente permutacion
12 3 456 7389 10
g = .
3810 15 9 276 4

a; = (o(1) (1) 6*(1) o*(1)) = (3 10 4 1).

Primero formamos el ciclo

Luego, elegimos un entero que no aparece en a;, por ejemplo 2, y formamos el ciclo
ag = (0(2) 0%(2) 6°(2)) = (8 7 2).
Ahora, elegimos un entero que no aparezca en oy ni en a, por ejemplo el 5, y formamos el ciclo

ag = (0(5)) = ().

Como todavia quedan enteros en {1,2,4,5,6,7,8,9,10} que no aparecen en los ciclos anteriores
continuamos de la misma manera. Tomemos un entero que no aparece en los ciclos oy, oy y as,
por ejemplo el 6, y formamos

ay = (a(6) 0%(6)) = (9 6).

Ahora, podemos ver que todos los enteros de {1,2,4,5,6,7,8,9,10} aparecen exactamente en

uno de los ciclos anteriores. Entonces,

_(12345678910

3810159276 4>_(31041)(872)(5)(96). m
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Proposicion 1.5.6. Sea o € S,,. Si o tiene la descomposicion en ciclos disjuntos o = 0105 ... 0

de longitudes my, mo, ..., my, respectivamente, entonces el minimo comun multiplo M de los
nimeros my, my, ..., my es el menor entero positivo tal que o™ = idg, .
Demostracion. Sea M el minimo comun multiplo de los ntmeros my, ms, ..., m;. Como los
ciclos 01,09, ..., 0 son disjuntos dos a dos, tenemos que 0;0; = 0;0; para 1 <1, j < k. Luego
M M M _M M .

o = (01.09..... o) =00y o, =idg,,
porque m; | M paracadai € {1,...,k}. Por otra parte, si 0¥ = idg, , entonces oi¥.ol¥. .. .. on =
idg, . Luego, o = idg, para todo i € {1,...,k}. Entonces, por el Corolario 1.5.2, tenemos que

m; | N paratodoi € {1,...,k}. Entonces, M | N y por lo tanto, M es el menor entero positivo
tal que o™ = idg, . [ |

Finalizamos esta seccién con algunos resultados referidos a permutaciones pares e impares.
Una transposicion es un 2-ciclo (a1 ag). Observemos que todo k-ciclo (a; ay ... ax) de S, se

puede escribir como producto de transposiciones:

(a1 as ag ... ap_1 ax) = (a1 az)(ag az) ... (a1 ax).

El lector debe notar que la manera de escribir un k-ciclo como producto de transposiciones no
es unica. ;Puede hallar dos formas de escribir el siguiente 4-ciclo o0 = (1 2 3 4) de S5 como
producto de transposiciones?

Por el Teorema 1.5.4, tenemos que cada permutacion se puede representar como producto
de ciclos disjuntos y como hemos observado recién, cada ciclo se puede escribir como producto
de transposiciones. Por lo tanto, podemos concluir que toda permutacion de S, se puede escribir
como producto de transposiciones.

Si bien la representacién en producto de transposiciones de una permutaciéon no es tnica,
tenemos el siguiente resultado. Una demostracion del mismo puede verse en [5, Theorem 5.4 y
5.5], [8, Theorem 3.3.1] o en [1, Section 3.5].

Proposiciéon 1.5.7. Toda permutacion de S, es o bien el producto de un numero impar de
transposiciones o bien el producto de un niumero par de transposiciones y ningun producto de
un numero par de transposiciones puede ser el producto de un nimero impar de transposiciones.

Ahora podemos realizar la siguiente definicién.

Definicién 1.5.8. Una permitacién o de S,, es llamada par si es el producto de un ntimero par

de transposiciones y es llamada impar si es el producto de un niimero impar de transposiciones.

Sea A, el conjunto de todas las permutaciones pares de S,,. Afirmamos que A,, es de hecho

un subgrupo de S, (véase el Ejercicio 1.6). A, es llamado el grupo alternante de grado n.
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1.6. Grupos ciclicos

Los grupos ciclicos son los grupos que pueden ser generados por un solo elemento. Al final
de la seccién veremos que basicamente hay solo dos tipos de grupos ciclicos: Z y Z,. En esta
seccion estudiaremos las propiedades de los grupos ciclicos y los subgrupos ciclicos, los cuales

juegan un rol fundamental en la clasificacién de todos los grupos abelianos.
Definicién 1.6.1. Un grupo G es llamado ciclico si existe un elemento a € G tal que G = (a).
Como ya hemos visto anteriormente, si G’ es un grupo ciclico generado a, tenemos que
G ={a) ={d": keZ}).
Y si sabemos que G es abeliano, escribimos
G = (a) ={ka: keZ}.
Ejemplo 1.6.2.
1. El grupo aditivo Z = (1) es ciclico. También, Z, = (1) es ciclico. |

Observacion 1.6.3. No todo grupo es un grupo ciclico. Veamos el siguiente ejemplo. Sea

S ={1,2,3} y consideremos el grupo simétrico de orden 3, S3. Explicitamos los elementos de

Sgi
(123 1 23 1 23
7/: = =
123 ™ 2 3 1 P2 31 2
(123 (123 (123
=11 3 9 F2=1 3 91 Fs=1 9 1 3

La operacién o es dada en el cuadro 1.4. Para cada elemento de S3 generamos el subgrupo

ciclico generado por ese elemento. Tenemos que

Ninguno de los anteriores es S3, por lo tanto S3 no es ciclico. Los subgrupos de S35 son mostrados
en la Figura 1.1. Observe que todos los subgrupos propios de S3 son ciclicos; sin embargo, ningin
elemento genera al grupo entero.

Teorema 1.6.4. Todo grupo ciclico es abeliano.

Teorema 1.6.5. Cada subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
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o lid p1 p2 p1 M2 3
id | id prop2 o pa H3
pr | p1 p2 id pz o opn o
p2 | p2 id pr po p3 fha
| p2 gy ido opro po
Po | p2 p3 f1 p2 id py
ps | p3 fa p2 pr p2oid

Cuadro 1.4: La operacién o en S3

N

{ida P1, p2} {Zd7 :ul} {Zda IUQ} {Zd7 MB}

—

{ud}
Figura 1.1: Los subgrupos de S3

Demostracion. Sea G un grupo ciclico generado por un elemento a, esto es, G = (a) y supon-
gamos que H es un subgrupo de G. Si H = {e}, entonces claramente es ciclico. Supongamos
que H contiene un elemento g distinto del neutro e. Asi, g = a™ para algin entero n (porque
g € H C G = (a)). Podemos suponer sin perdida de generalidad que n > 0. Sea m el menor
entero positivo tal que a™ € H. Tal m existe por el Principio de Buena Ordenacién. Vamos
a mostrar que h = a™ es un generador de H. Sea h' € H. Luego, h' € G y entonces h' = af
para algin entero k. Por el algoritmo de la division, podemos encontrar enteros q y r tales que

k =mq+ r con 0 < r < m. En consecuencia, nos queda que
a® = a™*" = (a™)%" = hid".

Asi, a" = a*h™% = hh™% Ya que ' y h™7 estdn en H, a” pertenece también a H. Pero, dijimos
que m era el menor entero positivo tal que a”™ € H y, obtuvimos que a" € Hy 0 < r < m.

Luego, r =0 y asi £ = mgq. Entonces,
h = ak =a™ = .
Por lo tanto, H es generado por h |

Definicién 1.6.6. Sea a un elemento de un grupo G. El orden de a, denotado por o(a), es

n

definido a ser o(a) := inf{n € N: a" = e}. En caso que el conjunto {n € N: a" = e} sea

vacio, o(a) = oo.

Claramente podemos ver que en cualquier grupo G, o(e) = 1y e es el tinico elemento de

orden 1.
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Proposicion 1.6.7. Sea a un elemento de orden finito en un grupo.
(1) Sia™ = e entonces o(a)|n.
(2) Sia' = a’ entonces o(a)|i — j.

(3) o(a) = o(a™1).

Demostracion. Para probar (1), supongamos que a” = e. Como sabemos existen ¢, 7 € Z tinicos
tales que
n=o(a)g+r, 0<r<o(a).

Asi, a” = a" @7 = ¢"(q°@)~7 = e. Como o(a) es el menor entero positivo k tal que a* = e,

tenemos que r = 0. Entonces, n = o(a)q y asi o(a)|n.
El punto (2) es consecuencia de (1). Para probar (3), sea o(a) = n. Asi, (a™")" = (™)™ =
e~ ! = e. Supongamos que ¢ es un entero positivo tal que (a~!)* = e. Con lo cual, (a’)™! =e

y
entonces a' = e. Luego, n < t. Por lo tanto, o(a™) = n = o(a). |
Proposicién 1.6.8. Sea G un grupo y a € G.

(1) Sio(a) = oo, entonces a® = a’ si y sdlo sii=j.
(2) Sio(a) =n €N, entonces para cualquier i € Z, a* = a* para un tinico 0 < k <n — 1.

Demostracién. (1) Sea a € G tal que o(a) = co. Supongamos que a’ = a’. Tenemos que i < j
0j <i.Sii<j, entonces '~ = a’(a’)™! = a/(a/)"! = e. Como o(a) = o0, j —i =0y por lo
tanto ¢ = j. Similarmente si j < i. La reciproca es trivial.

(2) Supongamos que o(a) = n € N. Sea i € Z. Asi, existen ¢,r € Z tal que i = nq + r con

0 <r <n-—1. Luego,

nqg+r T

a'=a = (a")%" =e€%ad" =a’.

Para ver que r es el inico con tal propiedad, sea j tal que a* = @’ y 0 < j < n — 1. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que j < r. Asi, a” = a' = a’. Por la proposicién anterior

tenemos que n|r — 7 mientras 0 < r — j < n. Esto implica que r — j = 0, esto es, r = j. |

Los dos corolarios siguientes son consecuencia de las proposiciones anteriores y sus demos-

traciones se deja a cargo del lector.

Corolario 1.6.9. Para cualquier elemento a en un grupo G, se cumple que:
(1) Sio(a) = oo, entonces {a) ={...,a %, a ' e,a,a?,...}.

(2) Sio(a) =n, entonces (a) = {e,a,a?, ... ,a" '}

(3) o({a)) = o(a).

Corolario 1.6.10. Sea G un grupo finito.

(1) Un elemento a es un generador de G si y sdlo si o(a) = o(Q).
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(2) El grupo G es ciclico si y solo si existe un a € G tal que o(a) = o(G).

Proposicién 1.6.11. Sea G un grupo abeliano y sean a,b € G. Si o(a) y o(b) son relativamente

primos, entonces o(a + b) = o(a)a(b).

Demostracion. Llamemos o(a) = n y o(b) = m. Asi, (n,m) = 1 (n y m son relativamente
primos). Tenemos que probar que mn es el orden del elemento a + b. Primero, como G es
abeliano, tenemos que mn.(a + b) = mn.a + mn.b = e + e = e. Sea ahora t un entero positivo
tal que t.(a + b) = e. Entonces, t.a +t.b = e y asi t.a = t.(—b). Luego, nt.a = nt.(—b). Como
n = o(a), e = nt.a = nt.(—b). Entonces, o(—b) | nt. Ya que o(—b) = o(b) = m, m | nt. Y
ahora, dado que m y n son relativamente primos, m | t. Andlogamente, podemos obtener que
n | t. Luego, como m y n son relativamente primos y m | t y n | ¢, tenemos que mn | t. En

consecuencia, mn < t. Por lo tanto o(a + b) = nm = o(a)o(b). |

Proposicién 1.6.12. Sea G un grupo, y sea a € G de orden n. Entonces, para cada entero k,

o(a*) = i

med(n, k)

Demostracion. Sea d = med(n, k). Sean n = 2.d y k = £.d Primero

<

ks

Ahora supongamos que (ak)s = e. Entonces a™ = e. Luego n | ks. Sea t € Z tal que

kg

ks =12t

ks =nt = %ds=2dt = L

Asf obtenemos que 2 | %s. C%mo med(n, k) = d, tenemos que med(%,%) = 1. Con lo cual 2 | s.
Por lo tanto, o(a*) = % = —— [

(n, k)

Ejemplo 1.6.13. Sea Z3o. Entonces podemos calcular los érdenes de cada uno de sus elementos.

Por ejemplo:

_ 30 30

H=odT) = — 2 215

o) =oldl) = Tm T

_ - 30 30

) =o(181) = — > =2 _35
ol18) =o(18.1) = 18 ~ 6
o@T) =021y = — 0 3V _ 5y m

med(30,21) 1

Ejemplo 1.6.14. Sea Zgy,. Determinemos todos los elementos de Zgy de orden 15. Sea a € Zgj.

Entonces 90
@) =o(al) = ——
ol@) = ofa.1) med(90, a)

Usando el Teorema Fundamental de la Aritmética tenemos que:

=15 = med(90,a) = 6.

90 = 2.3%.5 1 = min(1, )
a =235 1 =min(2, 3)
6 =2.3.5" 0 = min(1,7)
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Entonces, « > 1, § =1y 7 = 0. Entonces las posibilidades son:
2.3 223 2°3 23

Entonces los elementos de Zgg de orden 15 son: 6, 12, 24, y 48. [

Corolario 1.6.15. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden n. Entonces, G = {(a*) si y sélo si
med(n, k) = 1.

Demostracion. Sea k € Z. Entonces,

G = (") <= o(d")=n
= n =
med(n, k) "
< mcd(n, k) =1 [

1.7. Teorema de Lagrange

En esta seccion probaremos el Teorema de Lagrange, el cual afirma que el orden de todo
subgrupo divide al orden del grupo, y mostraremos algunas de sus consecuencias.
Comenzamos con la siguiente construccién. Sea H un subgrupo de un grupo G. Definimos

sobre (G la siguiente relacion binaria: para cada a,b € G,
a~b siysélosi ab™' € H.

Afirmamos que esta relacién es de equivalencia sobre el grupo GG. Dejamos los detalles al

lector. Note que la clase de equivalencia [a] de un elemento a € G es
Ha={ha: he H}.

En efecto, sea b € [a]. Entonces, b ~ a y asi, ba~! € H. Con lo cual, existe h € H tal que
ba~! = h. Luego, b = ha € Ha. Esto prueba que [a] C Ha. Sea ahora b € Ha. Esto es, existe
h € H tal que b = ha. Asi, ba~! = h € H. Entonces, b ~ a y con lo cual, b € [a]. Por lo tanto,
Ha C [a]. Hemos demostrado que [a] = Ha.

El conjunto Ha es llamado la clase lateral derecha de H representada por a. Observemos

que una clase lateral derecha puede estar representado por cualquiera de sus miembros.

Ejemplo 1.7.1. Considere el grupo Zg y el subgrupo H = {0,3} de Zs. Entonces, las clases

laterales derechas son

H+0={bcZs: b~0}={b€Zs: b—0c Hy={0,3} =H +3
H+T1={b€Zs: b~1}={b€Zs: b—1€c H}y={1,4} =H +14
H+2={be€Zs: b~2y={b€Zs¢: b—2€ H}={2,5}=H+5 N
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Como las clases laterales derechas son clases de equivalencias, ellas forman una particion
del grupo. En particular, si G' contiene solo un niimero finito de clases laterales derechas de H
(particularmente cuando G es finito), entonces podemos encontrar representantes ay, . .., as € G
tales que

G=Ha WHay W --¥ Hay.

Donde W denota la unién disjunta, esto es, Ha; N Ha; = () si i # j. Llamaremos al nimero de

clases laterales derehas distintas de H en G el indice de H en G, y lo denotaremos por [G : H].

Ejemplo 1.7.2. Si G = Zg y H = {0, 3}, entonces por el Ejemplo 1.7.1 tenemos que [G : H] =
3. [ |

Ejemplo 1.7.3. Sea S; el grupo simétrico de orden 3. Sea av = (1 2 3) y 5 = (1 2). Tenemos
que

SS = {6,@,0&2,5,C(ﬁ,0426} = {G,Q,QQ,ﬁ,BQ,ﬁQQ}-

Sea H = (a) = {e,a,a?} el subgrupo generado por a. Entonces, el lector puede comprobar,

calculando todas las clases laterales derechas, que
Ss=HWH}.
Con lo cual [S5: H| =2. Sea K = () = {e, 5}. Entonces,
S;=KWKauwKa?
y [Ss: K] = 3. |

Ya estamos listos para enunciar y probar el Teorema de Lagrange sobre grupos finitos. El
Teorema de Lagrange asegura que el orden de un subgrupo de un grupo finito es un divisor del
orden del grupo. Por ejemplo, si G es un grupo de orden 6, entonces los 6rdenes posibles de un

subgrupo de G son 1, 2, 3 0 6.

Teorema 1.7.4 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de G.
Entonce, |H| es un divisor de |G|. Ademds, |G : H] = |G|/|H]|.

Demostracion. Por la discusion previa, tenemos que G = Ha1 W Has W - - - & Ha, para alguna
eleccion de representantes ay,...,as € G. Entonces, tenemos que |G| = |Hay| + |Hag| + -+ +
|Has|. Ahora vamos a probar que cada clase lateral derecha Ha de H en G tiene el mismo
nimero de elementos que H. Para esto vamos a construir una funcién biyectiva entre H y Ha.

Definimos ¢: H — Ha por ¢(h) = ha. La funcién ¢ es claramente sobreyectiva. Veamos
que es inyectiva. Supongamos que ¢(h;) = @(hs). Esto es, hia = hga. Por la ley de cancelacién,
tenemos que h; = hy. Entonces, ¢ es inyectiva. Por lo tanto, ¢ es una biyeccién. Esto implica

que |H| = |Ha| para cada a € G. Ahora, nos queda que
|G| = |Hay| + |Hag| + - -+ + |Has| = s|H].

Se sigue que |H| es un divisor de |G|. Ademas, [G : H] = s = |G|/|H]|. |
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Veamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema de Lagrange. Entre ellas veremos

otra manera de probar la generalizacion de Euler del Pequeno Teorema de Fermat.

Corolario 1.7.5. Sean H y K subgrupos de un grupo finito G. Si K C H C G, entonces
G: K|]=[G: HI|H:K].

Demostracion. Por el Teorema de Lagrange tenemos que

_ Gl _ |Gl [H]

[G:K]—m—m.m—

|G : H][H : K]. |
Corolario 1.7.6. Sea G un grupo finito y a € G. Entonces, o(a) es un dwisor de |G| y en

particular, a!l®l = e.

Corolario 1.7.7 (La generalizacién de Euler del Pequeno Teorema de Fermat). Sean n y a

enteros relativamente primos. Entonces, ™ =, 1.
Demostracion. Se sigue del hecho que el grupo U(Z,) es de orden ¢(n). [
Corolario 1.7.8. Si G es un grupo de orden primo p, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea x € G tal que x # e. Luego, |(z)| > 1. Ahora, por el Teorema de Lagrange,
|(z)| | |G| = p. Entonces, |(z)| = |G|. Con lo cual, (x) = G. |

Es importante senalar que la reciproca del Teorema de Lagrange no es cierta. Esto es, si G
es un grupo arbitrario de orden finito n y d | n, entonces no existe necesariamente un subgrupo

de G de orden d. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.7.9. Sea A, el grupo alternante de grado 4 (véase pagina 17). Explicitamente,

observamos que

Ay ={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(123),(132),(124),
(142),(134),(143),(234),(243)}.

Asi vemos que el orden de Ay es 12. El 6 es un divisor del orden de Ay, pero A4 no posee ningin
subgrupo de orden 6. En efecto, supongamos por absurdo que H es un subgrupo de A4 de
orden 6. Observemos que A, tiene 8 elementos de orden 3, ellos son los ocho 3-ciclos. También
vemos claramente que el indice [A, : H] es 2, esto es, A4 tienen exactamente dos clases laterales
derechas de H. Sea ahora a cualquier elemento de A4 de orden 3. Como [Ay: H| =2y H, Ha

y Ha? son tres clases laterales derechas, tenemos que
H=Ha o H=Hd o Ha=Hd

En cualquiera de los tres casos anteriores, se tiene que a € H. Hemos mostrado que H contiene
los 8 elementos de A4 de orden 3, lo cual es absurdo, pues H es de orden 6. Por lo tanto, Ay

no posee un subgrupo de orden 6. [ |
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Ahora veremos que algunas reciprocas parciales del Teorema de Lagrange son posibles.

Proposicién 1.7.10. Sea G un grupo ciclico de orden finito n. Si d | n, entonces existe un

unico subgrupo Hy de G de orden d.

Demostracion. Sea G = (a) de orden n'y d | n. Por la Proposicién 1.6.12 tenemos que elemento
a™? tiene orden mcd(:”z, ) = n7d = d. Entonces el subgrupo Hy := (a™?) tiene orden d.

Ahora, probemos que es el tnico subgrupo de GG de orden d. Supongamos que H es un

subgrupo de G de orden d. Con lo cual, H = (a*) para algtin entero positivo k. Como H es de

kd

orden d, (a*)¢ = e. En consecuencia, a*® = e. Luego, n | kd, esto es, kd = nq para algin entero

positivo ¢q. Entonces,

at = (a"/ d)q.
Entonces, a* € Hy. Luego, H C Hy y, como tienen mismo orden (finito), asif H = Hy. [ |

Observacién 1.7.11. La proposicién anterior nos permite determinar el nimero exacto de
elementos de orden d de un grupo ciclico G. En efecto, sea G = (a) de orden n. Sea d | n.
Queremos saber exactamente cuantos elementos de G tienen orden d. Por la proposicién anterior
sabemos que existe un tnico subgrupo (a) de G de orden d. Entonces, todo elemento de orden
d genera a (a). Ahora por la Proposicién 1.6.15, a* genera a (a) si y sélo si med(k,d) = 1.
Entonces, hay tantos elementos de orden d, como enteros positivos k& menores que d tal que
med(k,d) = 1. Entonces, el nimero de elementos de orden d es igual a ¢(d) (¢ es la funcién de

Euler, véase pag. 11).

Los siguientes teoremas importantes, que expresan una reciproca parcial del Teorema de

Lagrange, seran probados en capitulos siguientes.

Teorema 1.7.12. Si G es un grupo abeliano finito y d es un divisor del orden de G, entonces

ezxiste un subgrupo H de G de orden d.

Teorema 1.7.13 (Teorema de Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al

orden de G, entonces G tiene un elemento de orden p.

Teorema 1.7.14 (Teorema de Sylow). Si G es un grupo finito de orden p®m, donde p es un

primo y ptm, entonces G tiene un subgrupo de orden p*.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1. Sea G un grupo y sea A un subconjunto finito no vacio de GG cerrado bajo la

operacion de G, esto es, si a,b € A, entonces ab € A. Probar que A es un subgrupo de G.

Ejercicio 1.2. Sea GG un grupo y H un subgrupo de G. Probar que los siguientes son subgrupos
de G.

(a) N(H)={a€G:aHa'= H} (N(H) es llamado el normalizador de H).
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(b) C(H) ={a € G :aha )h, Yh € H} (C(H) es llamado el centralizador de H).

Ejercicio 1.3. Sea n € N. Sean a,b,d’,b' € Z,. Probar que si @ = ¢’ y b = b/, entonces
a+b=d+Vyab=ad.l.

Ejercicio 1.4. Determinar los elementos invertibles de Z;5 y hallar sus inversos. (Véase el
Ejercicio 1.30.)

Ejercicio 1.5. Sea n € Ny considerar el grupo multiplicativo U(Z,). Sea d > 1y d | n. Probar
que el conjunto Uy(Z,) = {a € U(Z,) : a =4 1} es un subgrupo de U(Z,). Para cada divisor
positivo d de 12, hallar todos los subgrupos Ug4(Z2).

Ejercicio 1.6. Probar que el conjunto A,, de todas las permutaciones pares de S,, es de hecho

un subgrupo de S,, y se cumple que o170 € A,,, para todo o € S,, y todo 7 € A,,.

Ejercicio 1.7. Determinar si los siguientes grupos son ciclicos o no: U(Zg), U(Zsg), U(Z1o), y
U(Zm).

Ejercicio 1.8. Sea G un grupo finito y a,b € G tales que ab = ba. Probar que o(ab) divide a

o(a) - o(b).

Ejercicio 1.9. Hallar el grupo alternante A, de grado 4 (Sug. Véase el Ejercicio 2.15 para
saber cudntos elementos debe tener Ay.). Determinar el orden de cada elemento de Ay. (Es Ay

ciclico?

Ejercicio 1.10. Determinar el orden de las siguientes permutaciones.
(a) o1 =(215)(37).

(b) 09 =(31041)(8 72)(12 13)(11 586 9).

(c¢) o3 =(ay az ... ai).

(d) o4 = (a1 a2)(as ayq) ... (ak—1,ax), donde a; # a; para todo i y j.

Ejercicio 1.11. Sea G un grupo y a € G tal que o(a) = 21. Determinar los 6rdenes de los

elementos a?,a?,a’,a’, a'?, a'®.

Ejercicio 1.12.
(b) Determinar todos los elementos de Zry que tengan orden 3, 6, 8, 9, 12, 24.
(c) ;Es posible encontrar un elemento de Zss de orden 57 Justificar.

Ejercicio 1.13. Sea G un grupo y a € G de orden n. Probar que si s = med(n, k), entonces

(a*) = (a®).



Capitulo 1. Grupos 27

Ejercicio 1.14. Sea G un grupo y a € G tal que o(a) = 1000. Listar los elementos de los

siguientes subgrupos: (a®°), (a?%), (a310), (a') y (a).

Ejercicio 1.15. Sea G un grupo y a € G de orden n. Probar que (a') = (a/) si y sélo si

med(n,i) = med(n, j).

Ejercicio 1.16. Determinar todos los generadores de Zp.

Ejercicio 1.17.

(a) Hallar todos los generadores del grupo ciclico Zoy.

(b) Sabiendo que 3 es un generador de U(Zsg), hallar todos los generadores de U(Zs).

Ejercicio 1.18. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Probar que la relacion binaria ~ sobre
G, definida por a ~ b <= ab~! € H, es de equivalencia.

Ejercicio 1.19. Considere el grupo multiplicativo U(Zss) v sea H = (15). Hallar todas las

clase laterales derechas de H. Determinar el indice de H en U(Zs2).

Ejercicio 1.20. Considere el grupo abeliano Z con la suma usual de enteros. Sea H := {4k :
k € Z}. Hallar todas las clases laterales derechas de H en Z. (Sug. Utilice la notacion aditiva,

ya que Z es abeliano.)

Ejercicio 1.21. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden 15. Determinar las clases laterales

derechas de (a°) en G. Listarlas a todas.

Ejercicio 1.22. Sea G un grupo. Sean H y K subgrupos de G. Probar que si existen elementos
a vy b de G tales que aH = bK, entonces H = K.

Ejercicio 1.23. Sea G un grupo, y sean H y K tales que K < H < G.Si |G| =420y |K| = 42.
Determine los posibles érdenes del subgrupo H. Y si K debe ser un subgrupo propio de H, y

H un subgrupo propio de GG, jcudl o cuales son los posibles 6rdenes de H?

Ejercicio 1.24. Sea G un grupo de orden pq, con p y ¢ enteros primos distintos. Probar que
todo subgrupo propio de G es ciclico. Dar un ejemplo de un grupo de orden 6 el cual no sea

ciclico (a pesar que todos sus subgrupos).

Ejercicio 1.25. Sea G un grupo abeliano de orden impar. Probar que:

(a) Para todo a € G, a # —a.

(b) La suma de todos los elementos de G da como resultado el neutro de G.

Ejercicio 1.26. Sea G un grupo de orden p?, con p primo. Probar que G es ciclico o para todo

a € G — {e} se tiene que o(a) = p.

Ejercicio 1.27. Sea p un entero primo. Si G un grupo que tiene exactamente un subgrupo de

orden p, jcudl es el orden de G7.
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Ejercicio 1.28.

(a) Hallar todos los subgrupos de Zjs.

(b) Sea G = (a) un grupo ciclico. Hallar todos sus subgrupos.
(c) Hallar todos los subgrupos de U(Zs).

Ejercicio 1.29. Dar un ejemplo de un grupo con exactamente 10 subgrupos (incluyendo los

triviales). ;Puede generalizarlo para cualquier n?

Ejercicios con GAP

Ejercicio 1.30. Para cada n = 15,26, 50, 100, hallar los inversos de los elementos invertibles
de Z,,.

Ejercicio 1.31. Generar el grupo simétrico G = S3 de orden 3.

(a) Use el comando ai:=Elements(G) [i] con i=1,2,3,4,5,6 para obtener cada uno de los

elementos del grupo G.

(b) Compruebe que en GG no se cumple que para todos a, b, c,d,r € G, si axb = cxd, entonces
ab = cd.

Ejercicio 1.32. (a) Generar los grupos dihedrales Dy, Dg, Dg, D1g y D1s.

(b) Hallar un conjunto de generadores para cada uno de los grupos anteriores.

(c) Listar los elementos de Dy, Dg, Ds, D1g y Dis.

(d) Comprobar que el orden de cada uno de los grupos dihedrales D,, del inciso (a) es 2n.
(e) Compruebe que los grupos Dy, Dg, Dg, D1p y D12 no son abelianos.

Ejercicio 1.33. (a) Generar el grupo simétrico S5 y determinar su orden.

(b) Considerar los siguientes elementos de Ss:
a=(321) b=(15)(23) c=(25)41).
Generar los subgrupos generados

(a) ({a,b) {a,c) (b,c) {a,b,c).

(¢) Determinar el orden de cada uno de los subgrupos del inciso anterior.

(d) {Qué relacién encuentra entre el orden del grupo S5 y los subgrupos del inciso (b)? Haga

una conjetura y compruebe para el grupo simétrico Ss y algunos subgrupos generados.
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Ejercicio 1.34. Generar el grupo Dihedral Dyy. Llamar a y b a los dos generadores de Dyy.
(a) Generar los subgrupos: H; = (a), Hy = (a®,b) y H3 = {(a,b?).

(b) Determinar el orden de los subgrupos Hy, Hy y Hs.

(c¢) Determinar si Hy = Hs, Hy = H3 0 Hy = Hj.

(d) Determinar si Hy y Hy son ciclicos.

(e) Determinar si Hj es ciclico.

Ejercicio 1.35. Utilizar la funcién ulist que se encuentra en el archivo ulist.txt.

(a) Determinar el orden (cantidad de elementos) de U(n) paran = 9,27, 81,243, 5,25, 125, 625.
Haga una conjetura acerca del tamaiio del grupo U(p*) siendo p un primo distinto de 2 y

k un entero positivo. Compare su conjetura con (1) de la Proposicién 1.4.11.

(b) Hallar el orden de U(n) para n = 18,54, 162, 486, 50, 250, 98, 242. Proponer una conjetura
acerca de la relacién entre el orden de U(2p*) y el orden de U(p*), donde p es un primo
distinto de 2.

(c) Sean m y n relativamente primos. Establecer un conjetura acerca del orden de U(m.n) en

términos de los érdenes de U(m) y U(n). Luego véase la Proposicién 1.6.11.
Ejercicio 1.36. Utilizar la funcién ulist para generar el grupo U(n).
(a) Hallar los inversos de los elementos de U(20) (véase la Observacion 1.4.6).
(b) Hallar los 6rdenes de cada uno de los elementos de U(20).
(c) (Es U(20) ciclico? Justificar. En caso afirmativo hallar dos generados distintos.
(d) (Es U(11) ciclico? Justificar. En caso afirmativo hallar dos generados distintos.
Ejercicio 1.37. Generar el grupo simétrico S35 de orden 36.
(a) Determinar el orden de las siguientes permutaciones:

(1) a=

(11) b

2,5,1)(3,7)
5,2,7,3)(1,4,8,11, 10, 6)

(1v) d = (5,2,7,3)(1,4,8,11,10,6)(9, 12, 17, 13, 21, 30, 36, 29)

) (
) b=(
() ¢=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)(13,17,11, 19, 20, 12)
) (5,
) e=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)(13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21)(22, 23, 24, 25, 26, 27).

(V) e=

(b) Formular una conjetura acerca del orden de una permutacién o que puede escribirse como
un producto de permutaciones disjuntas ¢ = 0103 ...0;. Compruebe su conjetura con

algunos ejemplos més. Luego compare con la Proposicién 1.5.6.
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Ejercicio 1.38. Generar el grupo simétrico S35 de orden 36.

(a) Hallar un elemento a de Ssg de orden 24.

(b) Hallar la lista de los divisores (positivos) de 24.

(c) Para cada divisor (positivo) d de 24, determinar el orden del elemento a.

(d) Formular una conjetura acerca del orden de un elemento a¢ siendo d un divisor del orden

de a. Compruebe su conjetura con otros ejemplos.
(e) Ahora hallar los 6rdenes de los elementos a°, a”, a°; a'°, a'', a'®, a't y a'®.

(f) Formular una conjetura acerca del orden del elemento a*, siendo k cualquier entero positivo

menor que 24. Compruebe su conjetura con otros ejemplos.
Ejercicio 1.39. Utilizar la funcién cyclic(n,a).
(a) Generar los subgrupos ciclicos de U(100) generados por a = 3,7,9, 21, 49.

(b) Determinar si el grupo U(n) es ciclico paran = 3,9,27,5,25,125,7,49,343. (Ayuda: Utilice
el comando Size(ulist(n))=Size(cyclic(n,a))) para preguntarle a GAP si U(n) estd

generado por a.) Haga una conjetura, y pruebe para otros valores de n.

(c) Determinar si el grupo U(n) es ciclico para n = 6, 18,54, 10, 50, 250, 14, 98, 686. Haga una

conjetura.
(d) Determinar si el grupo U(n) es ciclico para n = 8,16, 32. Haga una conjetura.

(e) Determinar si el grupo U(n) es ciclico para n = 12,20, 28, 44, 52, 15,21, 33,39, 51,57, 69, 35,
55,65, 85. Haga una conjetura.

(f) Realice un resumen de sus conjeturas anteriores.

Ejercicio 1.40. Utilizar la funcién orderFrequency que se encuentra en el archivo orderkre-

quency.txt.
(a) Determinar la cantidad de elementos de cada orden en los grupos ciclicos de orden 4,7,10,15,30,75,100.

(b) Determinar la cantidad de elementos de cada orden en los grupos Dihedrales D5, Dy, Dss,

D,9. Hacer una conjetura acerca de la cantidad de elementos de orden 2 en D,,.

(c¢) Determinar la cantidad de elementos de cada orden en los grupos Dihedrales D1, Doy, Dsg,

Dso. Hacer una conjetura acerca de la cantidad de elementos de orden 2 en D,,.
(d) Hacer una conjetura acerca de la cantidad de elementos de orden 2 en D,, para cada n.

(e) ;Puede observar alguna relacién entre los 6rdenes de los elementos de un grupo y el orden

del grupo?
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Ejercicio 1.41. Calcular el orden de los grupos GL(2,Z,) y SL(2,7Z,) para p = 3,5,7. ;Puede
establecer una relacion entre los érdenes de GL(2,Z,) y SL(2,Z,) junto con p — 1?7 Basados en
estos ejemplos, ;p siempre divide al orden de SL(2,7Z,)? ;Y qué pasa con p— 1y p+ 17 Tratar
de conjeturar una férmula para el orden de GL(2,Z,) y SL(2,Z,). Compruebe las férmulas
obtenidas para p = 11,13,17, 19.

Ejercicio 1.42. Generar cada uno de los siguientes grupos, y algunos de sus subgrupos. Ob-
tenga el orden de cada grupo y de cada uno de los subgrupos generados. Formule una conjetura

con respecto al orden de un grupo G y el orden de un subgrupo H de G.

(a) Ss. (b) Sy. (¢) Dy. (d) Ds.
Ejercicio 1.43. (a) Generar el grupo alternante A, de orden 4.

(b) Determinar el orden de Ay.

(c¢) Determinar el orden de cada uno de sus elementos.

(d) Generar todos los subgrupos de Aj.

(e) Determinar el orden de cada uno de los subgrupos de Ay.

(f) Utilice los resultados anteriores para probar que la reciproca del Teorema de Lagrange no

es clerta.

Ejercicio 1.44. (a) Generar el grupo G = (a) ciclico de orden 36.

(b) Para cada divisor d de 36, generar el unico subgrupo del grupo ciclico de orden 36 (véase

la Proposicién 1.7.10).
(c) Generar el menor subgrupo de G conteniendo:
(1) a®y a*; (11) a' y a?; (1) a'? y a®; (1v) a' y a? (v) a®y a'?
(d) Determinar el orden de cada uno de los subgrupos del inciso anterior. Luego, para cada
subgrupo, proponer el menor valor ¢ tal que dicho subgrupo es (a').

(e) Dados s y r enteros positivos, conjeturar quien es el menor valor ¢ tal que (a®, a') = (a').

Ejercicio 1.45. (a) Generar el grupo G = (a) ciclico de orden 60.

(b) Hallar el orden de cada uno de los siguientes subgrupos de G:

(1) {a®) N {a’) () (a'?) N (a®) (V) (a%) N (a*?).
(1) (a'%) N (a?) (1v) (a'?) N (a?)
(c) Para cada uno de los subgrupos anteriores, hallar el menor valor ¢ tal que (a®,a") = (a’).

(d) Formular una conjetura acerca de quien es el menor valor ¢ para el cual (a®) N {(a") = (a’).

Compruebe su conjetura con otros ejemplos.






Capitulo 2
Homomorfismos y Grupo Cocientes

En este capitulo introducimos dos conceptos importantes para estudiar las estructuras de
grupos y estos son la de homomorfismos entre grupos y la de grupos cocientes de un
grupo. Un grupo cociente de un grupo es otra manera de obtener un grupo mas “chico” a
partir del grupo original y asi, como con los subgrupos, la estructura de un grupo es reflejada
en la estructura de sus grupos cocientes. Un homomorfismo entre dos grupos es una funcién
que preserva las operaciones de los grupos y los vincula entre si. El estudio de grupos cocientes

es esencialmente equivalente al estudio de los homomorfismos sobreyectivos.

2.1. Homomorfismos

En esta seccion estudiaremos las nociones de homomorfismo e isomorfismo. El concepto de
isomorfismo entre dos grupos establece que ambos grupos son “algebraicamente iguales”, esto
es, tienen exactamente la misma estructura de grupo. La nociéon de homomorfismo es mas débil
que la de isomorfismo pero igualmente importante dentro de la Teoria de Grupo (y dentro de

cualquier teoria sobre estructuras algebraicas) como veremos a lo largo de todo el curso.

Definicién 2.1.1. Sean (Gy,*1) y (Ga, *9) dos grupos. Una funcién ¢: G; — G5 es llamada

un homomorfismo de grupo si
p(ax1b) = p(a) *2 p(b)
para todos a,b € Gj.

Ejemplo 2.1.2.

(1) Consideremos los grupos (R;,.) v (R, +) de los niimeros reales positivos con el producto
usual y el conjunto de todos los niimeros reales con la suma usual, respectivamente. Sea
¢: R — R, la funcién definida por

o(x) = e”.
Entonces, ¢ es un homomorfismo del grupo (R, +) al grupo (R, .). En efecto, sean x,y € R.
Entonces,

p(z+y) =" =ee’ = p(x).0(y).

33



34 2.1. Homomorfismos

(2) Sea n un entero positivo. Se define m,: Z — Z,, como sigue
(1) = 1.
Verifiquemos que es un homomorfismo. Sean i y j dos enteros. Entonces, m,(i+j) =1+ j =

i+ j = m,(i) + m,(j). Por lo tanto, m, es un homomorfismo. Adem4s, 7, es una funcién

sobreyectiva.

(3) Sea GLy(R) el grupo lineal general de grado 2 y sea R* = R — {0} el grupo de los nimeros
reales no nulos con el producto habitual. Definimos ¢: GLy; — R* como sigue p(A) =

det(A). Verifique que ¢ es un homomorfismo. |
Veamos algunas propiedades basicas que cumplen los homomorfismos.
Proposicién 2.1.3. Sean G, y Gy dos grupos y p: G7 — G un homomorfismo.

(1) Sea e; el elemento neutro de Gy y sea ey el elemento neutro de Gy. Entonces, p(e1) = es.
(2) Para cada elemento a € Gy, ¢(a™') = p(a)™!.

(3) Para cada elemento a € Gy y cadan € Z, p(a™) = p(a)".

(4) Si Hy es un subgrupo de G1, entonces o(Hy) es un subgrupo de Gs.

(5) Si Hy es un subgrupo de Go, entonces, o~ (Hs) es un subgrupo de G.

(6) Sia € Gy es tal que o(a) < oo, entonces o(p(a)) < oo y o(p(a))|o(a).

Demostracion. Los puntos (1) — (3) son sencillos de verificar y quedan a cargo del lector. Para
probar (4) sea H; un subgrupo de Gj. Sean a,b € H;. Debemos probar que ¢(a)p(b)™! €
¢(H,). Por el punto (2) y del hecho que ¢ es un homomorfismo, tenemos que p(a)p(b)™! =
o(a)p(d™!) = p(ab™'). Como H; es un subgrupo, ab~! € H;. Entonces, ¢(a)p(b)™' = p(ab™!) €
©(Hy). Por lo tanto, ¢(H;) es un subgrupo de G5. Ahora probamos (5). Sea Hy un subgrupo de
Gy. Sean a,b € ¢~ (H,). Entonces, p(a), ¢(b) € Hy. Dado que Hy es un subgrupo, p(a)e(b)™' €
H,. Como ¢ es un homomorfismo, tenemos que p(a)p(b)™ = p(ab™!). Con lo cual, ab™! €
¢ 1(H,). Entonces, ¢ '(H;) es un subgrupo de G;. Siendo o(a) = n, la propiedad (6) es

consecuencia de que ¢(a)" = p(a™) = p(e1) = ey y de la Proposicién 1.6.7. |

Observacion 2.1.4. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. Entonces, la imagen de G por ¢,

Im(¢) es un subgrupo de Gs.

Proposicion 2.1.5. Sea G un grupo y sea a un elemento arbitrario de G. Entonces, hay un

unico homomorfismo de Z a G que envia el 1 a a.

Demostracion. Primero probemos la existencia. Definimos la funcién ¢: Z — G como ¢(n) =
a”. Es claro que esta funcién cumple que ¢(1) = a. Veamos que es un homomorfismo. Para n

= g"a™ = @(n)e(m). Entonces,

y m dos enteros cualesquiera, tenemos que ¢(n +m) = a”
¢ es un homomorfismo. Ahora probemos que es unica. Supongamos que ¢: Z — G es un
homomorfismo tal que ¥ (1) = a. Sea n € Z. Entonces, ¢(n) = a™ = ¢(1)" = ¢(n.1) = ¥(n).

Por lo tanto, ¢ = 1. [ |
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Proposicién 2.1.6. Sean G, Gy y Gs grupos y sean p: G1 — Gy y ¥: Gy — G3 homomor-

fismos. Entonces, ¥ o p: Gy — G5 es un homomorfismo.
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Definicién 2.1.7. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. El siguiente subconjunto de G

Nu(p) = {a € Gi: ¢(a) = e}
es llamado el nicleo de ¢.

Proposicién 2.1.8. Si p: G; — Go es un homomorfismo, entonces Nu(p) es un subgrupo de

G,. Ademds, para cada g € Gy y cada a € Nu(yp), gag™' € Nu(yp).
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Ejemplo 2.1.9. Consideremos el homomorfismo 7,,: Z — Z, definido por m,(i) = i (véase el

Ejemplo 2.1.2). Calculemos el nicleo de m,. Sea i € Z. Entonces
i € Nu(m,) < m,(i)=0 < i=0 < n|i < i=nk para algin k € Z.
Entonces Nu(m,) = {nk : k € Z} = (n). [

Ejemplo 2.1.10. Sea R* =R — {0} con el producto usual de numeros reales. Sea ¢: R* — R*
definida por ¢(z) = |z|. Usando las propiedades del valor absoluto de niimeros reales, es sencillo
probar que ¥ es un homomorfismo sobreyectivo. Calculemos su nucleo: sea x € R*. Teniendo

en cuenta que 1 € R* es el neutro, tenemos que
reNu®) <= Y)=1 <<= |z|=1 <= xz=102x=-1.
Entonces, Nu(y) = {—1,1}. |

Definicién 2.1.11. Diremos que un homomorfismo ¢: Gy — G5 es un monomorfismo si ¢
es una funcién inyectiva y diremos a ¢ un epimorfismol!de grupo si ¢ es sobreyectiva. Un
homomorfismo que es monomorfismo y epimorfismo es llamado isomorfismo. Si ¢: G; — G»

es un isomorfismo diremos que G es isomorfo a GGy y lo denotaremos por G = Gs.

Se puede probar sin dificultad que la relacién “ser isomorfo a” sobre la clase de todos los
grupos es una relacion de equivalencia. Esto es, para cada grupo G, G = G si G; = Go,
entonces Go = (G1 y; si G1 = Gy vy Gy = (3, entonces G = Gs.

Proposicién 2.1.12. Sea G = {(a) un grupo ciclico.
» Si0o(G) =o(a) =n < oo, entonces G = Zy,.
» Si0o(G) = o(a) = 00, entonces G = 7.

Demostracion. e Supongamos que o(a) = n es finito. Consideramos la aplicaciéon §: G — Z,
definida por 3(a') = i, para todo i € Z.
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B esté bien definida: Como G = (a) es de orden finito, debemos probar primero que 3

estd bien definida. Es decir, debemos probar que si a' = a’, entonces §(a’) = ((a’).
Supongamos que a' = a’. Entonces, a*~7 = e. Como o(a) = n, tenemos que n | i — j. Con
lo cual i = j. Por lo tanto, 8(a’) = B(a’).

B es inyectiva: Supongamos que ((a’) = S(a’). Entonces i = j. Entonces i — j = ngq.
Ahora

a' = a™" = (a")1a! = ea’ =a’.

Por lo tanto, § es inyectiva.

B es sobreyectiva: Sea i € Z,. Entonces 3(a’) = i.

3 es homomorfismo: Sean a‘,a’ € G.

Bla'a’) = B(a™) =i+ j =i+ = B(a’") + B(d’).

e Supongamos que o(a) = 0o. Definimos la funcién a: Z — G de la siguiente manera: para
cada 1 € Z,

afi) = a'.

Entonces, por la Proposicion 1.6.8, podemos probar sin dificultad que « es una funcién biyectiva

y verifica la siguiente identidad
alit +7) = a(i)a(j). (2.1)

Por lo tanto, o es un isomorfismo. [ |

La proposicién anterior nos dice de alguna manera que existen, salvo isomorfismo, solo tipos
de grupos ciclicos: los finitos Z,, y el infinito Z. Esto significa que si queremos probar que una
propiedad algebraica se cumple para un grupo ciclico GG, es suficiente con probarla para Z, o

Z., segun corresponda. El siguiente corolario es directo de la proposicion anterior.
Corolario 2.1.13. Dos grupos ciclicos son isomorfos syss ellos tienen el mismo orden.

Demostracion. Es claro que si dos grupos son isomorfos, entonces tienen el mismo orden. Sean
G1 y Gy dos grupos ciclicos con el mismo orden. Si o(G1) = o(G2) = oo, entonces por lo
visto en el Ejemplo 7?7 tenemos que G; = Z y Gy = Z. Entonces G; = G,. Por otro lado, si
0(G1) = o(G3) = n < 0o, entonces también por Ejemplo 7?7 tenemos que Gy = Z,, y Gy = Z,,.
Por lo tanto G = Gs. [

Proposicién 2.1.14. Sea ¢: Gy — Go un homomorfismo. Entonces, ¢ es un monomorfismo

si y solo st Nu(p) = {e1}.

Demostracion. (=) Supongamos que ¢ es un monomorfismo. Es claro que {e;} C Nu(yp).

Sea © € Nu(p). Entonces ¢(z) = ey. Como ¢ es un homomorfismo, ¢(e;) = e2. Entonces

©(x) = @(e1). Ahora por ser ¢ inyectiva, tenemos que x = e;. Por lo tanto, Nu(y) = {e;}.
(<) Supongamos que Nu(p) = {e; }. Probemos que ¢ es inyectiva. Sean a,b € G y suponga-

mos que p(a) = o(b). Entonces, por propiedades de homomorfismo tenemos que ¢(ab™1) = e,.
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Con lo cual, ab~! € Nu(yp). Entonces ab™! = e;. Lo cual implica que a = b. Por lo tanto, ¢ es

inyectiva. |

Ejemplo 2.1.15. Suponga que queremos determinar todos los homomorfismos posibles ¢ de
Zy a Zq5. Dado que el nicleo de ¢ es un subgrupo de Zz, tenemos por el Teorema de Lagrange
que el orden de Nu(yp) divide al orden de Z7, es decir, divide a 7. Con lo cual el orden de Nu(y)
es 1 o 7. Entonces, tenemos que Nu(y) = {e} o Nu(y) = Z7. Si Nu(p) = {e} entonces ¢ es un
monomorfismo y asi el orden de Im(y) es 7. Como Im(p) es un subgrupo de Zis, nos queda
que 7 divide al 12. Lo cual es una contradicciéon. Entones nos queda que Nu(y) = Z7. Por lo
tanto, el tinico homomorfismo posible ¢ de Z7 a Z5 es el que envia todos los elementos de Z7

al elemento neutro de Zq,. n
Proposicién 2.1.16. Sea ¢: Gy — Gy un isomorfismo. Entonces,

(1) o(a) = o(¢(a)), para todo a € Gy;

(2) Gy es abeliano syss Gy es abeliano;

(3) G es ciclico syss Go es ciclico.

Demostracion. Como ¢: Gy — G5 es un isomorfismo, tenemos que p~': Gy — G es también
un isomorfismo.
Ahora para probar (1), sea a € GG1. Supongamos primero que o(a) < oo. Entonces, usando

la propiedad (6) de la Proposicién 2.1.3 para ¢ y ¢!, tenemos que

o(p(a))lo(a) 'y ofa) =o(p™" (¢(a))lo(¢(a).

Entonces, o(a) = o(p(a)). Supongamos ahora que o(a) = oo. Debemos probar que o(¢(a)) = co.

Supongamos que o(p(a)) = k < co. Entonces

o(a") = p(a)* = e3 = p(er).

¥ = ¢;. Entonces o(a) <

Dado que ¢ es isomorfismo, en particular es inyectiva, tenemos que a
k < 00, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, o(p(a)) = oco.

Es directo probar (2).

Para (3), supongamos que (1 es ciclico y esta generado por el elemento a, esto es, G; = (a).
Veremos que G5 esta generado por el elemento p(a). Sea g € G3. Como ¢ es un isomorfismo,
existe n € Z tal que ¢(a™) = g. Asi, p(a)" = p(a™) = g. Entonces, Gy = (p(a)). Si ahora
suponemos que G5 es ciclico, entonces usamos que ¢~ ': Gy — G; es un isomorfismo para

probar que G, es ciclico. [ |
Ahora consideraremos homomorfismos sobre grupos ciclicos.

Proposicién 2.1.17. Sea G = (a) un grupo ciclico y sea H un grupo arbitrario. Si ¢,¢: G —

H son homomorfismos tales que p(a) = 1(a), entonces p = 1.

La proposicién anterior nos dice que los homomorfismos desde un grupo ciclio G = (a) a un

grupo arbitrario H estan determinados por su valor en el generador a.
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Proposicién 2.1.18. Sea G = (a) un grupo ciclico infinito y sea b un elemento de un grupo

H. Entonces, eziste un unico homomorfismo ¢: G — H tal que ¢(a) = b.

Ahora, si G = (a) es un grupo ciclico de orden finito, ya no es més verdad que para cada
elemento b de un grupo H existe un homomorfismo ¢: G — H tal que ¢(a) = b. Por ejemplo,
sea G = Zs = (1) y sea 1 € H = Z. Supongamos que ¢ : Zs — Z es un homomorfismo tal
que ¢(1) = 1. Luego, 0 = p(0) = ¢(5.1) = 5.¢(1) = 5.1 = 5, lo cual es imposible. De manera
méas general, si G = (a) es de orden finito y ¢: G — H es un homomorfismo, entonces por la
Proposicién 2.1.3 (6) tenemos que (a) es de orden finito y divide al orden de a.

Ahora, veremos una condicién necesaria y suficiente para que tales homomorfismos existan.

Proposicién 2.1.19. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden finito n y sea b un elemento
de orden finito de un grupo H. Entonces, existe un unico homomorfismo p: G — H tal que

o(a) =b si y solo si o(b) divide al orden de G.

Demostracion. Supongamos primero que existe un homomorfismo ¢: G — H tal que p(a) = b
(el cual sabemos que es tnico por la Proposicién 2.1.17). Por la Proposicién 2.1.3, tenemos
que o(p(a)) | o(a) = n. Reciprocamente, supongamos que o(b) divide al orden de G, esto es,
o(b) | n. Como G = {(a) = {e,a,a?, ..., a" 1}, definimos ¢: G — H como p(a') = b para cada
i =20,1,...,n — 1. Es claro que ¢ esta bien definida. Veamos que es un homomorfismo. Sean
i, €{0,1,...,n—1}. Si i+ j < n, entonces ¢(a’™?) = "™y con lo cual p(a'a’) = ¢(a'?) =
b = b = p(a’)p(a?). Ahora, sii+j > n, entonces i +j —n < ny a'a’ = a"~". Entonces,
p(a'a?) = p(a™™™") = o = pHip=". Como o(b) | n, tenemos que b™" = (b*) ' = e ! =e.
Luego, p(a‘a’) = b7 = bt = p(a')p(a’). Asi, p es un homomorfismo y, por la Proposicién
2.1.17, es tunico. [ |

Por lo tanto, con la proposicion anterior, hemos reducido la determinacién de la existencia
de homomorfismos ¢: (a) — H a la determinacién de la existencia de elementos en H cuyo
orden es un divisor de n = o(a). En particular, si H es un grupo finito de orden m, como todo
elemento de H tiene orden que divide a m, se trata de determinar los elementos de H cuyos
érdenes son divisores de d = mecd(n, m). Como consecuencia, podemos ver que si n y m son
relativamente primos, esto es, d = med(n, m) = 1, existe un inico homomorfismo ¢: (a) — H

y es el que p(z) = ey para todo = € (a) (pues, el tnico elemento de H de orden 1 es ep).

Ejemplo 2.1.20. Determinemos todos los homomorfismos posibles de Zsy en Zs. Ya que
med(30,42) = 6, buscamos los elementos de Zyo que tienen orden un divisor de 6, esto es,
elementos de Zyo que tienen ordenes 1, 2, 3 0 6 (podemos usar el procedimiento del Ejemplo

1.6.14 para hallar los elementos de un orden dado):
Orden 1: El tnico elemento de Zs, de orden 1 es el 0 y el homomorfismo ¢ es el trivial.
Orden 2: El elemento de Zs de orden 2 es: 21. Entonces, el homomorfismo es definido por:

s 01 (i1) =21 con i € {0,1,2,...,29}.
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Orden 3: Los elementos de Z4s de orden 3 son: 14 y 28. Entonces, los homomorfismos posibles

son definidos por:

u ()014(1T) = ’Lﬁ con ¢ € {0, ]., 2, ce ,29}
» ops(i.l) =i.28 coni € {0,1,2,...,29}.

Orden 6: Los elementos de Zjs de orden 6 son: 7 y 35. Entonces, los homomorfismos posibles

son definidos por:

» 7(i.1) =47 coni € {0,1,2,...,29}.
» 35(i.1) =i.35 con i € {0,1,2,...,29}. |

Observacién 2.1.21. Sean G = (a) y H = (b) grupos ciclicos finitos de érdenes n y m,
respectivamente. Sea d = mcd(n, m). Sea Hy el tnico subgrupo de H de orden d. Ahora bien,
cada elemento de H,; tiene un orden que divide a d, y asi para cada elemento de H; hay un
homomorfismo de G en H.Y estos son todos, pues si b’ € H es tal que o(d') divide a n, y como
o(b) divide a m (pues, m = |H|), entonces o(¥') divide a d. Con lo cual v/ € H;'.

Finalizamos esta seccion probando el Teorema de Cayley, el cual afirma que todo grupo es
isomorfo a un grupo permutacién.

Sea G un grupo y a un elemento de G. Se define la funcién L,: G — G como sigue L,(z) =
ax. Veamos que L, es una biyeccién. Supongamos que L,(x) = L,(y). Asi, por definicién de
Ly, ar = ay. En consecuencia, xr = y. Entonces, L, es inyectiva. Sea y € (. Considere el
elemento r = a~'y. Asi, L,(x) = ax = aa~'y = y. Entonces, L, es sobreyectiva. Por lo tanto,

L, € Sym(G).
Teorema 2.1.22 (Teorema de Cayley). Cada grupo G es isomorfo a un subgrupo de Sym(G).

Demostracion. Definimos la funcién ¢: G — Sym(G) como ¢(a) = L,. Observemos que para

todo x € G, tenemos que
(Lo o Ly)(x) = Lo(Ly(x)) = Lo(bz) = abx = Lgp(x).

Entonces, ¢(ab) = Ly, = L, 0o Ly = ¢(a) o p(b). Lo que prueba que ¢ es un homomorfismo.
Ahora probamos que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(a) = ¢(b). Asi, L, = L. Con lo cual,
a = ae = Ly(e) = Ly(e) = be = b. Entonces, ¢ es un monomorfismo. Por lo tanto, G es isomorfo

al subgrupo Im(p) de Sym(G). [

Ejemplo 2.1.23. Consideremos el grupo Zs = {0, 1,2} de enteros médulo 3. Entonces,

012 012 012
Le=(- - 2] ILy=|[- _ Ly=|- - =
012 2 0 1

1Sea G = (a) con o(a) = n. Sea d | n'y Hy el tinico subgrupo de G de orden d. Si b € G es tal que o(b) | d,

—l
\V)
ol

entonces b € Hy. En efecto, por un lado tenemos que (b) es un subgrupo de G de orden o(b). Por otro lado,
como o(b) | d, existe un tnico subgrupo K de H, de orden o(b). Pero K es también subgrupo de G. Entonces,
por unicidad (b) = K C Hy.
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Si identificamos 0,1,2 con 1, 2, y 3 respectivamente, entonces obtenemos que
01 2 1 2 3 1 2 3
01 2 1 2 3 2 3 1

Por lo tanto, tenemos que Zj es isomorfo al grupo permutaciéon G = {(1),(123),(132)}. W

Ejemplo 2.1.24. Sea G4 = {e,a,a? a®: a* = e} el grupo ciclico de orden 4. Entonces,

e a a® a®
La = 2 3
a a® a® e

Si denotamos e, a,a?,a® por 1,2,3,4 respectivamente, L, es identificable con la permutacién
o = (123 4). Entonces,

e—id = (1)

a—~L,=(1234)=0

1 2 3 4
a® s Ly = =(13)(24)=0"
341 2

a® s Ly = (1432) =0

Por lo tanto, G4 es isomorfo al subgrupo H = {e, 0,02, 03} de S,. [ |

2.2. Grupos Cocientes

En este seccion estudiaremos la nocién de grupo cociente. Esta es otra manera de obtener un
grupo a partir de un grupo original G. Como en el caso de subgrupos, los grupos cocientes nos
permiten obtener un mayor entendimiento de la estructura de un grupo GG. También veremos que
el estudio de los grupos cocientes es esencialmente equivalente al estudio de los homomorfismos
sobreyectivos (epimorfismos) de G. Comenzamos considerando una clase especial de subgrupos
de un grupo G.

Definicién 2.2.1. Un subgrupo H de un grupo G es llamado normal si ghg~! € H para todo
g € Gytodo h e H. Cuando H sea un subgrupo normal de GG lo denotaremos por H <1 G.

Ejemplo 2.2.2. Sea G un grupo.
1. Ambos G y el subgrupo trivial {e} son normales en G.

2. Sea ¢: G — G un homomorfismo. Entonces, por la Proposicién 2.1.8, el nicleo de ¢,

Nu(¢), es un subgrupo normal de G. |

Proposicion 2.2.3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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(1) H<G;
(2) aHa™' C H para todo a € G
(3) aHa™' = H para todo a € G;
(4) aH = Ha para todo a € G.
Proposicion 2.2.4. Sea G un grupo abeliano. Entonces, todo subgrupo de G es normal.
El producto de dos subgrupos H y K de un grupo GG dado por
HK ={hk: he Hy ke K}
no es en general un subgrupo de G. Consideremos el ejemplo abajo.

Ejemplo 2.2.5. Tomemos el grupo simétrico de orden 3, S3. Sean H = {(1), (1 2)} y K =
{(1), (1 3)}. Compruebe que son subgrupos de S3. Ahora el producto de H por K es

HK ={(), (12), (13), (132)}.

Si HK fuera un subgrupo de Sz se deberfa cumplir que (1 3)(1 2) € HK. Verificar que esto no
se cumple. Por lo tanto HK no es un subgrupo de Ss. |

Proposiciéon 2.2.6. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G. Entonces, HK es un
subgrupo de G si y solo si HK = KH.

Demostracién. =) Supongamos que HK es un subgrupo de G. Sea hk € HK . Luego, (hk)™! €
HEK. Asi, (hk)™" = hyk;. Es claro que hk = (hik1)™" = k;'h;! € KH. Por lo tanto, hemos
mostrado que HK C KH. Un argumento similar prueba que KH C HK. Entonces, HK =
KH.

<) Asumamos que HK = K H. Sean hk, hik; € HK. Queremos probar que (hk)(hik1)™ €
HEK. Observemos que (hk)(hiky)™" = hkk'hit = h(kk7Y)hi! = hhoky para algunos hy € H y
ko € K. Entonces, (hk)(hik1)™' € HK. Por lo tanto, HK es un subgrupo de G. [ |

Proposicion 2.2.7. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. Si K es un subgrupo normal
de G, entonces KH es un subgrupo de G.

Demostracion. Es claro que e € KH. Sean kh, ki h; € KH. Entonces,
(kh)(krhy) = [k(Rkih™ 1] (hh,) € KH
porque hkih™ € K por ser K un subgrupo normal. También, tenemos que
(k) ' =nh"'kt = (k'R € KH

pues, h 'k~'h € K. [ |
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Como hemos visto en la Proposicion 2.1.8, todo homomorfismo da lugar a un subgrupo
normal, a saber el nicleo del homomorfismo. El ejemplo siguiente muestra un caso donde un
subgrupo normal es el nicleo de un homomorfismo. En la seccién siguiente veremos que esta

relacién se cumple, de hecho, en general.

Ejemplo 2.2.8. FEl grupo lineal especial SL,(R) de grado 2 de todas las matrices cuadradas
de orden 2 tal que el determinante es igual 1 es un subgrupo normal del grupo G Ls(R) de todas
las matrices cuadradas de orden 2 invertibles ya que el determinante det: GLs(R) — R* es un

homomorfismo y su niicleo es SLy(R). [
Definicién 2.2.9. Un grupo G es llamado simple si G no tiene subgrupos normales no triviales.
Ejemplo 2.2.10. Todo grupo G de orden primo p es simple. |

Sea GG un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Recordemos la definicion de la relacion
~ dada en §1.7: sean a,b € G,

a~pb syss ab™' € H.

Como hemos dicho alli, la relacién ~py es de equivalencia. Para cada elemento a € G denota-
remos a su clase de equivalencia por [a]y o por a/~g. Y cuando no haya peligro de confusién,
simplemente denotaremos la clase de equivalencia del elemento a por la relacién ~y por [a] o
a/r~.

Como ya hemos visto, la clase de equivalencia de un elemento a de G es la clase lateral
derecha, esto es, [a| = Ha. Dado que H es un subgrupo normal de G tenemos, por la Proposicién
2.2.3, que [a] = Ha = aH para todo a € G. Denotaremos al conjunto cociente por G/H.

Ahora veremos que la relacién de equivalencia ~p sobre un grupo GG dada por un subgrupo

normal H de G se comporta bien con las operaciones del grupo G.
Proposicion 2.2.11. Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Sean a,b,c,d € G.

(1) Sia~byc~d, entonces ac ~ bd.

(2) Sia~b, entonces a=t ~ b1,
Demostracién. (1) Supongamos que a ~ by ¢ ~ d. Por definicién ab~!,ecd™' € H. Ahora,
ac(bd)™" = acd 'b'. Denotemos h := c¢d™' € H. Asi, ac(bd)™" = ahb™* = a(b~'0)hb™! =
(ab~1)(bhb~'). Como H es un subgrupo normal, bhb~! € H. Entonces, nos queda que ac(bd)™! €
H. Por lo tanto, ac ~ bd.

(2) Supongamos que a ~ b. Entonces, ab~' € H. Esto es, ab™! = h para algin h € H.

Esto es, a = hb. Como H es un subgrupo normal de G, a = hb = bh/ para algin h' € H.

Asi, ™! = W~1b!. Luego, a='b = W'~' € H. Con lo cual, a '(b™')™! = a~'b € H. Entonces,
at ~ bl [ |

Ahora estamos en condiciones de definir una operacion binaria sobre el conjunto cociente

G/H de la siguiente manera. Sean a,b € G,

[a][b] := [ab] o en términos de clases laterales (Ha)(Hb) := H(ab).
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Tenemos que probar que esta operacién estd bien definida sobre G/H. En otras palabras,
debemos chequear que esta operacién sobre G/H no depende de los representantes tomados en
las clases [a] y [b]. Supongamos que se cumple que [a] = [d] y [b] = [V']. Entonces, a ~ a' y

b ~ b'. Por la proposicién anterior, tenemos que ab ~ a't/. Asi, [a][b] = [ab] = [d'V] = [][V].

Teorema 2.2.12. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces, G/H forma un grupo

con respecto a la operacion [a[b] = [ab].

Demostracion. Como vimos en el parrafo anterior la operacién [a][b] = [ab] estd bien definida.

Veamos que es asociativa. Sean a, b, c € GG. Entonces,

[al([b][e]) = [al[be] = [a(be)] = [(ab)] = [abl[c] = ([a][b])]c]-

El elemento neutro en G/H es [e]. En efecto, [a]le] = [ae] = [a]. Andlogamente, [e][a] = [al.
Dado a € G, el inverso de [a] es [a™!]. Pues, [a][a™!] = [aa!] = [e] y también (con el mismo
argumento) [a!][a] = [e]. Luego, [a]~! = [a~!]. El teorema queda demostrado. [ ]

El grupo G/H recién obtenido es llamado el grupo cociente de G por H o, a veces
también es llamado el grupo factor de GG por H. Es usual denotar la operacion del grupo
cociente G/ H por el mismo simbolo que es usado para la operacién del grupo original G. Por
ejemplo, en el caso de un grupo aditivo (G, +), uno deberia escribir la operacién del grupo
cociente como [a] + [b] = [a + b].

Note que la condicién de que el subgrupo H de G sea normal para definir el grupo cociente
G/H es fundamental.

Observacion 2.2.13. Sea G un grupo finito y sea H <G. Por el Teorema de Lagrange (Teorema
1.7.4) tenemos que @
G G
’E':[G:H]:E.

Ejemplo 2.2.14. Consideremos el grupo aditivo de los enteros Z. Como Z es abeliano, todos los
subgrupos de Z son normales. También, ya sabemos que los subgrupos de Z son los subgrupos
ciclicos (n) donde n es un entero positivo. Sea n > 1. Entonces, las clases laterales (o clases de

equivalencia) del grupo cociente Z/(n) son de la forma
a| =a+ (n) ={a+kn: keZ}.

Asi, podemos ver que las clases laterales del subgrupo (n) son las clases de equivalencia de la
relacion congruencia médulo n en Z. Esto es Z,, = Z/(n). El punto que queremos senalar aqui

es que el grupo de enteros médulo n es un disfraz perfecto para el grupo cociente de Z por (n):
(L, +n) = (Z)(n),+). W

Ejemplo 2.2.15. Sean G = (3) = {3k : k € Z} y H = (12) = {12k : k € 7Z} subgrupos
de Z. En particular, son dos grupos. También es director ver que H es subgrupo de G. Ahora

probaremos que el grupo cociente G/H = (3)/(12) es isomorfico a Z4. Sabemos que

(3)/(12) = {x + (12) : x € (3)}.
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Sea xz € (3). Entonces 3 | x. Dividimos x por 12: x = 12¢ + r con 0 < r < 12. Como
r=12¢ —x y 3| z, tenemos que 3 | r. Entonces r # 1,2,4,5,7,8,10, 11. Por lo tanto, tenemos
que = + (12) = r + (12) siendo r tal que x = 12¢ + r con r = 0, 3,6, 9. Por lo tanto,

(3)/(12) = {0+ (12),3 + (12),6 + (12),9+ (12) }.

Observamos que el grupo cociente (3)/(12) tiene orden 4. Se puede probar, por comprobacién
directa, que 3 + (12) tiene orden 4. Por lo tanto, el grupo cociente (3)/(12) estd generado por
elemento 3 + (12). Esto es, estamos diciendo que (3)/(12) es un grupo ciclico de orden 4. Por
lo tanto, por el Teorema 2.1.13, tenemos que (3)/(12) = Zy. [

Teorema 2.2.16. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces, la aplicacion 7: G —

G/H definida por m(a) = [a] para cada a € G es un epimorfismo. Ademds, Nu(m) = H.

Demostracion. Veamos que 7 es un homomorfismo. Sean a,b € G. Entonces, 7(ab) = [ab] =
[a][b] = m(a)7(b). Es claro que 7 es una aplicacién sobreyectiva. Por lo tanto, 7 es un epimorfismo

del grupo G sobre el grupo cociente G/H. Sea a € G. Entonces,
a€Nu(r) < n(a)=[e] & aec '€ H < acH.

Por lo tanto, Nu(r) = H. [

2.3. Teoremas de Homomorfismos

En esta seccion veremos varios resultados los cuales expresan la relacién existente entre
homomorfismos de grupos y grupos cocientes. Entre ellos, el Primer Teorema de Isomorfismo
afirma que la imagen homomorfica de un grupo es isomorfico al grupo cociente del grupo por
el correspondiente ntcleo. También analizaremos diferentes ejemplos y aplicaciones de estos

resultados.

Teorema 2.3.1. Sea f: G — G’ un homomorfismo. Sea H un subgrupo normal de G tal que
H C Nu(f). Entonces, existe un unico homomorfismo ¢: G/H — G’ tal que f = ¢ o donde

7 es el epimorfismo candnico. Ademds, si H = Nu(f), entonces ¢ es un monomorfismo.

G———a

Demostracion. Vamos a definir ¢: G/H — G’, como es natural, por ¢(

—

al) = f(a) para cada
l[a] € G/H. Veamos que ¢ estd bien definida. Supongamos que [a] = [b]. Asi, ab™! € H vy,
por hipétesis, ab™t € Nu(f). Esto es, f(ab™') = €. Con lo cual, f(a)f(b)~" = ¢ y, entonces

—
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f(a) = f(b). Entonces, ¢([a]) = f(a) = f(b) = ¢([b]). Con lo que ¢ estd bien definida. Ahora

veamos que es un homomorfismo. Sean [al, [b] € G/H. Entonces,

p([allb]) = ¢([ad]) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢([a])¢([b]).

Sea a € G. Por definicién de ¢, tenemos que f(a) = ¢([a]) = ¢(7(a)) = (pom)(a). Entonces, se
cumple que f = poxw. Ahora probamos que ¢ es el inico homomorfismo con esas propiedades.
Supongamos que ¥: G/H — G’ es un homomorfismo tal que f = 1 o w. Entonces, para
cada [a] € G/H, ¢([a]) = f(a) = (¢ o 7)(a) = ¥([a]). Por lo tanto, ¢ = . Finalmente,
supongamos que H = Nu(f). Sea [a] € Nu(p). Asi, ¢([a]) = €. Con lo cual, f(a) = €.
Entonces, a € Nu(f) = H. Esto es, [a] = [¢]. Hemos probado que Nu(y) = {[e]}. Por lo tanto,

@ es inyectivo. [

Teorema 2.3.2 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — G' un epimorfismo de G sobre
G'. Entonces,

G/Nu(f) =G

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que existe el monomorfismo ¢: G/Nu(f) — G
tal que f = ¢ o m. Solo nos resta probar que ¢ es sobreyectivo. Sea ¢ € G'. Como f es
sobreyectivo, existe a € G tal que f(a) = ¢’. Entonces, (pom)(a) = ¢'. Con lo cual, p([a]) = ¢'.
Luego, ¢ es sobreyectivo. Por lo tanto, ¢: G/Nu(f) — G’ es un isomorfismo. [ |

Si G' = f(G) para algiin homomorfismo f, decimos que G’ es imagen homomérfica de
G. El Primer Teorema de Isomorfismo nos dice que los subgrupos normales estan en correspon-

dencia con las imagenes homomorficas de G (ver la Figura 2.1).

H subgrupo normal de G = 7: G — G/H es un epimorfismo y
Nu(m) = H

f: G — G es epimorfismo = Nu(f) es un subgrupo normal y
G' = G/Nu(f)

Figura 2.1: Correspondencia entre subgrupos normales y epimorfismos.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos Z como un subgrupo aditivo de los ntimeros reales R. Es de

hecho un subgrupo normal ya que R es abeliano. Entonces,
R/Z={r+7Z: r € R}.
Note que ry +Z = ry + Z syss r, — ro € Z. Entonces, se puede mostrar que

R/Z={r+7Z: 0<r<1,reR}
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Consideremos el circulo unidad S*' = {e*™* : 0 <z < 1} = {cosf +isinf: 0 <6 < 27} con

el producto usual de complejos, esto es,

627rzxe27rzy _ e27rz(3:+y)

donde 0 < z,y < 1. Definimos la funcién f: R — S como f(x) = ¢*™*. Entonces, f es un

epimorfismo y Nu(f) = Z. Por lo tanto, por el Primer Teorema de Isomorfismo,
R/Z=S' W
Ejemplo 2.3.4. Sea Q[X] el grupo aditivo de los polinomios con coeficiente racionales y sea
H = {p(X) € Q[X]: p(0) =0}.

Entonces, H es el nicleo del epimorfismo f: Q[X] — Q definido por

Por lo tanto, tenemos que Q[X]/H = Q. [ |

Teorema 2.3.5 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea H un subgrupo de un grupo G y sea

K un subgrupo normal de G. Entonces,
HK ={hk: he Hyke K}

es un subgrupo de G, H N K es un subgrupo normal de H y

H _ HK
HNE K

Demostracion. Como K es un subgrupo normal de GG, ya sabemos que H K es un subgrupo de
G. Es facil mostrar que H N K es un subgrupo normal de H. También es claro que K es un
subgrupo normal de H K. Asi, podemos definir ¢: H — (HK)/K como ¢(h) = [h]x. La funcién
¢ es un homomorfismo dado que es la composiciéon del homomorfismo inclusion :: H - HK y
el homomorfismo canénico HK — (HK)/K. Ademés, verifica que

heNu(y) <= [h|lxk =e]Jx <= he HNK.

Con lo cual, Nu(p) = HN K. Ahora queremos ver que ¢ es sobreyectiva. Sea [hk|x € (HK)/K.
Entonces, p(h) = [h]x = [hk]x (pues, h(hk)™" = hk~*h™' € K dado que K es un subgrupo
normal de ). Ahora, aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo obtenemos el resultado
buscado. |

Introducimos a continuacién algunas notaciones que nos permitiran entender un poco méas
facilmente el teorema de correspondencia. Sea G un grupo y sea N un subgrupo de G. Deno-

tamos los siguientes conjuntos:

» Sub(G) = {H : H es un subgrupo de G};
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= Sub™(G) = {H : H es un subgrupo de Gy N C H};
» Subp,-(G) = {H : H es un subgrupo normal de G};

= Sub¥,,(G) = {H : H es un subgrupo normal de Gy N C H}.

Teorema 2.3.6 (Teorema de Correspondencia). Sea N un subgrupo normal del grupo G. En-
tonces hay una correspondencia biyectiva entre los conjuntos Sub”™ (G) y Sub(G/N). También,

los conjuntos Sub., (G) y Subn,.(G/N) estin en correspondencia biyectiva.

Demostracion. Definimos la funcion
©: Sub™(G) — Sub(G/N)

por
p(H) =mn(H)=H/N.

Sea H € Sub™(G). Dado que N es también un subgrupo normal de H, H/N tiene sentido.

Como H es un subgrupo de G, tenemos que ¢(H) = H/N es un subgrupo de G/N. Asi, ¢ esta

bien definida.

Sea S un subgrupo de G/N. Sea H := 7' (S) ={g € G: nn(g) €S} ={g€G: [g] € S}
donde my: G — G/N es el epimorfismo canénico. Por la Proposicién 2.1.3 tenemos que H es
un subgrupo de G. Claramente, N C H. Dado que 7y es una funcién sobreyectiva, o(H) =
mn(H) = 7y (73t (S)) = S. Luego, hemos probado que ¢ es sobreyectiva.

Supongamos que Hy, H; € Sub™ (G) son tales que ¢(H,) = ¢(H,). Esto es, H;/N = Hy/N.
Sea h € Hy. Asi, [h]| € H{/N vy, con lo cual, [h] € Hy/N. Luego, h € Hy. Entonces, H; C Hs.
De la misma manera podemos mostrar que Hy C H;. Entonces, H; = H, y por lo tanto, ¢ es
inyectiva.

Sea H € SubX,,.(G). Veamos que H/N es un subgrupo normal de G/N. Sean [h] € H/N y
lg] € G/N. Ahora, [g][h][g]" = [ghg™ ']y, como H esnormal, ghg~! € H. Entonces, [g][h][g] ' €
H/N. Finalmente, probemos que si S es un subgrupo normal de G'/N, entonces H = 75" (.5)
es un subgrupo normal de G. Sean h € H y g € G. Asi, [h] € S. Como S es normal, tenemos
que [ghg™'] = [g][h][g] * € S. Esto es, ghg™" € H. |

Teorema 2.3.7 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — G’ un epimorfismo del grupo G
sobre el grupo G'. Suponga que H' es un subgrupo normal de G' y sea H := f~'(H'). Entonces,

H es un subgrupo normal de G y

G G

H H"
Demostracion. Definimos ¢: G — G'/H' como ¢(g) = [f(g)]m. Observemos que ¢ es un
epimorfismo por ser composicién del epimorfismo f: G — G’ y del epimorfismo canénico G’ —
G'/H'. Es directo chequear que H := f~'(H’) es un subgrupo normal de G. Ahora queremos

probar que el ntcleo de ¢ es H. Esto es asi ya que
heNu(p) <= ¢(h) = [f(h)|a = [e]lu
<~ f(h)e H'
< he fH)=H.
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Por el Primer Teorema de Isomorfismo, tenemos que G/H = G'/H'. |

Ejemplo 2.3.8. Sea C el grupo aditivo de todos los niimeros complejos y sea C* el grupo
multiplicativo de todos los nimeros complejos no nulos. La funcién exponencial exp: C — C*
es un epimorfismo. Sea S' = {z € C: |z| = 1}. Se puede comprobar sin dificultad que S! es
un subgrupo de C* y que exp~!(S?) = Im(C) = {ib: b € R}. Entonces, por el Tercer Teorema

de Isomorfismo, tenemos que
C/Im(C) = C*/S* =2 2(R*, ).

Por el Primer Teorema de Isomorfismo podemos probar que C/Im(C) = (R, +)3. Por lo tanto,

concluimos que la funcién exponencial induce un isomorfismo entre (R, +) y (RT,.). |

Corolario 2.3.9. Sea G un grupo y H < G. Si K < G/H, entonces
C;’/_H =~ g
K K
donde K = m3;! (I?)
Demostracion. Sea H<1 Gy K < G/H. Sea my: G — G/H el epimorfismo canénico. Enton-

ces K = g (l? ) es un subgrupo normal de G. Entonces, aplicando el Tercer Teorema de

[somorfismo obtenemos que
G G /H

]
K K

Este corolario (que es una consecuencia del Tercer Teorema de Isomorfismo) junto con el
Teorema de Correspondencia nos esta diciendo que no obtendremos informacién nueva al tomar

cocientes de un grupo cociente.

2.4. Teorema de Cauchy

En esta seccién veremos un ejemplo de la utilidad de la nocién de grupo cociente. Esto se
hara evidente en la demostraciéon del Teorema de Cauchy.

El centro de un grupo G es definido a ser el subgrupo normal
Z(G) :={a € G: axr = xa para todo = € G}.
Si a € G, consideramos también el subgrupo (no necesariamente normal)
Z(a):={r € G: ar =za}

llamado el centralizador de a en G.

2Considere la funcién ¢: C* — (R*,.) definida por ¢(z) = |z|. Es claro que ¢ es un epimorfismo. Ademas,
2z € Nu(p) <= |z| =1 <= 2z € S'. Entonces, por el Primer Teorema de Isomorfismo, C*/S! = (R* ).
3Es directo ya que, ¢: C — (R, +) dada por ¢(x + iy) = z is un epimorfismo y Nu(p) = Im(C).
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Sea GG un grupo finito. Si a,b € G, definimos la relacién binaria

a~b < existe z € G tal que b = zax™"

Es inmediato verificar que la relacién ~ es de equivalencia y que para cada a € G, [a] =

{zaz™' : x € G}. Queremos determinar el cardinal de [a]. Para esto definimos una funcién

f:la] = {xZ(a) : x € G} como sigue: para cada x € G, f(zazr™') = xZ(a). Primero veamos

1

que f estd bien definida: supongamos que zaz~' = yay~'. Entonces

var ' =yay ' = ylwa=ay ' = y v € Z(a) =
= 2Z(a) =yZ(a) = f(zaz™) = f(yay™).

Recuerde que {zZ(a) : = € G} es el conjunto de todas clases laterales de Z(a). Vamos a
mostrar que la funcién f es inyectiva. Sean z,y € G y supongamos que f(zaz™') = f(yay™?).
Entonces, tenemos que

vZ(a) =yZ(a) = y v € Z(a) = y 'va=ay v = zar ' =yay '

En consecuencia, f es inyectiva. Ademads es trivial observar que f es sobreyectiva, por lo tanto
podemos concluir que f es biyectiva. Por lo tanto, #([a]) = #({zZ(a) : x € G}) =[G : Z(a)].

1 1

Ademés, si a € Z(G), entonces [a] = {a}, pues zaz™" = axx™" = a. Luego en la descomposicién

de G en clases de equivalencia bajo la relacion ~,
G =)W - Wlay,

tendremos que algunas de estas clases serdn las correspondientes a elementos a € Z(G). Con

lo cual, tenemos que

G=ZG)W[a]|W- - W [ay]

y por lo tanto
G| = Z(G)|+ [G: Z(a))] + -+ [G : Z(as)]. (2.2)

Teorema 2.4.1 (Teorema de Cauchy). Sea G un grupo finito y p un divisor primo de |G]|.

Entonces, G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Supongamos primero G es abeliano. Sea a € G. Si o(a) = pm sabemos que
o(a™) = p. Supongamos que p 1 o(a). Sea H = (a), que es un subgrupo normal de G (pues
estamos asumiendo que G es abeliano), con lo cual |G/H| < |G|. Por induccién completa
sobre el orden de grupo*, podemos suponer que G/ H contiene un elemento b; de orden p°. Sea
m:G— G/H ybe G tal que m(b) = by. Si b* = e, entonces b = w(b*) = e y por lo tanto p | ¢.
Luego, b*/P tiene orden p.

Pasemos ahora al caso general. Si p | |Z(G)|, como Z(G) es abeliano, por lo anterior Z(G)
contiene un elemento de orden p y por lo tanto G contiene un elemento de orden p. Supongamos
que p1|Z(G)|. Como p | |G|, de la ecuacién (2.2) tenemos que p t [G : Z(a;)] para algtin i. Como
|G| = |Z(a;)||G : Z(a;)] y p es primo, necesariamente p | #(Z(a;)). Como #(Z(a;)) < |G|, por
induccién podemos suponer que Z(a;) (y por lo tanto G) contiene un elemento de orden p. W

4Para todo n € N, si G’ es un grupo de orden n y p | n, entonces G’ contiene un elemento de orden p.

®Observemos que |G/H| = G| |G|

— =-—.Como p | |G|y ptola), p||G/H]|, por ser p primo.
A~ @ |Gy ptola), p||G/H]|
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Sean (G, +) y (Go, +) dos grupos abelianos. Sea ¢: G; — G un homomorfis-

mo. Expresar las propiedades (2) y (3) de la Proposicién 2.1.3 con la notacién aditiva.

Ejercicio 2.2. Sean GG1, Gy y G3 grupos y sean ¢: G5 — G2 y ¥: Gy — G5 homomorfismos.

Probar que ¢ o ¢: G; — G3 es un homomorfismo.

Ejercicio 2.3. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. Probar que Nu(¢p) es un subgrupo de G.
Ademds, probar que para cada g € Gy y cada a € Nu(p), gag~— € Nu(yp).

Ejercicio 2.4. Sea D,, el n-ésimo grupo Dihedral. Para cada a € D,, se define

1 sl a es una rotacién
p(a) = _ o
—1 si a es una simetria

Probar que ¢ es un homomorfismo de D,, al grupo multiplicativo {—1, 1}. Determinar el nicleo

de ¢.

Ejercicio 2.5. Para cada uno de las siguientes funciones, probar que es un homomorfismo,

determinar su nicleo, su imagen, y determinar si es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo.
(a) fi: R = Ry, donde (R, +) y (R,,.).
(b) fa: GLy(R) — R*, donde R* = R — {0} con el producto usual de niimeros reales.

(c) Sea R[X] el grupo formado por todos los polinomios con coeficientes reales con la suma
usual de polinomios. Sea f3: R[X] — R[X] definida por f3(p(X)) = p'(X), donde p/(X) es
el polinomio derivado de p(X).

(d) Sea C* = C — {0} con el producto usual de nimeros complejos. Sea fy: C* — C* definida
por fi(z) = 2"

(€) f5: Zyo — Zyo definida por f5(a) = 3a.
(f) fo: U(Z1s) — U(Zy6) definida por fs(a) = a>.

Ejercicio 2.6. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo del grupo G; al grupo Gs. Sea H un
subgrupo de GG;. Probar que:

(a) Si H es ciclico, entonces ¢(H) es un subgrupo ciclico de Gy.
(b) Si H es abeliano, entonces ¢(H) es abeliano.

Ejercicio 2.7.

(a) Probar que U(Zg) no es isomorfico a U(Zyy).

(b) Probar que U(Zsg) es isomorfico a U(Z1s).
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Ejercicio 2.8.
(a) Determinar el grupo permutacién al cual es isomorfo Zs.
(b) Determinar el grupo permutacién al cual es isomorfo U(Z).

Ejercicio 2.9. Sea G un grupo. Sea Aut(G) = {f : f: G — G es un isomorfismo}. A los
elementos de Aut(G) se lo llama Automorfismos de G. Probar que Aut(G) con la composicion

usual de funciones forma un grupo. (Sug. Es suficiente con probar que Aut(G) es un subgrupo
de Sym(G).)

Ejercicio 2.10. Sea GG un grupo y sea a un elemento de G. Sea f,: G — G definida por
fa(x) = axa™'. Probar que f, es un automorfismo de G. El automorfismo f, es llamado el

automorfismo interior de G inducido por a.

Ejercicio 2.11. Sea G un grupo. Sea Inn(G) = {f, : a« € G} donde para cada a € G, f, es el

automorfismo interior de G inducido por a. Probar que Inn(G) es un subgrupo de Aut(G).
Ejercicio 2.12. Determinar los siguientes grupos de automorfismos y automorfismos interiores.
(a) Aut(Z) y Inn(Z).

(b) Aut(Zs) y Inn(Zsg).

Ejercicio 2.13. Probar que para todo entero positivo n, Aut(Z,) es isomorfo a U(Z,,). Seguir

los siguientes pasos.
1. Probar que si (@) = Z,, entonces a € U(Z,,).

2. Probar que si f: G; — G5 es un isomorfismo, entonces para todo a € G; se tiene que

o(f(a)) = ofa).
3. Probar que si a: Z, — Z,, es un isomorfismo, entonces a(1) € U(Z,,).
4. Probar que p: Aut(Z,) — U(Z,) definida por ¢(a) = a(1) es un isomorfismo.

Ejercicio 2.14. Sea G un grupo y H < G. Recordemos que N(H) ={a € G :aHa ' = H} es
un subgrupo de G,y C(H) = {a € G : aha™' = h, Vh € H} es un subgrupo de N(H) (véase el
Ejercicio 1.2). Probar que la funcién ¢: N(H) — Aut(H) definida por: para cada a € N(H),

sea (a) = fu: H— H es dada por f,(h) = aha™', es un homomorfismo cuyo nticleo es C'(H).

Ejercicio 2.15. Considere el grupo alternante A,, de grado (ver 17) el cual sabemos que es un

subgrupo normal de S,, (véase el Ejercicio 1.6). Sea «: S,, = Zy definida por

(0) 0 si o es una permutacion par
alo) =
1 si o es una permutacion impar.

Probar que a es un homomorfismo y su nticleo es A,,. Luego, probar que |4,| = 1[5,| = 3n!.
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Ejercicio 2.16. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. Probar que si K <1Go, entonces ¢~ }(K) <
Gy.

Ejercicio 2.17. Sea U, el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad. Probar que U,, es un

subgrupo normal de C* y es el nicleo de un homomorphismo
Ejercicio 2.18.

(a) Viendo a (8) y (48) como subgrupos de Z, probar que el grupo cociente (8)/(48) es isomor-
fico a Zg.

(b) Probar de forma general que para n, k € N tales que k | n, tenemos que (k)/(n) = Zx).

Ejercicio 2.19. Sea G un grupo ciclico y sea H un subgrupo de GG. Probar que el grupo cociente
G/H es ciclico.

Ejercicio 2.20. Considere el grupo lineal general de grado 2, GLy(R). Sea SLy(R) = {A €
GLy(R) : det(A) =1} y H = {A € GLy(R) : det(A) € {—1,1}}. Probar que

GLy(R)/SLy(R) 2 R* vy  GLy(R)/H = R*.

Ejercicios con GAP

Ejercicio 2.21.
(a) Generar los grupos Zsg y Z4s como grupos de permutaciones.

(b) Hallar todos los elementos de Zys de orden 2, 3 y 6.
(Ayuda: Defina la siguiente funcién:
gap>f:=i -> Order(Elements(Z42)[i]);;)
Genere la siguiente lista:
gap>List([1..42], f);
[ 1, 42, 21, 14, 21, 42, 7, 6, 21, 14, 21, 42, 7, 42, 3, 14, 21, 42, 7, 42,
21, 2, 21, 42, 7, 42, 21, 14, 3, 42, 7, 42, 21, 14, 21, 6, 7, 42, 21, 14, 21,
42 1]
Entonces, por ejemplo, Elements (Z42) [8] es un elemento de orden 6 y Elements (Z42) [15]

es un elemento de orden 3.

(c) Para cada elemento a del inciso anterior, generar el homomorfismo f,: Zzy — Z42 dado por

fa(1) = a.

(d) Para cada uno de los homomorfismos anteriores, hallar su nicleo e imagen. Indicar cudles

son monomorfismos y cudles epimorfismos.

Ejercicio 2.22. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden n. Se definen las funciones f;: G — G

por fi(a’) = a* para i = 1,2,...,n — 1, las cuales son homomorfismos (endomorfismos).
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Notar que la imagen de cada fi es fr(G) = (fr(a)). Tomar n = 10 y determinar cudles de los

6

homomorfismos fy, con k = 1,2,...,10, son isomorfismos® (autoisomorfismos). Formule una

conjetura y compruebe para otros valores de n y k.

Ejercicio 2.23. Generar los grupos dihedrales D,, para n = 6,8, 10, 12.
(a) Para cada D, hallar su centro Zn = Z(D,,).

(b) Preguntarle a GAP is Zn es normal en D,,, para cada n.

(c) Determinar el orden de cada centro Zn.

(d) Para cada n, hallar las clases laterales derechas de Zn en D,,.

(e) Generar el grupo cociente D,,/Zn.

[Dul _ | D
|Zn| | Zn

(f) Para cada n, comprobar que

Ejercicio 2.24. Generar cada grupo, y comprobar el Teorema de Cauchy. Esto es, para cada

divisor primo p del orden del grupo hallar un elemento de orden p.

(a) G1 = Sy (b) Gs = Ss. (¢) Gs=Dy.  (d) Gyi=Zw.  (¢) Gs=U(L5).

6Recuerde que si los conjuntos A y B son finitos y tienen la misma cantidad de elementos, entonces una

funcién f: A — B es biyectiva si y solo si f es sobreyectiva. También recuerde que f es sobreyectiva si f(A4) = B.






Capitulo 3

Grupos Abelianos Finitos

En este capitulo veremos dos nuevos métodos de construir grupos a partir de unos dados,
a saber producto directo de grupos y suma directa de subgrupos. A diferencia de considerar
subgrupos y grupos cocientes, estos dos métodos nuevos permiten obtener grupos mayores que
los originales. Esto nos permitira establecer el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos

Finitos.

3.1. Producto Directo de Grupos

Sean GG; y G4 dos grupos arbitrarios. Consideremos el producto cartesiano de GGy por Gs:
Gl X Gg = {((ll,ag) oap € G1 y as € GQ}

Podemos definir de manera natural una operacién binaria sobre G x G5 de la siguiente forma:
dados (al,aQ), (bl,bg) c G1 X GQ,

(Gl, @2)(b1> 52) = (albb szQ)-

Como (7 y G5 son grupos, esta operacion esta bien definida.

Proposiciéon 3.1.1. St Gy y Gy son dos grupos, entonces G x Gy con la operacion arriba

definida es un grupo. Si G y Go son abelianos, entonces G1 x Gg es abeliano.

Llamaremos al grupo G x G5 el producto directo de GG; por GG5. En realidad, llamaremos
a (G1 X Gy el producto directo de G; y (o, porque es sencillo comprobar que G7 X Gy es
isomorfico a G x Gj.

Dados dos grupos G y G, tenemos dos funciones naturales del producto directo sobre una

de las componentes del producto. Esto es, se definen
7T1501XG2—>G1 y 7TQIG1XG2—>G2

como sigue:

771<a17a2):a1 y 772(017612):@2

para todo (aj,as) € G1 X Gb.

95
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Proposicion 3.1.2. Las funciones m y mo son epimorfismos.

Los epimorfismos 7; y ms son llamados las proyecciones candnicas de la primera y segunda

coordenada (argumento), respectivamente.

Observacion 3.1.3. Para cualesquiera dos grupos G; y Gs, el producto directo G7 x Gs

contiene dos subgrupos normales particulares (aparte de los triviales), a saber
G, = {(a,e2) : a € G} y Gy = {(e1,b) : b€ Gs}.
Ademss, G; 2 G, v Gy 2 Gy,
Proposicion 3.1.4. Sean G y Gy dos grupos. Si G = G x G, entonces
G/GL =Gy y GGy ™G

Asi como hemos definido el producto directo de dos grupos, podemos definir el producto

directo de un numero finito de grupos (y ain mads, se puede definir el producto directo de

una familia arbitraria de grupos). Sean Gy, ..., G, grupos, con n > 1, y consideramos sobre el
producto cartesiano G X -+ - X G, la operacion binaria definida (de manara andloga al caso de
n = 2) por

(Cll, PN ,an)(bl, N 7bn) = (albl, ce ,anbn).
para todos (ai,...,a,),(b1,...,b,) € Gy X -+ X G,,. También, para cada i = 1,...,n, tenemos

la 1-ésima proyeccion candnica
mi Gy X - X Gy, = Gy

definida por

mi(ar, ..,y an) = a;.

Ejemplo 3.1.5. Sea (5 un grupo ciclico de orden dos y sea C3 un grupo ciclico de orden 3.
Esto es, Cy = (a) = {e,a: a®> = e} y C3 = (b) = {e,b,b* : b® = e}. Entonces, el producto
directo de Cy y C5 es

Cy x C3 = {(e, e), (e,b), (e,b*), (a,e), (a,b), (a,b*)}.

El producto directo Cy x C5 es un grupo de orden 6. No es dificil comprobar que el elemento
(a,b) de Cy x C5 es de orden 6. Entonces, Cy x C3 es un grupo ciclico generado por el elemento
(a,b), esto es, Cy x C3 = ((a,b)). En otras palabras

Cyx O3 =Cg ={e,c,c® 3 ¢t & =e},
con ¢ = (a,b). [

Proposicién 3.1.6. Sean G y Gy grupos finitos. Entonces, para todo (ay,as) € Gy X Gy,
tenemos que

o(ay, az) = mem(o(ay), o(az)).
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Demostracion. Sea (ay,a2) € Gy X Gy. Supongamos que n = o(ay), m = o(az) y k = o(ay, az).
Como (e, ) = (a1, a2)k = (a¥, a%), resulta que a¥ = e; y a§ = ey y por tanton | k y m | k.
Luego, si t = mem(n, m), entonces ¢ | k. Por otra parte, comon |ty m | t, (a1,a2)" = (at, ab) =

(e1,€2). Entonces, k | t. Con lo cual, mem(n,m) =t =k = o(ay, az). [

Ejemplo 3.1.7. Determinemos el nimero de elementos del grupo Zygy X Zss de orden 10. Por
la Proposicién 3.1.6 debemos determinar el nimero de elementos (a,b) € Zjoy X Zsos tal que
o(a,b) = mem(o(a),o(b)) = 10. Entonces, las posibilidades para o(a) y o(b) son (tener en cuenta
que o(a) | 100 y o(b) | 25): o(a) =10y o(b) =501, 0 0(a) =2y o(b) = 5.

Caso 1: o(a) = 10 y o(b) = 1 0 5. Para a: Como Zgo tiene un tnico subgrupo ciclico de
orden 10, y en un grupo ciclico de orden 10 hay 4 generadores, entonces en Zjq, hay 4 elementos
de orden 10. Para b: el tinico elemento de orden 1 es 0; en Zys hay un tnico subgrupo ciclico
de orden 5, y todo grupo ciclico de orden 5 tiene 4 generadores. Con lo cual en Zs; hay un
elemento de orden 1 y 4 de orden 5. Por lo tanto, en este caso tenemos 4.5=20 elementos de
orden 10 en Zjgg X Zos.

Caso 2: o(a) = 2 y o(b) = 5. Para a: Todo grupo ciclico de orden par tiene tiene un tnico
subgrupo de orden 2. Asi hay un sélo elemento de Zgg de orden 2. Para b: Igual que en el caso
anterior, tenemos que hay 4 elementos de orden 5 en Zsy;. Entonces, en este caso tenemos 4
elementos de orden 10.

Por lo tanto, Z1gy X Zos tiene en total 24 elementos de orden 10. [ |

Por la Proposicion 2.1.12 sabemos que los grupos ciclicos de orden n finitos son exactamente,
salvo isomorfismo, todos los Z, con n > 1. Con lo cual, podemos generalizar y abstraer el

Ejemplo 3.1.5 de una manera mas general.

Proposicion 3.1.8. Sean n y m enteros positivos. Entonces, m y n son relativamente primos

St Y S0l 81 Ly X Loy = Loy -

Demostracion. Supongamos primero que m y n son relativamente primos. El producto directo
de Zy, v Z, €s

Loy X Ly = {(a,;b) : a€{0,1,...,m—1}, be{0,1,....,n—1}}
y es un grupo de orden mn. Ahora, por la Proposicion 3.1.6, tenemos que
o((1,1)) = mem(o(1), 0(1)) = mem(m,n) = mn.

Luego, Z,, x Z, es un grupo ciclico de orden mn generado por el par (1,1). Por lo tanto,
Loy X Ly = L.

Ahora supongamos que Z,, X Z, = Zp, y probemos que (m,n) = 1. Como Z,, X Z, es
ciclico, existe un par (a,b) € Z,, X Z,, tal que o((a,b)) = mn. Veamos que o(a) = m y o(b) = n.
Como o(a)n.(a,b) = (0,0), tenemos que mn | o(a)n. Asi m | o(a). Ademads, ya que a € Zy,
o(a) | m. Con lo cual, hemos mostrado que o(a) = m. Andlogamente, o(b) = n. Entonces
tenemos que

mn = o((a, b)) = mem(o(a), o(b)) = mem(m,n)

y esto implica que m y n son relativamente primos. [ |
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El resultado de la proposicién anterior se puede generalizar de la siguiente forma: Z,,, x
- X L, es un grupo ciclico si y solo si los enteros positivos my, ..., my son relativamente
primos dos a dos!' (ver Ejercicio 3.3). Esta afirmacién se puede probar por induccién sobre el

numero de factores en Z,,, X --- X Z,,, y utilizando la proposicién anterior.

Ejemplo 3.1.9. Considere el grupo G = Zgy X Z3g X Zgy. Como 24, 36 y 60 no son relativamente
primos, tenemos que G no es ciclico, en otras palabras, G no contiene un elemento de orden
51840 = 24 - 36 - 60. Pero podemos afirmar que el mayor orden posible de los elementos de GG
es el minimo comin miltiplo (mem) de 24, 36 y 60, el cual es 360. Para probar esto, primero
notemos que el elemento (1,1,1) es de orden 360, pues o(1,1,1) = mem(o(1),0(1),0(1)) =
mem (24, 36,60) = 360. Ademés, ya que 360 es multiplo de 24, 36 y 60, tenemos que 360.a = 0
para todo a € G. Entonces, o(a) | 360. Asi, o(a) < 360 para todo a € G. [

3.2. Grupos Abelianos Finitos

Dado que en esta seccion todos los grupos son abelianos, denotaremos al elemento neutro
de dichos grupos por 0. Cuando haya peligro de confusién, usaremos subindice: O denota el
elemento neutro del grupo abeliano G.

Sea G un grupo abeliano. Sean H; y Hy dos subgrupos de G. Consideramos la funcion
s: Hy x Hy — G definida por

s(ay,az) = ay + as

para todos a; € Hy y as € Hs. Es sencillo verificar que la funciéon s es un homomorfismo.

Recordemos que tenemos definida la suma de dos subgrupos de un grupo. Esto es,
H1+H2:{CL1+CL22 a1 € Hy y as GHQ}

es un subgrupo de G, pues G es abeliano y asi todo subgrupo es normal. Con lo cual, la funcién
s tiene como imagen al subgrupo Hy; + Hs. Esto es, s: Hy x Hy — H; + H, es un epimorfismo.
La siguiente proposicién nos dice cuando s es un isomorfismo. En otras palabras, la proposicién

da condiciones necesarias y suficientes para que los grupos Hy; x Hy y Hy + Hs sean isomorfos.

Proposicion 3.2.1. Sea G un grupo abeliano y sean Hy y Hy dos subgrupos de G. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) s: Hy x Hy — Hy + Hy es un isomorfismo;

(2) HiNHy={0};

(3) los elementos de Hy+ Hy se escriben de manera unica como ay+as con a; € Hy y ay € Hs.

Demostracion. (1) = (2) Sea a € Hy N Hy. Asi, —a € Hy. Luego, s(a,—a) = a+ (—a) =0 =
0+ 0 = 5(0,0). Como s es un isomorfismo, (a, —a) = (0,0). Entonces, a = 0. Por lo tanto,

H, N H,y = {0}.

1Son relativamente primos dos a dos si m; y m; son relativamente primos para todos ¢ y j distintos.
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(2) = (3) Sea x € Hy + Hy y supongamos que = a; + as y £ = by + by con ay,b; € Hy y
as, by € Hy. Entonces Hy 3 a1 — by = by —ag € Hy. Luego a1 — by, by —ay € Hy N Hy = {0} y asi
tenemos que a; = by y ag = by. Por lo tanto, todo elemento © € H; + Hs se escribe de forma
unica como x = a; + as con a1 € Hy y as € Hs.

(3) = (1) Como hemos visto anteriormente, s es un epimorfismo. Asi, solo resta probar que
s es inyectiva. Supongamos que s(ay, ag) = s(by, ba). Esto es, a; +as = by +by. Por (3), tenemos
que a; = by y ag = by y asi (ay,a) = (b1, be). Entonces s es inyectiva y por lo tanto es un

isomorfismo. [ |

Si alguna de las condiciones equivalentes de la proposicion anterior se cumple, diremos que
la suma H; + H es directa y escribiremos H; & H, en lugar de Hy + Hs.

Ejemplo 3.2.2.

(1) Sea G = G; x G. Entonces, como vimos é\l y é\g son subgrupos de G y se verifica que
G =G 8 Gs.

(2) Sea X un conjunto no vacio y consideremos el grupo P(X) de subconjuntos de X cuya
operacion es la diferencia simétrica, esto es, si A, B C X, entonces AAB = (AUB)—(ANB).
Supongamos que X = A U B para ciertos subconjuntos A y B de X tales que AN B = ().
Entonces, P(A) y P(B) son subgrupos de P(X) tales que P(X) = P(A) & P(B).

(3) Sea p un ndmero primo y para n € Z* considere
Epn =7y, X Ly % --- x L, (n factores).

Entonces, E,» es un grupo abeliano de orden p” con la propiedad que o(x) = p para todo
x € Epn. Este grupo es llamado el grupo abeliano elemental de orden p". Ahora
vamos a mostrar que el grupo abeliano elemental de orden p? tiene exactamente p + 1
subgrupos de orden p. Ya que cada elemento no nulo de E,. tiene orden p, cada uno de
estos genera un subgrupo ciclico de orden p de E,.. Por el Teorema de Lagrange, subgrupos
distintos de orden p se intersecan trivialmente®. Asi, los p? — 1 elementos no nulos de E,»
son separados en subconjuntos (cuya intersecciones dos a dos solo contienen el 0) de tamano
p — 1. Entonces, debe haber

1
b1 =p+1

subgrupos distintos de orden p. |

Podemos generalizar la nociéon de suma directa de subgrupos de la siguiente manera. Sea
G un grupo abeliano y sean Hy,..., H, subgrupos de G. Consideremos la suma de dichos
subgrupos, Hy +---+ H, = {hy +---+ h, : h; € H; coni = 1,...,n}. Esta suma es un
subgrupo de G. Diremos que la suma H; + - -- 4+ H,, es directa y escribiremos H, & --- ® H,, si
se verifica que:
hi+- - 4+h,=hi+--+h, = h;=h,Vi=1,....,n

2Dos subgrupos H; y Hy se intersecan trivialmente si H; N Hy = {0}.
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donde h;, b} € H; parai=1,...,n.

Sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Como hemos visto en el Capitulo 1 Secciéon 1.6,
para cada a € G, o(a) | n. Asi, los érdenes de los elementos de G estdn acotados superiormente.

Por lo tanto, podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Llamaremos exponente de GG

al mayor de los 6rdenes de los elementos de GG. Lo denotamos por exp(G). Esto es,
exp(G) = méx{o(a) : a € G}.

Notemos que si m = exp(G), entonces existe un elemento a € G tal que o(a) = m y para
todo x € G, o(z) < m.

Proposicién 3.2.4. Sea G un grupo abeliano finito y sea m = exp(G). Entonces, para cada
a€ G, ola)|m.

Demostracion. Sea a € G tal que o(a) = m y sea © € G con o(x) = f. Por definicién de
m = exp(G), f < m. Supongamos que f 1 m. Entonces, algin divisor primo p de m debe
figurar en f con mayor exponente que en m. Es decir, m = p*mqg y f = p'fo con ptmg, pt fo
y v > u > 0. Entonces, el elemento y = p*.a tiene orden mg® y el elemento z = fy.x tiene orden
pU4. Como mg y p¥ son relativamente primos®, el elemento y + z tiene orden® p?mg > p¥mg = e.

Lo cual es una contradiccién, pues m = exp(G). Luego, f divide a m. [ |

Corolario 3.2.5. Sea G un grupo abeliano finito y sea e = exp(G). Entonces, e.a = 0 para
todo a € G.

Demostracion. Sea a € G. Por la proposicién anterior, o(a) | e. Con lo cual, e = o(a)g con
q € Z. Asi, e.a = (o(a)q).a = q.(o(a).a)) = q.0 = 0. |

Ejemplo 3.2.6.

(1) Sea ¢: G — G’ un epimorfismo. Entonces, exp(G’) es un divisor de exp(G). En efecto, si
a' € G’ es tal que o(d’) = exp(G’') = ¢/, sea a € G tal que p(a) = da’. Sit = o(a), entonces
0= (0) = ¢(t.a) = t.p(a) = t.a’. Entonces, €’ divide a t, que a su vez t divide a exp(G).
Por lo tanto, exp(G') = €' | exp(G).

(2) Sea G un grupo finito de orden n. Entonces, G es ciclico si y sélo si exp(G) = n. [

Proposicion 3.2.7. Sean Gy y Gy grupos abelianos finitos. Entonces,

exp(G x Gg) = mem(exp(Gh), exp(Ga)).

3En efecto, mo.y = mop*.a =m.a = 0. Si t.y =0 = tp.a =0 = m | tp* = pmyg | tp* = myp | t =

mo < t. Por lo tanto, o(y) = mo.

4Similar al caso anterior.

SPues, si mg y p” no son relativamente primos, entonces hay un primo p’ tal que p’ | mg y p' | p* = p' =
p = p | mp. Lo cual es absurdo.

SVer en el Capitulo 1 Seccién 1.6.
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Demostracion. Sean k = exp(G1 X Gg), n = exp(G1) y m = exp(G2). Entonces, existen a; € Gy
y as € G tal que o(ay) = n 'y o(ay) = m. Ahora, por el punto (2) del Ejemplo 3.1.5, obtenemos
que

o(ai,03) = mem(o(ay),0(02)) = mem(n,1) =n vy
0(01, az) = mem(0(01),0(as)) = mem(1,m) = m.

Entonces, Por la Proposicién 3.2.4, n | k' y m | k. Con lo cual, k es miltiplo de n y m. Sea d un
multiplo de n y m. Estoes, n | dy m |d. Asi , d = ng; y d = mgs. Como k = exp(G1 x Gs),

existe (a,b) € G; x Gy tal que o(a,b) = k. Entonces, por el Corolario anterior,
d.(a,b) = (d.a,d.b) = (nq1.a,mgs.b) = (01,02)

y por tanto, k | d. Hemos mostrado que k = mcm(n,m). por lo tanto, exp(G; X Gy) =
mem(exp(Gh), exp(G2)). [

Proposicién 3.2.8. Sea G un grupo abeliano finito no ciclico y sea a € G tal que o(a) =

exp(G). Entonces, (a) es un sumando directo de G, esto es, existe un subgrupo T de G tal que

G=(a)aT.

Demostracion. Como G no es ciclico y o(a) = exp(G) = e > 1, {0} & (a) & G. Veamos en
primer lugar la siguiente afirmacion:
AFIRMACION: Eziste un primo p y existe un x ¢ {(a) tal que p.z = 0.

Consideremos el conjunto X = {x € G : z ¢ (a)} que es no vacio. Podemos elegir en X un
elemento z con el menor orden posible. Es decir, o(z) < o(y) para todo y € X. Sea t = o(x).
Entonces, t > 1 (pues, si t = 1, entonces x = 1.z = 0 € (a) lo cual es absurdo). Asi, podemos
elegir un divisor primo p de t. Si p = t, no hay nada que probar. Supongamos que t = p.s. Como
s.(p.x) = (sp).x =t.x =0, o(pxr) < s <t Conlocual, pr ¢ X y asi pr € (a). Si p.x =0,
no hay nada que probar. Supongamos entonces que p.x = i.a para algin 0 < i < o(a) = e.
Luego, como t | e y por lo tanto p | e. Esto es, e = pf. Luego, 0 = e.x = f.(p.x) = f.(i.a) y
entonces e | fi, esto es, pf | fi. Con lo cual, p | i. Si i = pj, entonces p.x = i.a = (pj).a. Si
ponemos y = = — j.a entonces p.y = p.x — (pj).a = p.x —i.a = 0. Por otra parte, y ¢ (a), pues
si y € (a) tendriamos que y, j.a € (a) y, asi x = y + j.a € (a), lo que es imposible. Esto prueba
la afirmacién.

Sea x ¢ (a) y p un primo tal que p.z = 0. Afirmamos que (a) N (xz) = {0}. Pues, si i.x € (a)
con 0 < i < p=o(x)"y porlo tanto (i.z) C (a). Como (i,p) = 1 tenemos que (z) = (i.z) C AS.
Esto es, x € (a), lo cual es absurdo.

Sea el grupo cociente G’ = G/(x). Luego, o(G') = O(f) < o(G). Sim: G — G es el

epimorfismo candnico, entonces de e.a = 0 resulta que e.w(a) = 0, es decir, o(mw(a)) | e. Si

f.m(a) = 0 entonces 7(f.a) = 0, esto es, f.a € Nu(w) = (x). Y como f.a € (a), tenemos que

"Por ser p primo.

8Supongamos que (i, p) = 1. Es claro que (i.z) C (x). Sea n un entero. Como i y p son relativamente primos,
1 =iq + pk con q y k enteros. Asi, n = niq + npk. Luego, n.x = niq.x + npk.x. Como o(z) = p, npk.x = 0.
Entonces, n.x = niq.x = (ng).(i.x) € (i.x). Entonces, (x) C (i.x).
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f.a =0, asi e | f. Luego, o(m(a)) = e. Como G’ es imagen homomorfica de G sabemos que
exp(G’) divide a exp(G) = e y como 7(a) € G’ es tal que o(m(a)) = e tenemos que e divide a
exp(G’). Luego concluimos que exp(G’) = exp(G) = e. Ahora bien, como el orden de 7(a) es el
exponente de G’ y o(G") < o(G) por induccién sobre el orden de G podemos suponer que (m(a))
es un sumando directo de G’, esto es, que existe un subgrupo 7" de G’ tal que G' = (w(a)) ®T".

Sea T := 7~ }(T") que es un subgrupo de G tal que () C T (pues, (z) = Nu(r), de donde
7w({x)) = {0} C T"). Ahora probaremos que G = (a) & T.

» Seau € (a) NT. Asi, u =i.ay 7(u) =i.w(a) € (m(a)). Como u € T, w(u) € T". Luego,
m(u) € (m(a)) NT" = {0}, esto es, m(u) = 0 y por lo tanto, v € Nu(w) = (z) y como
u € (a) resulta que u = 0. Hemos probado que (a) N T = {0}.

» Vamos a probar que G = (a) + 1. Sea g € G. Entonces, 7(g) € G' = (n(a)) & T". con
lo cual, m(g) = i.w(a) + ¢ cont’ € T'. Asi, ' = w(t) con t € T, pues 7 es sobreyectiva.
Luego 7(g) = m(i.a + t) y en consecuencia, g — (i.a +t) € Nu(w) = (z) C T vy, por lo
tanto g =1.a+sconseT. n

Ejemplo 3.2.9. Sea G = Z4 X Zg. Por (2) del Ejemplo 3.2.6 y por la Proposicién 3.2.7, sabemos
que exp(G) = 12 y que el par (1, 1) tiene orden 12. Entonces, por la proposicién anterior, hay
un subgrupo 7" de G tal que G = ((1,1)) & T. De aqui observamos que T" debe tener orden 2.
Por ejemplo el par (2, 3) tiene orden 2 y (2,3) ¢ ((1,1)). Entonces, G = ((1,1)) & ((2,3)). R

Teorema 3.2.10 (Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos). Sea G un grupo

abeliano finito. Entonces,

(1) G=Gi®G®---BGy G,

donde Gy, ...,Gg son subgrupos ciclicos de G y cuyos ordenes ey, s, ..., es son tales que
esles1 | |ea]er.
(2) Elnimero s de subgrupos y los drdenes ey, ..., es en (1) estdn univocamente determinados

por G (es decir, si G = Hy @ ---® H, con Hy, ..., H, subgrupos ciclicos de G, de érdenes
f17"'7f7“ tales que fr ‘ f?“fl ’ ‘ f2 ’ fl; entonces r = s y e} = fla"')es :fs)

Demostracion. Sean e; = exp(G) y a; € G tal que o(a;) = e;. Por la Proposicién 3.2.8, tenemos
que G = (a1) & T para algin subgrupo 7" de G. Si T" = {0}, entonces G = (a;) es ciclico y
hemos terminado. Supongamos que 7' # {0}. Notemos que o(T) < o(G) y los 6rdenes de los
elementos de T son divisores de e;°, de donde e; = exp(T) es tal que ey | e;. Aplicando el
mismo razonamiento a T, si as € T es tal que o(ag) = eg, entonces T' = (az) @ T para algun
subgrupo 77 de T. Con lo cual, G = (a;) ® (a2) & T1 y o(T1) < o(T) < o(G). Cada vez que
aplicamos este procedimiento obtenemos un subgrupo de menor orden y por lo tanto luego de
un numero finito de pasos obtendremos la descomposicién buscada.

Para probar la unicidad, vamos a probar primero por un lado que r < sy que o(H;) | o(G;)
para todo 7 = 1,...,r. Para esto, suponemos por contradiccion que una de las siguientes

afirmaciones se cumple:

9Esto es consecuencia de que T C G y la Proposicién 3.2.4
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(1) Existe un indice j tal que o(H;) { o(G});
(2) r>s.

Supongamos que la condicién (1) se cumple. Recordemos que o(G;) = e;. Entonces, e;.G =
e;.G1®---®e;.Gj_1 (pues, ¢;.G; = {0} yaquee; | e; parai =j+1,7+2,...,n) ye;.H; # {0}
(pues, como H; = (b;) es ciclico, si e;H; = {0} entonces o(H;) = o(b;) | e; = o(G,) lo cual
es absurdo). Sea r; = o(e;.H;) > 1 y consideremos el subgrupo K; de e;.G cuyos elementos
tienen orden un divisor de r;, es decir, K; = {z € ;.G : rjo = 0}. Si x € K;, entonces
r=e€;x1+---+eT;q, conxc Giw y0= r;T =Trj€;T1 + -+ 16T 1.

Como los z; € G; y los GG; forman una suma directa, entonces rje;x; = 0 para todo ¢ =

1,...,j — 1. Esto implica que e;x; € K; para todoi=1,...,5 — 1, entonces
x € (Kl N Gl) D (Kl N ijl)u.

Conlo cual K7 C (K1NG1)®- - @ (KNG -1). Ademds, se tiene que K1NG;coni =1,...,j—1
es ciclico de orden menor o igual que r;, pues es un subgrupo del grupo ciclico G, y los elementos
de K tienen orden a lo mas r;.

De lo anterior podemos concluir que o(K;) < 7“;_1 Por otro lado se tiene que para cada
i = 1,...,7, H; contiene un subgrupo 7; isomorfo a H; (pues, o(H;) divide a o(H;) para
i=1,...,5 vy H; es ciclico), entonces e;.T; = e;.H; y de aqui rje;.T; = rje;.H; = {0}, por lo

tanto e;.T; C Ky, para todo i =1,...,7. De esto
e;Th @ De; T) C Ky, 2

lo cual implica que 7“;: <o(K;) < T§_113, lo que es una contradiccién, ya que r; > 1.

Ahora, si suponemos que se cumple (2), esto es, r > s, entonces r > s + 1. Tomemos
j=s+1, G; = {0} y claramente se tiene que o(H,) { o(G;). Aplicando el argumento anterior,
para este caso, se llega a una contradiccion.

Por lo tanto, hemos demostrado que
r<s y o(H;)|o(G,) paratodoj=1,...,r

De manera analoga, podemos probar que s < r y o(G;) | o(H;) para todo j = 1,...,s. Por lo

tanto el nimero s de subgrupos y los 6rdenes eq, ..., e, estan univocamente determinados. W

Los enteros ey, eq,...,e5 en el Teorema 3.2.10 son llamados los factores invariantes de
G. La descripcién de G en el Teorema 3.2.10 (1) es llamada la descomposicién en factores

invariantes de G. Notemos que si G es un grupo abeliano finito de orden ny G = G1 &+ - - D Gy

0Pyes, z € e;.G=¢;.Gi® - ®e;.Gj_1

Hla suma (K1 NGy)+ -+ (K1 N Gj_1) es directa pues la suma Gy + - -- + Gj_1 es directa.

12Esta suma es directa porque T; = H; y la suma Hy + --- + H; es directa, con lo que la suma Ty + - - - + T
es directa.

13En efecto, tenemos que e;.T; = e;.H; para todo i = 1,...,j, entonces o(e;.T;) = o(e;.H;) = r; para cada

i = 17vj Luego, 0(ej~T1 @@CJTJ) :7"5,
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es su descomposicién en factores invariantes con érdenes eq, ..., es respectivamente, entonces

n=eey...e5y paracadai € {1,2,..., s}

y por lo tanto
G = ey X+ X L,

El Teorema 3.2.10 nos da una manera efectiva de listar todos los grupos abelianos finitos de un
orden dado. Para encontrar todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos finitos de orden n

debemos encontrar todas las sucesiones de enteros e, ..., e, tales que
(FI1) e; > 2 para todo i = 1,2,...,s;

(F12) eit1 | €

(FI3) n =ejey. .. €s.

Observaciéon 3.2.11.

(1) Sieg,es,...,es son los factores invariantes de G, entonces e; | e; para todo i = 1,2,...,s.
Si p es cualquier divisor primo de n, entonces por (FI3) tenemos que p debe dividir a algiin
e; y con lo cual p divide a e;. Por lo tanto, cada divisor primo de n debe dividir al primer

factor invariante ey de G.

(2) Sean ey, e, ..., e, los factores invariantes de G. Si n es el producto de primos distintos (todos
de primera potencia), digamos por ejemplo n = pips...pg, entonces por la observacion
anterior p; | e; para cada j = 1,2,..., k. En consecuencia n = pips...py | et y por lo
tanto n = e;. Asi, hemos probado que si n es el producto de primos distintos, entonces hay
solo una posible lista de factores invariantes para un grupo abeliano de orden n: La tunica

lista consta de un sdlo ¢;: e;.

Corolario 3.2.12. Sin es el producto de primos distintos, todos de primera potencia, entonces

salvo isomorfismo el unico grupo abeliano de orden n es el grupo ciclico Z,,.

Ejemplo 3.2.13. Determinemos todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos de orden n =
180. Usando la factorizacién de n en producto de potencias de primos, tenemos que n = 180 =
22.3%.5. Como hemos visto en la observacién anterior, debemos tener que 2.3.5 | ey, asi los

posibles valores para e; son
er =235, 2235, 2325 o 22.3%5.

Para cada uno de estos valores debemos encontrar todos los posibles valores de es. Luego, para
cada uno de los valores posibles de ey, todos los posibles valores de e3, y asi continuando hasta

que todas las listas satisfaciendo las condiciones (FI1)-(FI3) son obtenidas.

14Es consecuencia del hecho que los primos p1,pa, ..., pi son distintos.
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Factores Invariantes | Grupos Abelianos
22325 Zgo
2.3%5, 2 Ligy X Ly
2235, 3 Lo X 23
2.3.5, 2.3 Liyo X Lg

Cuadro 3.1: Todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos de orden 180.

Por ejemplo, si e; = 2.32.5, el inico nimero e, que divide a e; tal que e;e, divida a n = 180
es e; = 2. En este caso, obtenemos que eje; = 22.32.5 = 180 = n, asi esta lista estd completa:
e1 = 2.32.5 y e; = 2. El grupo abeliano correspondiente a esta lista es Zgy X Zso.

Si e; = 2.3.5, los tnicos candidatos para eg son e; = 2,3, 2.3. Si e5 = 2 or 3, entonces ya que
es | ea debemos tener necesariamente que es = e3. Pero esto es una contradiccién porque ejeqes
serfa divisible por 22 0 3% y n = 180 no es divisible por 23 ni 33. Con lo cual el tinico niimero
posible para e; es 2.3 = 6. Luego, la unica lista de factores invariantes cuyo primer término es
2.35es:e1=2-3-5y ey =2-3. El correspondiente grupo abeliano es Zsy X Zg.

Similarmente, todas las listas posibles de factores invariantes pueden ser obtenidas con sus

correspondientes grupos abelianos, ver el Cuadro 3.1. |

En el ejemplo anterior se puede observar que el proceso para determinar todas las listas
posibles de factores invariantes de un orden dado n depende en gran medida de la factorizacién
de n en producto de potencias de primos. Los resultados a continuaciéon junto con el Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos Finitos nos permitiran obtener un proceso mas sisteméatico
y computacionalmente mas rapido para determinar todos los grupos abelianos finitos de un
orden dado.

Sea GG es un grupo abeliano y n € Z. Definimos
G,={x€G: nax=0}
Se puede comprobar facilmente que G,, es un subgrupo de G (véase Ejercicio 77?).

Proposicién 3.2.14. Sea G un grupo abeliano finito de orden n = st con s y t relativamente
primos. Entonces, G = Gs ® Gy y o(Gs) = s, o(Gy) = t.

Demostracion. Tenemos que 1 = us + vt con u,v € Z. Si v € G4, N G entonces x = 1l.x =
(us).x+(vt).x = u.(s.x)+v.(t.x) = u.0+v.0 = 0. Con lo cual, G;NG; = {0}. Sea z € G. Luego,
x = (us).x + (vt).x. Ahora, como s.((vt).z) = (vst).x = (vn).x =0, (vt).x € G,. Similarmente,
(us).z € Gy. Entonces, G = G + Gy. Por lo tanto, G = G4 ® G;.

Para probar que o(Gs) = sy o(Gy) = t, vamos a ver que s y o(Gs) tienen los mismos
divisores primos e igual para o(G;) y t. Sea p un divisor primo de s. Entonces, p es un divisor
primo de n = o(G). Con lo cual, por el Teorema de Cauchy (ver Teorema 2.4.1), G contiene un

elemento = de orden p. Como p | s resulta s.x = 0, es decir, € Gy y, por lo tanto p | o(Gy).
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Ahora supongamos que p es un divisor primo de o(Gy). Por el Teorema de Cauchy, G contiene
un elemento z de orden p. Como s.z = 0, p | s. Asi, s y o(G;) tienen los mismo divisores primos.

De manera similar, ¢ y Gy tienen los mismos divisores primos. Como s y ¢ son relativamente

primos y st = o(Gs)o(G;), tenemos que s = o(G;) y t = o(GY). |
Proposicién 3.2.15. Sea G un grupo abeliano de orden n > 1. Sin = p{*p5*...pi* es su
unica descomposicion en producto de potencias de primos distintos, entonces
G=G DG @ DGy

con G1,Gs, ..., Gy subgrupos de G de drdenes pi*, p3?, ...pp", respectivamente. Ademds, esta
descomposicion es unica, esto es, si G = Hy @& --- @& Hy con o(H;) = pi" para i = 1,... k,
entonces H; = G; para todo i =1,...,k.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 3.2.14, ya que los primos pi, ps, ..., pr Son

todos distintos (puede usar induccién sobre k). Veamos que la descomposicién es tinica. Supon-
gamos que G1 @ - ® G, =G =H, & --- @ Hy con o(G;) = o(H;) = p;* paratodoi=1,..., k.
Sea i € {1,...,k} y probemos que G; = H;. Sea x € G;. Sabemos que x = hy + --- + hy con
h; € H; para todo j € {1,...,k}. Luego, como o(xz) = mem(o(hy),...,0(hy)), tenemos que
o(h;) | o(x) para todo j € {1,...,n}. Ademés, o(h;) = p)’ para algin v; < ;. Entonces, para
cada j € {1,...,k} — {i}, p}j | o(x) | pi". Asi v, = 0y h; = 0. Luego x = h; € H;. Hemos
probado que G; C H;. Analogamente, H; C G;. Por lo tanto, G; = H;. [ |

Proposiciéon 3.2.16. Sea p un nimero primo y sea o un entero positivo. Si G es un grupo

abeliano de orden p®, entonces existen unicos enteros positivos [y, . .., Bs tal que
ngpﬁl XZpaZ X e XZP,BS

confr=Pp>- 2P ybitfot B =a

Demostracion. Por el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos, sabemos que
G =gy X Liey X -+ X Le,

con e |es 1|+ |ey|e. Comoeres...eq =p*ye; >2paratodoi=1,2 ..., s, obtenemos
que para cada i = 1,2,...,s, e; = p’ con f3; enteros positivos. Dado que p®1p” ... p% = p*y
pP [ pPet |- [ PP | 7 tenemos que B+ fo+ -+ By =ay > F > > 5,>1. B

Por lo tanto, la determinacion de todas las listas posibles de factores invariantes de un
grupo de orden p® queda reducida a la obtencion de todas las particiones posibles del entero
a (ordenada en forma decreciente). Las condiciones (FI1)-(FI3) para los factores invariantes
descrito antes se transforman ahora en las siguientes. Para cada potencia o debemos hallar

todas las sucesiones (S, ..., ;) tales que:
(DE1) B; > 1 para todo j € {1,2,...,s},

(DE2) 5; > Bita,
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Divisores Elementales
Particiones de 5 Grupos Abelianos
5 Lo
4 + 1 L X Ly
3+ 2 Lops X L2
3+1+1 Lis X Ly X Ly
2+ 2+ 1 Lz X L2 X Ly,
2+1+1+1 Lo X Ly X Lapy X Ly,
1 + 1+ 1+ 141 |2y X2y XLy X Ly X Ly

Cuadro 3.2: Todos los grupos abelianos de orden p°.

(DE3) i+ + 8, =a.

En consecuencia, el niimero de grupos abelianos no isomorficos de orden p® es igual al nimero
de particiones de «.
Ahora por las dos proposiciones anteriores observamos que cada grupo abeliano G de orden

n = pi'py? ... pp* se puede representar como

G

I

Logt Xooo X Lgy X X Logre Xooo e XL gr (3.1)
Py Py Dy, Py
donde para cadai = 1,2, ...,k tenemos que 3% +- - +ﬂ;l =q;y 6;1 > ... > i > i Los enteros
p? descritos en el parrafo anterior, dados por las Proposiciones 3.2.15 y 3.2.16, son llamados los
divisores elementales de GG. La descripcién de G en (3.1) es llamada la descomposicién en
divisores elementales de G.

Por las Proposiciones 3.2.15 y 3.2.16, para encontrar todos los grupos abelianos de orden
n = py'py’...p
(Bi, ... ,B;) de «a; tal que oy = B + -+ + ﬂ;l y ﬂ;l > ... > [t Asi, para describir, salvo

isomorfismos, a todos los grupos abelianos de orden n = p{*p5?...pp*, elegimos para cada

~* uno debe encontrar para cada ¢ = 1,2, ...,k todas las particiones posibles

i =1,...,k, una tal particién (8},..., . ) de a; y formamos el grupo

G

I

LZigt X ooo X gt Xooo XL Xoor X W g
61 sl sk sk,
Py Py Py, Py

La ventaja de este proceso en comparacion con el descrito anteriormente radica en el hecho

que es mas facil sistematizar cémo obtener todas las particiones (5, ..., ;) de un a.

Ejemplo 3.2.17. Determinemos todos lo grupos abelianos, salvo isomorfismo, de orden p° con
p un primo arbitrario. Para ello encontramos todas las particiones posibles del entero 5 que cum-
plan las condiciones (DE1)-(DE3), ver el Cuadro 3.2. Podemos observar que la determinacion,

y asf el nimero, de grupos abelianos de orden p® no depende del primo p. [ |
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Observemos que si n = pi*p3? ... pp* v ¢; es el nimero de particiones posibles de «; entonces

el nimero de grupos abelianos de orden n es igual a ¢1qs . . . qk-

Ejemplo 3.2.18. Sea n = 1800 = 233252 y listemos todos los grupos abelianos de orden n.
Para ello determinamos primero todas las particiones posibles de cada una de las potencias de

los primos 2, 3 y 5, lo cual se muestra en el Cuadro 3.3.

Orden p”® Particiones de 3 Grupos Abelianos

23 3, 2+1, 1+1+4+1 Zg, Z4XZQ, ZQXZQXZQ

32 2, 1+1 Zg, Zg X Zg

52 2, 1+1 Z25, Z5 X Z5

Cuadro 3.3: Determinacién de los grupos abelianos de orden 1800.

Ahora, obtenemos los grupos abelianos de orden 1800 tomando un grupo abeliano de cada

una de las tres listas en el Cuadro 3.3 y haciendo su producto directo. Por ejemplo,
ZgXZgXZQ5, ZgXZgXZ5XZ5.

El lector puede continuar listando todos los restantes. Por el Cuadro 3.3 comprobamos que hay
3.2.2 =12 grupos abelianos de orden 1800. |

Ejemplo 3.2.19. Veamos con un ejemplo cémo pasar de una descomposicion en factores inva-
riantes a su descomposicion en divisores elementales. Sea G' un grupo abeliano de orden 3456

y sea (24,12, 6,2) sus factores invariantes. Entonces G = Zoy X Zyo X Zg X Zs. Factorizamos:
24=2".3 12=2.3 6=2-3 2=2.
Entonces, los divisores elementales de G son
233,22 3,2, 3, 2.

Por lo tanto,
Gg28XZ3XZ4X23XZQXZ;;XZQ. [ |
—_—— —— =
Loy Za2 Zsg
Ejemplo 3.2.20. Veamos con un ejemplo cémo pasar de una descomposicion en divisores
elementales a su descomposicion en factores invariantes. Sea G un grupo abeliano de orden 1800
tal que su divisores elementales son 2, 3, 2, 25, 3, 2. Entonces G = Zo X Z3 X Zig X Zig5 X Lz X Zio.

Entonces, primero reordenamos agrupando los Zy« con el mismo primo p de base:
GEZQXZ3XZ2XZQ5XZgXZQrE(ZgXZQXZQ)X(ZgXZg)XZ25.
Luego, volvemos a reordenar agrupando un Z,. de cada grupo Zg X Zg X Lo, Lz X L3y Zos:

G= (ZQ X Z3 X 225) X (ZQ X Zg) Xy = 2150 X ZG X Zig.

Z150 Ze

Por lo tanto, los factores invariantes de G son (2-3-5%, 2-3, 2) = (150,6,2). [ |
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Concluimos este capitulo mostrando que en el caso de grupos abelianos finitos se cumple la

afirmacion reciproca del Teorema de Lagrange.

Proposiciéon 3.2.21. Si G es un grupo abeliano finito y d es un divisor del orden de G, entonces

existe un subgrupo H de G de orden d.

Demostracion. Supongamos primero que o(G) = p" con p un entero positivo primo y se d tal

que d | p". Consideremos la descomposicién en divisores elementales de G:
ngpﬁl Xoeee XZpﬁk

con B > > By Bi+--+fr =n. Comod | p", d=p'cont < n. Entonces, podemos

considerar una particiéon de ¢t como
t=1+---+1

tal que 0 < t; < By,...,0 < t; < By Luego, para cada i = 1,...,k, p¥ | p” y asi para cada

i =1,...,k existe un subgrupo H; de Z,s; de orden pli. Entonces,

Hy X oo X Hy S Zppy X -+ X Ly,

con o(Hy x -+ x H) =ph..... phe = pt.
Ahora probemos el caso general. Sea G un grupo abeliano de orden n = p{*..... py*. Luego,

por la Proposicion 3.2.15, tenemos que
G:Gp?l @"‘@Gp:k

donde O(Gp?i) =p*. Sead | n. Entonce d = pj*..... pf"‘ con 0 < B; <q; paratodoi =1,...,k.
Asi, por lo anteriormente probado, para cada ¢ = 1,...,k, existe un subgrupo H; de pri de
orden pi’B ‘. Con lo cual

H:=H & - & H,

es un subgrupo de G:Di” OB Gpgk = (G de orden pfl ..... pfj’“ =d. [ |

Ejercicios propuestos
Ejercicio 3.1. Probar que G; x G5 = (G5 x G.

Ejercicio 3.2. Sea GG1, G5, Gz grupos. Sea G = G1 X Gy X G3 y é\l = {(a,ez,e3) : a € G1}.
Probar que G/é\l >~ Gy x Gs.

Ejercicio 3.3. Sean my,...,m; enteros positivos. Probar que Z,,, X --- X Z,,, es un grupo

ciclico si y sélo si my, ..., my son relativamente primos dos a dos.

Ejercicio 3.4. Sean n,m € N. Probar que para todo (a,b) € Z,, X Z,, se tiene que o(a,b) <
mem(m,n).
(Sug.: Ver el Ejemplo 8.1.9.)
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Ejercicio 3.5. Sean s,t € N relativamente primos. Probar que U(Zs;) = U(Zs) x U(Z;).

Ejercicio 3.6. Sea n = nj.ns.---n; tal que los ny,ne, ..., n; son relativamente primos dos a

dos. Probar que U(Z,) = U(Z,,) X U(Z,,) x --- x U(Zy,).
Ejercicio 3.7. Hallar un elemento de Zi5 X Zaoy X Zy5 de orden mem(15,27,405).

Ejercicio 3.8. Sea GG un grupo abeliano y sean H; y Hs dos subgrupos de G. Probar que
H, x HQ/A = H, + HQ, donde A = {(CL, —CL) ca€ Hi N Hg}

Ejercicio 3.9. Probar las afirmaciones hechas en el Ejemplo 3.2.2 (2).
Ejercicio 3.10. Probar que Z;» = (4) & (3).
Ejercicio 3.11. Sea G un grupo de orden n. Probar que G es ciclico si y sélo si exp(G) = n.

Ejercicio 3.12. Considere el grupo abeliano elemental de orden p?® (p primo) Es = Z, X Zy, X Zy,.
Probar que Eps tiene exactamente p? +p -+ 1 subgrupos de orden p. Si consideramos un n € Z7*

arbitrario, jcudntos subgrupos de orden p tiene el grupo abeliano elemental Ep,.?
Ejercicio 3.13. Sea G := Z1o X Zg.

(a) Hallar el exponente de G.

(b) Hallar un elemento a € G tal que o(a) = exp(G).

(c) Escribir a G como (a) @ Ty describir quien es T'.

Ejercicio 3.14. Hallar mediante la descomposicion en factores invariantes todos los grupos

abelianos (salvo isomorfismos) de orden
(a) n = 1800. (b) n = 3600. (¢) n = 10800. (d) n = 68607.

Ejercicio 3.15. Hallar mediante la descomposicion en divisores elementales todos los grupos

abelianos (salvo isomorfismos) de orden
(a) n = 37800. (b) n = 762048. (¢) n = 36000. (d) n = 982762.

Ejercicio 3.16. Determinar la descomposicién en factores invariantes y la descomposicion en

divisores elementales de los siguientes grupos
(a) G1 = Z15 X Z24 X Zgo X Z700. (b) G2 = Z20 X Z175 X Z539.
Ejercicio 3.17. Probar que Loy X Zg@ X ZGQ = Zg@o X Lo X Zns.

Ejercicio 3.18. Sea G un grupo abeliano y n € Z. Probar que G,, = {a € G : n.a = 0} es un
subgrupo de G. Dar un ejemplo de un grupo G y un n € N tal que o(G) # n.

Ejercicio 3.19. Considere el grupo Zso. Hallar los subgrupos G, Gy y G5 de Zg tales que
Ly = G1® G ® G3, y 0o(Gh) =2, o(G) =3y o(G3) = 5.



Capitulo 3. Grupos Abelianos Finitos 71

Ejercicio 3.20. Sea G un grupo abeliano de orden n. Probar que si n = py - ps - -+ - pg, con
los p; distintos dos a dos, entonces G = Z,, (Pista: Usar la Proposicion 3.2.14.).

Ejercicio 3.21. Sea G un grupo abeliano finito tal que (24,12,6,2) son sus factores invariantes.

Hallar la descomposicion en divisores elementales de G.

Ejercicio 3.22. Sea GG un grupo abeliano finito tal que 2, 3, 2, 25, 3, 2 son sus divisores

elementales. Hallar la descomposicién en factores invariantes de G.

Ejercicio 3.23. Probar que si GG es un grupo abeliano de orden n = 10.k, entonces G tiene un

subgrupo ciclico de orden 10.

Ejercicio 3.24. Obtener las descomposiciones en factores invariante y en divisores elementales

de los grupos multiplicativos U(Zy5) y U(Zy).

Ejercicios con GAP

Ejercicio 3.25. Generar el grupo G = (a) ciclico de orden 12.

(a) Hallar un elemento b de G de orden 4 y uno ¢ de orden 3.

(b) Generar los subgrupos H; = (b), Hy = (c) y el grupo producto H = H; x H,.
(c¢) Determinar si H y G son isomorfos.

Ejercicio 3.26. Se necesitara usar la funciéon orderFrequency.

(a) Generar los siguientes grupos Do X Za, D5 X Zy, Zog X Lo 'y Dag.

(b) Para cada uno de los grupos productos del inciso anterior encontrar el niimero de elementos

de cada orden posible.
(c¢) Determinar si los grupos del inciso (a) son isomorfos entre si.
Ejercicio 3.27. Se necesitara usar la funcién orderFrequency.
(a) Generar, salvo isomorfismos, los tinicos 4 grupos abelianos finitos de orden n = 180.
(b) Para cada uno de los grupos anteriores, hallar el niimero de elementos de cada orden posible.
(c) Argumentar que estos cuatros grupos no son isomorfos dos a dos.
Ejercicio 3.28. (a) Generar el grupo G = Zgy X Zsg X Zgo-
(b) Generar el subgrupo H := ((8,9,15)) de G.
(¢) Generar el grupo cociente F':= G/H y calcular su orden.

(d) Dado F' es un grupo abeliano finito, por el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos

Finitos, tenemos que F' debe ser isomorfo a algtin de los siguientes:
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ZgXZ27XZ5 ZgXZgXZ3XZ5 ZgXZgXZgXZgXZ5
Z4XZQXZ27XZ5 Z4XZQXZ9XZ3XZ5 Z4XZQXZgXZ3XZgXZ5
ZQXZQXZQXZ27XZ5 ZQXZQXZQXZQXZgXZg, ZQXZQXZQXZgXZgXZgXZg,.

Calcular los 6rdenes de los elementos de cada uno de los nueve grupos anteriores, y los

érdenes de los elementos de F'y determinar a cual de ellos es isomorfo F'15.

Ejercicio 3.29. (a) Generar el grupo multiplicativo U(Zg;). Calcular el orden de U(Zgs). Cal-

cular el nimero de elementos de cada orden (use la funcién orderFrequency).

(b) Usando el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos, generar todos los grupos

abelianos finitos Ze, X -+ X Z,, de orden 16 (véase la pagina 67).

(c) Determinar a que grupo Ze, X « -+ X Ze,.

15Usar la afirmacién: Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si y sélo si ellos tienen el mismo nimero de

elementos de cada orden.



Capitulo 4

Anillos

Como vimos en los capitulos anteriores, la teoria de grupo estudia aquellas estructuras
algebraicas teniendo una sola operacién binaria cumpliendo ciertas propiedades. Ademéds, hemos
probado que los grupos se comportan como los grupos de permutaciones (ver Teorema 2.1.22).
También podemos decir que los grupos abelianos son un analogo abstracto del grupo de los
enteros con la suma. En este capitulo estudiaremos ciertas estructuras algebraicas, llamadas
anillos, que cuentan con dos operaciones binarias satisfaciendo algunas condiciones. Veremos
que los anillos pueden ser considerados como una generalizacién abstracta de la estructura de

los enteros con las operaciones de suma y multiplicacion.

4.1. Definiciones y propiedades

Definicién 4.1.1. Diremos que una estructura (A, +,-) es un anillo si A es un conjunto no

vacio, + y - son operaciones binarias sobre A que cumplen lo siguiente:

(A1) (A,+) es un grupo abeliano;

(A2) la operacion - es asociativa;

(A3) la operacién - distribuye con respecto a +, esto es, para cualesquiera a,b,c € A

a.(b+c)=ab+ac y (b+c)a=ba+ca.

Al igual que en el caso de grupos, frecuentemente denotaremos a un anillo (A, 4+, -) simple-
mente por su conjunto universo A. Sea A un anillo. Diremos que A es un anillo conmutativo
si la operacién - es conmutativa. Un anillo A se dice con identidad si existe un elemento 1 € A
tal que 1 #0 y l.a = a.1 = a para todo a € A.

Recordemos lo siguiente. Como en un anillo (A, +,-) tenemos que (A4, +) es un grupo abe-
liano, denotamos su elemento neutro por 0; es decir 0 € A y a + 0 = 0. También, el opuesto de
un elemento a € A se denota por —a. Luego a+ (—a) = 0. Ademds, denotamos a+(—b) = a—b
(como es usual en el anillo de enteros).

Comenzamos probando algunas propiedades basicas de anillos.

73
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Proposicion 4.1.2. Sea A un anillo. Entonces, para cualesquiera a,b,c € A:

(4) Si A tiene una identidad 1, entonces la identidad es unica y se cumple que —a = (—1).a.

Demostracion. (1)

0+0=0
a.(040) = a.0
a.0 + a.0 = a.0
(a.0+a0)—a0=a0—-a0=0
a.0 = 0.

Dejamos el resto de las igualdades de (2) y (3) como ejercicio.

(4) Es similar al caso de grupo, véase la Proposicién 1.1.7. |
Definicién 4.1.3. Sea A un anillo.

(1) Un elemento no nulo a € A (a # 0) se dice divisor de cero si existe b € A tal que b # 0
vy, a.b=00b.a=0.

(2) El anillo A es llamado un dominio de integridad si es un anillo conmutativo con

identidad que no posee divisores de cero.

Proposiciéon 4.1.4. Sea A un anillo y sean a,b,c € A tal que a no es divisor de cero. Si

a.b = a.c, entonces b = c.
Demostracion. A cargo del lector. |

Definicién 4.1.5. (1) Sea A un anillo con identidad. Un elemento a € A es llamado invertible

o unidad si existe b € A tal que a.b =b.a = 1.

(2) Un anillo A con identidad donde todos sus elementos no nulos son invertibles, serd llamado

un anillo con division.
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(3) Un anillo conmutativo con divisién es llamado cuerpo.

Sea A un anillo con identidad. Si a € A es invertible, entonces el elemento b tal que a.b = 1,
es tnico y lo denotaremos por a~!. Como es usual, llamaremos a a~! el inverso de a. También

denotaremos por U(A) al conjunto de todos los elementos invertibles de A. Esto es,
U(A) = {a € A: a es invertible en A}

Dado un anillo A, denotaremos al conjunto de los elementos no nulos de A por A* :={a € A:
a # 0}. Notemos que A es un anillo con divisién si A* = U(A). También, es importante notar
que un cuerpo es un anillo (A, 4+, -) tal que (A, +) y (A%, -) son grupos abelianos y la operacién

- distribuye con respecto a la operacién +.
Proposicion 4.1.6. Si A es un dominio de integridad finito, entonces A es un cuerpo.

Demostracion. Sélo resta probar que todo elemento no nulo de A es invertible. Como A es
finito, sea A* = {ay,...,a,}. Notemos que dentro de A* también se encuentra la identidad de
A. Consideremos los productos aiay, aijas, aias, .. ., aja,. Como A es un dominio de integridad,
todos esos productos son distintos dos a dos, esto es, sii,j € {1,...,n} ei # j, entonces aya; #
ara;. Entonces A* = {aja;,a1as,...,a1a,}. Con lo cual existe un i tal que aya; = 1. Es decir,

probamos que a; es invertible. De igual forma podemos probar que cada ay es invertible. W

Proposicién 4.1.7. Sea A un anillo con identidad. Entonces, (U(A),-) es un grupo. Ademds,

si A es conmutativo, (U(A),-) es abeliano.

Demostracion. Similar a la demostracién de la Proposicién 1.4.8 (véase el parrafo anterior a

dicha proposicién). [
Ejemplo 4.1.8.
(1) (Z,+,.) es un dominio de integridad.

(2) (Zy,+,.) es un anillo conmutativo con identidad (véanse las Proposiciones 1.4.3 y 1.4.4). El
anillo Z,, no es necesariamente un dominio de integridad. Por ejemplo, en Zg, los elementos
2 vy 3 son divisores de cero, pues 2.3 = 6 = 0. También, 4 es un divisor de cero en Zg. En
cambio, puede comprobar que Zs y Zs no tienen divisores de cero, es decir, Zs y Zs son

dominios de integridad.

(3) El conjunto Ms(R) de las matrices cuadradas de orden 2 con la suma y multiplicacién
usuales entre matrices es un anillo con identidad, el cual no es conmutativo y tiene divisores

de cero.

(4) Sea A un anillo conmutativo con identidad. Se define el anillo de polinomios con coeficientes
en A de una manera similar al caso de polinomios con coeficientes reales. Sea X una

indeterminada. La expresién formal

an X"+ ap 1 X"+ a X+ ag
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con n > 0y cada a; € A es llamado un polinomio en X con coeficientes en A. Si
p(X) = a, X"+ a, 1 X" P+ -+ a1 X + ag con a, # 0 se dice que p(X) tiene grado
n 'y a, es llamado el coeficiente principal de p(X). Vamos a denotar al conjunto de
todos los polinomios en X con coeficientes en A por A[X]. Las operaciones + y . en
A[X] se definen como en el caso real. Sean p(X) = a, X" + a, 1 X" '+ -+ a1 X +ayy
q(X) =0, X" + by 1 X" + -+ + b1 X + by polinomios en A[X]. Entonces,

P(X) 4+ ¢(X) = (an +b2) X" + (@1 + bpe ) X" 4+ (a1 4 b1) X + (ag + bo)

p(X)q<X) = (aobo) + (aobl + (Ilbo)X + (a0b2 + (Ilbl + azbo)XQ 4+ ...

(en general, el coeficiente correspondiente a la potencia X* en el producto p(X)q(X) sera
Zi‘c:o a;bx_;). Por lo tanto, no es dificil comprobar que A[X] con estas operaciones es un
anillo conmutativo con identidad y al cual llamamos el anillo de polinomios con co-
eficientes en A. Ademds observe que el anillo A aparece en A[X] como los polinomios
constantes. Estudiaremos mas en detalle el anillo de polinomios con coeficientes en un ani-
llo A en la Seccién 5.6 del Capitulo 5. Entre otras cosas daremos una definicién formal de

polinomio.

Una clase importante de anillos es obtenida considerando anillos de funciones. Sea X un
conjunto arbitrario no vacio y sea A un anillo. Sea AX el conjunto de todas las funciones
f: X — A. En AX se definen las operaciones suma y multiplicacién como sigue: sean
f,g € A% entonces

(f+9)(@) = fx) +g(z) v (f9)(x) = f(z)g(x)

para cada x € X. Usando las propiedades del anillo A, se puede probar sin dificultad que
A% con las operciones recién definidas, es un anillo. Ademds, A esta representado en AX

como las funciones constantes. [ |

Proposicion 4.1.9. Z,, es un cuerpo si y solo si n es primo.

Demostracién. (=) Supongamos que Z, = {0,1,...,n — 1} es un cuerpo. Entonces todo ele-

mento no nulo k, k = 1,...,n — 1, es invertible en Z,. Por lo tanto, por la Proposicién 1.4.5,

todo k =1,...,n — 1 es relativamente primo con n. Con lo cual, n es primo.

(<) A cargo del lector. u

Definicién 4.1.10. Sea A un anillo. Un subconjunto no vacio B de A es llamado un subanillo

de A si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) siz,y € B, entonces z —y € B;

(2) siz,y € B, entonces z.y € B.

Si ademas A tiene identidad 1, entonces se debe cumplir que 1 € B.

Se puede observar que B es un subanillo de A si B es un subgrupo de (A, +) y es cerrado

bajo la operacién producto.
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Ejemplo 4.1.11.

(1) Z es un subanillo de Q, Q es un subanillo de R y R es un subanillo de C.
(2) My(Z) es un subanillo de My(Q).

(3) Sea Z el anillo de los enteros. Todo subgrupo de Z es un subanillo de Z.

(4) Sea C(]0,1],R) la coleccién de todas las funciones f: [0,1] — R continuas. Entonces
C([0,1],R) es un subanillo del anillo de funciones R,

(5) Una funcién f: R — R es llamada de soporte compacto si existen a,b € R tal que f(z) =0
para todo x ¢ [a,b]. Entonces, el conjunto de todas las funciones f: R — R de soporte

compacto es un subanillo del anillo de funciones RE. [ |

En el caso de teoria de grupos, vimos que una herramienta importante para el estudio
de un grupo era el conocimiento de sus subgrupos y mas especificamente el conocimiento de
sus subgrupos normales. En el caso de anillos ocurre algo similar, ademas de subanillos, otra

subestructura importante para entender la estructura algebraica de un anillo es la de ideal.
Definicién 4.1.12. Sea A un anillo y sea [ un subconjunto no vacio de A. Diremos que
(1) I es un ideal izquierdo de A si cumple con:

(a) six,y €I, entonces z —y € I;

(b) sia€ Ay x € I, entonces a.x € I.
(2) I es un ideal derecho de A si cumple con:

(a) six,y €I, entonces v —y € I;

(b) sia€ Ay z €I, entonces x.a € I.
(3) I es llamado un ideal de A si lo es a izquierda y derecha.

Observe que todo ideal a izquierda o derecha de una anillo A es en particular un subanillo
de A. Ademas, es claro que si A es un anillo conmutativo entonces ideales a izquierda y derecha

coinciden y, simplemente los llamamos ideales.

Ejemplo 4.1.13.

(1) Dado un anillo A, A y {0} son ideales de A y son llamados los ideales triviales de A.
(2) Sea A un anillo y z € A. Entonces, Az := {a.z : a € A} es un ideal izquierdo de A.

(3) En un anillo con divisién A, los tinicos ideales son los triviales: A y {0} ;por qué? [ |

El siguiente resultado, el cual es una reciproca del Ejemplo 4.1.13 (3), muestra que efec-
tivamente cierta informacién sobre los ideales de un anillo nos da cierta informacién sobre la

estructura del anillo.
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Proposicién 4.1.14. Sea A un anillo con identidad. Si los unicos ideales (a izquierda o dere-

cha) de A son los triviales, entonces A es un anillo con division.

Demostracion. Sea a € A no nulo. Consideremos el ideal izquierdo Aa = {b.a : b € A}.
Como los tnicos ideales de A son {0} y A, tenemos que Aa = A, porque Aa # {0}. Entonces
1 € A = Aa. Con lo cual existe b € A tal que 1 = ba. De igual forma, se tiene que aA = A.
Con lo cual existe ¢ € A tal que 1 = ac. Se puede probar que (véase el Ejercicio 4.4) b = ¢, y

asi a es invertible. Por lo tanto, A es un anillo con divisién. [ |

Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea X un subconjunto de A. Observemos
primero que siempre hay un ideal de A que contiene a X, es el mismo A. Ademds no es
dificil probar, y es un buen ejercicio para el estudiante (ver Ejercicio 4.11), que la interseccién
arbitraria de una coleccién de ideales de A es un ideal de A. Entonces, podemos considerar el
siguiente ideal

(X) :m{l: I esunideal de Ay X C I}.
Por lo tanto, (X) es un ideal de A que contiene a X y ademads si J es un ideal de A tal que
X C J, entonces (X) C J. En otras palabras, (X) es el menor ideal de A que contiene a
X. El ideal (X) es llamado el ideal generado por X. La siguiente proposicién nos da una

caracterizacion ttil del ideal generado por un subconjunto.

Proposiciéon 4.1.15. Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea X C A no wvacio.
Entonces,
(X)={ay.x1 4+ - +apz,: n>1, a; €A, x;€ X}.

Para conjuntos unitarios {x}, denotamos al ideal generado por {z} por (x) en lugar de

({z}). Los ideales de la forma (x) son llamados ideales principales.

Ejemplo 4.1.16.

(1) Consideremos el anillo de enteros Z. Para cada n € Z, los ideales principales son (n) =
{kn : k € Z}. Sea I un ideal no nulo de Z. Sea n el menor entero positivo tal que n € I.
Como n € I, se sigue que (n) C I. Sea m € I. Por el algoritmo de la divisién, existen
enteros q y r tales que m = nqg+r con 0 < r < n. Dado que r = m —nqg y m,nq € I,
obtenemos que r € I. Entonces, r = 0. Asi, m = ng € (n) con lo que hemos probado
que I C (n). En consecuencia, I = (n). Por lo tanto, hemos demostrado que todo ideal del

anillo Z. es principal.

(2) Consideremos el anillo de polinomios con coeficientes enteros Z[X| y tomemos el ideal
generado por los polinomios 2 y X, esto es, (2, X) = {2.a(X) + X.b(X) : a(X),b(X) €
Z[X]}. Probaremos que (2, X) no es un ideal principal. Para ello supongamos hacia una
contradiccién que (2, X) = (p(X)). Como 2 € (p(X)), debe existir un a(X) € Z[X] tal que
2 = p(X).a(X). Entonces, p(X) y a(X) deben ser constantes y dado que 2 es primo tenemos
que p(X),a(X) € {£1,£2}. Si p(X) = £1, obtenemos que (p(X)) = (2, X) es todo Z[X],
lo cual es imposible. Entonces, p(X) = £2. Asi, obtenemos que X € (p(X)) = (2) y
entonces existe a(X) con coeficientes enteros tal que X = 2.a(X). Lo cual es claramente

imposible. Por lo tanto, (2, X) es un ideal no-principal. [ |
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4.2. Homomorfismos y cocientes de anillos
En este seccion introduciremos las otras dos nociones importantes en el estudio de anillos y
las cuales son: la de homomorfismo y la de anillo cociente.

Definicién 4.2.1. Sean A y B dos anillos. Una aplicaciéon f: A — B es llamada un homo-

morfismo de anillo si cumple con:
(1) flx+y) = f(x)+ f(y), para todo z,y € A;

(2) f(x.y) = f(z).f(y), para todo =,y € A.

Ademas, diremos que f es un monomorfismo de anillos si f es una funcién inyectiva y f
es llamada un epimorfismo de anillos si es sobreyectiva. Por tltimo, f is dicha a ser un
isomorfismo de anillos si es mono y epimorfismo. Si el contexto es claro y no hay peligro de

confusién eliminaremos el adjetivo anillo de las definiciones anteriores.

Proposicion 4.2.2. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces,

(1) f(04) =0p;

(2) f(=a) = —f(a).
Si A y B tienen identidad y f(14) = 1p, entonces se cumple que:

(3) sia € U(A), entonces f(a) € UB) y f(a)™' = f(a™t).
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Sean A y B dos anillos y sea f: A — B un homomorfismo. El conjunto
Nu(f) :=={a € A: f(a) =05}

es llamado el nucleo de f.
Proposicién 4.2.3. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces,
(1) Nu(f) es un ideal de A;
(2) Im(f) es una subanillo de B.
(3) Si J es un ideal de B, entonces f~Y(B) es un ideal de A.
(4) Si f es sobreyectiva e I es un ideal de A, entonces f(I) es un ideal de B
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Sea A un anillo e I un ideal (izquierdo y derecho). Como I es un subgrupo del grupo abeliano
(A, +), podemos tomar el grupo cociente (A/I,+). Como A es més que un grupo abeliano, es
un anillo e I es mas que un subgrupo, es un ideal de A, podemos dotar al grupo cociente A/I

de una operacién que lo haga un anillo: definimos para [a], [b] € A/I,
la].[b] = [a.b].

El lector debe chequear que la nueva opercacién . en A/I esta bien definida.
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Teorema 4.2.4. Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Entonces, (A/I,+,.) es un anillo y
es llamado el anillo cociente de A por I. Ademds, si A es conmutativo asi lo es A/I. La
funcion ma: A — A/I definida por ma(a) = [a] es un epimorfismo y Nu(wa) = I. La funcion

74 €s llamada el epimorfismo candnico de A sobre A/I.

El teorema anterior, que caracteriza la existencia y construccién de un anillo cociente, sera

de gran importancia para construir ejemplos de dominios de integridad y cuerpos.

Ejemplo 4.2.5. Sea Z[X] el anillo de polinomios con coeficientes enteros. Sea I el conjunto
de todos los polinomios p(X) = a, X" + -+ + a1 X + ag tal que ayp = a; = 0 junto con el
polinomio nulo. El conjunto I es un ideal del anillo Z[X]. Observemos que para cada par
p(X)=a, X"+ -+ u X +ap,qX)=b,X"+- -+ b X+ by € Z[X]

[p(X)] = [¢(X)] <= p(X)—q(X) el
<~ ao—boz()yal—blz()

> ag="byya =b.

En consecuencia se sigue que un conjunto completo de representativos del anillo cociente Z[X]/I
es dado por los polinomios de la forma aX +b, esto es, Z[X]/I = {[aX 4+ V] : a,b € Z}. Observe
que en este anillo cociente Z[X]/I tenemos que [X][X] = [X?] = [0], con lo cual Z[X]/I tiene
divisores de cero, aunque el anillo Z[X | no tiene divisores de cero. Esto muestra que la propiedad

de no tener divisores de cero no se preserva bajo cocientes. |

Ahora estamos en condiciones de establecer tres teoremas sobre homomorfismos y cocientes
de anillos. El lector debe percatarse de la similitud de estos teoremas con los Teoremas 2.3.2,
2.3.6 y 2.3.7 para grupos. Omitimos las demostraciones de los tres teoremas abajo y las dejamos

como un buen ejercicio para lector.

Teorema 4.2.6 (Primer Teorema de Isomorfismo para anillos). Sea f: A — B un epimorfismo

de anillos. Entonces,

A/Nu(f) = B.
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Ejemplo 4.2.7. Sea A un anillo, X un conjunto no vacio y consideremos el anillo de funciones

AX . Para cada ¢ € X definimos la funcién
E.: AX - A por E.(f) = f(c)

(llamada evaluacién en c). La funcién E. es un epimorfismo de anillos y Nu(FE,) = {f € A% :
E.(f) =0} ={f € AX: f(c) =0}. Por lo tanto, A*/Nu(E.) = A. u

Teorema 4.2.8 (Teorema de Correspondencia). Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Enton-
ces, la aplicacion que envia cada ideal J de A que contiene a I al ideal J/I del anillo cociente

A/l es una correspondencia biunivoca.
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Demostracion. A cargo del lector. [ |

Ejemplo 4.2.9. Hallemos todos los ideales de Zg. Notemos que Zg = Z/(6). Luego, por el
Teorema de Correspondencia, tenemos que los ideales de Zg son exactamente los ideales de la
forma J/(6) con J un ideal de Z tal que (6) C .J. Recordemos que todos los ideales de Z son

principales; ademés (6) C (n) <= n | 6. Entonces, los ideales de Zg son

/ {
/
/
/

6
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6
6
6
6
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(1)/{6)
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Teorema 4.2.10. Sea f: A — B un epimorfismo de anillo. Sea J un ideal de B y sea I :=
f7YJ]. Entonces, I es un ideal de A y

A/l = B/J
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Corolario 4.2.11. Sea A un anillo y sean I y J ideales de A tales que J C I C A. Entonces,
AT = (A/T)/(1]J]).

Demostracion. A cargo del lector. |

4.3. Cuerpo cociente

En esta seccién veremos cuales anillos se pueden sumergir en un cuerpo. En otras palabras,
veremos que para ciertos anillos podemos construir un cuerpo, a partir del anillo original, tal
que el anillo este representado dentro de dicho cuerpo.

Sea A un dominio de integridad, esto es, un anillo conmutativo con identidad y sin divisores
de cero. Ademas recuerde que A no es trivial, es decir, 1 # 0. Ahora consideremos el siguiente

conjunto:

M ={(a,b) :a,b € Ay b#0}.

Se define la relacién binaria ~ sobre M como sigue:
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be. (4.1)

Se observa sin dificultad que la relacion ~ se reflexiva y simétrica. Veamos que es también
transitiva: supongamos que (a,b) ~ (¢, d) y (¢,d) ~ (e, f). Luego, por la definicién (4.1),
tenemos que ad = bc y ¢f = de. Entonces adf = bcf = bde. Dado que A es un dominio de
integridad y d # 0, tenemos que af = be y asi (a,b) ~ (e, f). Por lo tanto, ~ es una relacién

de equivalencia sobre M y asi determina una particién de M. Vamos a denotar a la clase de
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equivalencia del par (a,b) por a/b, esto es, a/b = {(¢,d) € M : (¢,d) ~ (a,b)}. Segin esta
definicién y (4.1) tenemos que

%:g — (a’b)w(c,d) < ad = bc.

A continuacién vamos a dotar al conjunto cociente M/~ con dos operaciones: suma + y pro-

ducto .. Ellas se definen como la suma y producto usuales en los niimeros racionales:

a ¢ ad+be a ¢ ac

b d bwd Y b d bd

Lo primero que debemos chequear es que las operaciones de suma y producto estan bien defi-
nidas en M /~. Observemos que bd # 0 ya que A es un dominio de integridad y b # 0y d # 0.
Supongamos que a/b=a' /by ¢/d = ¢’ /d'. Entonces

al =d'b y cd =dd. (4.2)
Multiplicando en (4.2) la primera identidad por dd' y la segunda por bb’ obtenemos

ab'.dd'" = a'b.dd’ y cd .bb' = d.bt
ad.t/'d = d'd .bd y bet'd = b'c.bd.
Sumando correspondientemente obtenemos
adb'd’ + beb'd = a'd'bd + b'c'bd
(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd.
Entonces

ad +bc ad +bcd
bd bd

lo cual implica que

Por lo tanto, la suma esta bien definida. Para el producto, multiplicamos en (4.2) la primera

igualdad por cd’ y la segunda por a'b:
ab'ed = a'bed’ y cd'a'b = cda'b
ac.t/d = a'cbd y a'chd = d'c .bd.

Entonces,

a ¢ ada ¢

b d v d
Teorema 4.3.1. Para cada dominio de integridad A, la estructura (M/~,+,.) es un cuerpo y

la funcion p: A — M/~ definida por p(a) = a/1 es un monomorfismo de anillos.

Demostracion. Las pruebas de que las operaciones suma y producto en M/~ son asociativas y
conmutativas son sencillas y se dejan a cargo del lector. Ademads, es directo comprobar que 0/1

es elemento neutro con respecto a +, (—a)/b es el opuesto de a/by que 1/1 es la identidad con
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s
’

M/~
Figura 4.1: M/~ es el menor cuerpo en el cual A estd sumergido.

respecto al producto. El inverso multiplicativo de a/b con a # 0 es b/a. En efecto, como a # 0,

bja€ M/~y
a b ab 1
b a ba 1
Por lo tanto, M/~ es un cuerpo. Ahora probemos que ¢ es un monomorfismo. Sean a,a’ € A.

Observe que es sencillo comprobar que

¢, ¢ _otd o g ad
11 1 11 1
Entonces esto implica que p(a)+¢(a’) = p(a+a’) y p(a).p(a’) = p(aad’) y ademds por definicién
©(1) = 1/1. Asi tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillo. Las siguientes implicaciones
muestran que @ es inyectiva:

a a

p(a) = pld) = T1=7 — al=1d = a=4d.

Por lo tanto, ¢ es un monomorfismo. Esto completa la demostracion. |

El cuerpo M/~ es llamado el cuerpo cociente o cuerpo de fracciones del dominio de
integridad A. El teorema anterior nos dice que A estd sumergido en su cuerpo de cocientes
M/~ y como es natural a los elementos de la forma a/1, los que representan a los elementos
de A en M/~ los denotamos simplemente por a.

La siguiente proposicién nos muestra que el cuerpo cociente de un dominio de integridad A
es el menor cuerpo en el cual A esta sumergido.

Proposicion 4.3.2. Sea A un dominio de integridad. Si K es un cuerpo y f: A — K es un
monomorfismo de anillos, entonces existe un monomorfismo h: M/~ — K tal que f = ho g

(véase la Figura 4.1).

Ademas, el cuerpo cociente M/~ de A es, salvo isomorfismo, el tinico con esta propiedad.
Esto es, si L es un cuerpo tal que existe un monomorfismo «: A — L con la propiedad: para
todo cuerpo K y todo monomorfismo f: A — K existe un monomorfismo h: L — K tal que
a = foh,entonces L = M/~.

Demostracion de la Proposicion 4.3.2. Definimos la funcién h: M/~ — K como sigue: h(a/b) =
f(a).f(b)~1. Observemos que esta definicién es admisible ya que f(b) # 0. Como es usual, lo
primero que debemos mostrar es que h esta bien definida:

a/

Z=2 = ab =bd = f(@)f () = f)f(d)
— f@)f(b)" = f@)F) = h(a/b) = h(d'JV).
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Ahora probemos que h es un homomorfismo de anillos. Sean a/b,c/d € M/~. Entonces,

a c ad + bc _1
h(5+3):h< - ):fmd+myﬂw)

= f(ad)-f(bd)"" + f(be)-f(bd) ™" = f(a).f(b) " + f(c).f(d)

43 n ()

= f(@) f(b) " .f () f(d) " =h (%) h (g) .

Ademds, h(1/1) = f(1).f(1)"' = 1. Luego, h es un homomorfismo. Ahora vemos que h es

inyectiva:

h(3)=h(5) = F@f) = fef@
= [(@f(d) = [(©fb) = f(ad) = f(ch)

d = cb ==
—— a Cz}bd

Por lo tanto, h es un monomorfismo y ademds f(a) = f(a)f(1)™' = h(a/1) = h(p(a)), esto es,
f=hop. |

Ejemplo 4.3.3. Sabemos que el cuerpo de los niimeros racionales Q contiene al dominio de
integridad de los enteros Z. Se cumple que si K es un cuerpoy f: Z — K es un monomorfismo,
entonces h: Q — K definida por h(n/m) = f(n).f(m)™! es un monomorfismo tal que para
todo n € Z, h(n) = f(n). Entonces, Q es el menor cuerpo que contiene a Z y por lo tanto, por

la proposicién anterior, Q es el cuerpo cociente (o cuerpo de fracciones) de Z. [ |

Ejemplo 4.3.4. Si A es un subanillo con identidad de un cuerpo K, entonces el cuerpo cociente
de Aes F:={ab':a€ A be A*} el cual es un subcuerpo de K. |

Ejemplo 4.3.5. Como Z es un dominio de integridad, el anillo de polinomios Z[X] es también
un dominio de integridad. El cuerpo de fracciones de Z[X] es el cuerpo de funciones racionales
en la indeterminada X sobre Z. Denotamos a este cuerpo cociente como

p(X

REz[X]) = { 253 500,000 € ZIX] y g £ 0}
Observemos que el cuerpo R(Z[X]) contiene al cuerpo de fracciones de Z, es decir, R(Z[X])
contiene a Q.
Por otro lado, Q[X] es un dominio de integridad (no es cuerpo) y su cuerpo cociente es el

de las funciones racionales sobre Q:

p(X)

R(QIX]) = {M  p(0),q(X) € QLX) (X) # o} |
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R(Z[X]) «—— R(Q[X])

Figura 4.2: El cuerpo de funciones racionales sobre Z y Q.

Es claro que R(Z[X]) € R(Q[X]). Ahora, sea % € R(Q[X]) y sea m el comin denomi-

: X m.p(X
nador de todos los coeficientes en p(X) y ¢(X). Entonces % = m.ZEXg € R(Z[X]). Luego

R(Q[X]) € R(Z[X]) y por lo tanto ambos cuerpos de funciones racionales coinciden. Por lo

tanto hemos obtenido lo siguiente: como Q es el cuerpo cociente de Z, los cuerpos cocientes de
los dominios integrales Z[X] y Q[X] coinciden. Esto es resumido en la Figura 4.2, donde las

flechas representan la inclusién entre conjuntos. |

4.4. Teorema chino de los restos

El Teorema chino de los restos es uno de los resultados mas importante y ttiles en la Teoria
de Numeros. Aqui presentamos una de sus formas mas abstracta en la teoria de anillos y la
aplicamos para determinar su forma més cldsica en la teoria de los niimeros enteros, la cual nos
permite resolver sistemas lineales de congruencias.

Primeros necesitamos algunas definiciones y resultados generales en la teoria de anillos. Para

aquellos resultados en los que no se presente una demostracion, ellas quedan a cargo del lector.

Definicién 4.4.1. Sean Ay, ..., A, anillos. Se definen en el producto cartesiano A; x --- x A,
las siguientes operaciones:
para (ai,...,a,),(b1,...,by) € Ay X -+ X Ay,

(al,...,an)+(b1,...,bn):(a1+b1,...,an+bn) y

(Cll, PN ,an)(bl, N 7bn) = (albl, Ce ,anbn).

Proposicion 4.4.2. Para cualesquiera Ay, ..., A, anillos, el producto cartesiano A; X ---x A,

con las operaciones antes definidas es un anillo. Ademdas:

(1) si todos los anillos Ay, ..., A, tienen identidad, entonces el anillo Ay X --- X A, tiene una
identidad;
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(2) si todos los anillos Ay, ..., A, son conmutativos, entonces el anillo Ay X -+ X A, es con-

mutativo.

Observacion 4.4.3. Si A y B son dos dominios de integridad, entonces el anillo producto
A x B no es necesariamente un dominio de integridad. Por ejemplo, el elemento (1,0) es un

divisor de cero en Z x Z.

Definicién 4.4.4. Sea A un anillo con identidad. Dos ideales I y J de A son llamados coma-
ximales si I + J = A. Un nimero finito de ideales I, ..., I, son llamados comaximales si

son comaximales de a pares, esto es, si I, + I, = A para todos k # r.

Proposicion 4.4.5. Sea A un anillo con identidad. St I, Is y J son ideales de A tales que J

es comazximal con Iy y J es comaximal con Iy, entonces J es comaximal con Iy N Is.

Demostracion. Sea a € A. Como A=J+ 11 y A=J+ I, existen j1,j2 € J, i1 € I e iy € I
tales que 1 = j; +41 y a = jo + io. Entonces, a = l.a = (j1 +i1)(J2 +i2) € J+ (I; N I3). Por lo
tanto, A = J + (I3 N I), es decir, J es comaximal con I; N Is. [ |

Ahora estamos listo para presentar el resultado principal de esta seccién. Para un ideal I
de un anillo A, la notacién a = b(mdd 1) significa, como es habitual en Z, que a/I = b/1, esto

es, a 'y b son dos representantes de la misma clase de equivalencia en el cociente A/I.

Teorema 4.4.6 (Teorema chino de los restos). Sea A un anillo con identidad. Sean I, ..., 1,
ideales comaximales de A y sean aq,...,a, € A. Entonces, existe un elemento a € A tal que
a=a(méd ), ..., a=a,(mdd I,).

Ademds, a estd univocamente determinado mdodulo Iy N ---N 1I,.

Demostracion. Vamos a probar el teorema para n = 2 y luego probamos el caso general por
induccién. Como I+ I = A, tenemos que 1 = uq +uy para algunos u, € I y us € Is. Tomemos

a = asuq + ajus. Usando el hecho que I; es un ideal y us — 1 = —u; obtenemos que

a—a; = a.uy +aj.ug —a; = ag.ug +ag.(ug — 1) =
as.up — ay.uy = (ag — ay).ug € Ih.
Luego, a = a;(méd ;). Andlogamente, se obtiene que a = as(mdd I5). Ademas, si b es otro
elemento en A que cumple con b = a1(méd ) y b = az(mdd Iy), entonces a — b € I; N Is.
Luego a/Iy N1y =b/1; N I5.
Ahora pasamos al caso general. Supongamos que el teorema es valido paran y sean I, ..., I, I,11

ideales comaximales de A y sean aq, ..., ay,,a,+1 € A. Como Iy, ..., I, son comaximales, por la

hipétesis inductiva tenemos que existe un elemento b € A tal que
b=a;(méd Ih), ..., b=a,(mdd I,).

Ahora, por la Proposicion 4.4.5, sabemos que los ideales Iy N ---N I, y 1,41 son comaximales.

Entonces, como ya hemos probado, existe un elemento a € A tal que

a=bmédLN---N1IL) v a=ap(méd,,q).
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La primera equivalencia implica que a = b(mdd [;), ..., a = b(méd I,,). Luego, usando transi-
tividad obtenemos

a=a(méd Ih), ..., a=a,(méd I,) y a = app1(méd I, 41). [

Ahora veamos como aplicar el Teorema chino de los restos para resolver un sistema lineal
de congruencias de la forma:
x = a;(méd ny)

as(médny)

8
Il

(4.3)

(2 = ap(mdd ny).

Sean m y n enteros relativamente primos. Entonces, existen enteros s y t tales que 1 = m.s+n.t.
Luego, para todo entero k, k = m.s.k + n.t.k. Por lo tanto, Z = (m) + (n), esto es, los ideales

(m) y (n) son comaximales. Adem4s, es claro que
a=b(méd(n)) <= a/(n)=0/(n) <= n|a—>b < a=b(mddn).

Teorema 4.4.7. Seanny, ..., ny enteros positivos y relativamente primos dos a dos. Sia, . . ., ay
son enteros cualesquiera, entonces el sistema de congruencias (4.3) tiene una solucién a que es

unica modulo ny.no. .. .. Ny

Demostracion. Consideremos los ideales (nq), ..., (ng) que son comaximales ya que los enteros
ni,...,n, son relativamente primos dos a dos y ademds sabemos que x = a;( méd n;) < = =
a;(méd (n;)) para cada i = 1,..., k. Entonces, por el Teorema chino de los restos, existe un

elemento a que es solucién del sistema (4.3) y es tinico médulo (ny)N---N{ng) = (ny.na. ... )

Para cerrar esta seccion, veamos un algoritmo para hallar las soluciones de los sistemas de
congruencias (4.3) y obtener la tnica solucién médulo ny.ns. .. .. ng. Supongamos que tenemos

el sistema (4.3), entonces:

k
(1) para cadai=1,...,k, calcular M; = @;
n;
(2) para cadai=1,...,k, hallar el inverso d; de M; médulo n;;

(3) una solucién particular del sistema es:

xo = a;.My.dy + -+ ak-Mk-dk§

(4) la unica solucién médulo ny.ns. .. .. ny es el resto de dividir la solucién xzy por nq.ng. .. .. Ng;

(5) todas las soluciones del sistema son de la forma:
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Ejemplo 4.4.8. Determinemos las soluciones del siguiente sistema de congruencias:

2(mod 3)
3(méd 5)
5(maéd 7).

T
T
T

Vamos a seguir los pasos del algoritmo descrito recién:
(1) My =5.7=35, My =3.7T=21y M3 =3.5=15.

(2) Como 35 = 2(mdd 3), entonces d; = 2 (esto es, 2/(3) es el inverso de 35/(3) en Z3); como
21 = 1(m6d 5), entonces dy = 1 y; como 15 = 1(méd 7), entonces ds = 1.

(3) Una solucién del sistema es:

To — al.Ml.dl -+ a2.M2.d2 + CL3.M3.CZ3 =2.35.2+4+3.21.1 +5.15.1 = 278.

(4) La solucién unica médulo 3.5.7 = 105 es 68, ya que es el resto de dividir 278 por 105 o
equivalentemente 278 = 68(mad 105).

(5) Todas las soluciones del sistemas son:

x=278+105¢t conteZ. 1

4.5. Ideales maximales y primos

En esta seccién todos los anillos considerados, a menos que se indique otra cosa, seran
anillos conmutativos con identidad. Aqui estudiaremos dos clases importantes de ideales: ideales
méaximales e ideales primos.

Diremos que un ideal I de un anillo A es propio si [ # A.

Definicién 4.5.1. Sea A un anillo. Un ideal I de A es llamado maximal si es propio y no
estd contenido estrictamente en ningun otro ideal propio de A. Esto es, I es maximal cuando

se cumple que para cada ideal propio J de A, si I C J, entonces [ = J.

Lo primero que debemos probar es la existencia de ideales maximales. Esto es consecuencia

del Lema de Zorn (véase el Capitulo ?77?).

Proposicion 4.5.2. Sea A un anillo. Cada ideal propio de A estd contenido en un ideal mazximal

de A.

Demostracion. Sea I un ideal propio de A. Consideremos el conjunto
H ={J:J esun ideal propiode Ay I C J}

ordenado por la relacién de inclusién: C. Veamos que el conjunto ordenado H cumple las
hipétesis del Lema de Zorn. Primero, H # (). En efecto, se tiene que I € H por ser I un ideal

propio de A e I C I. Sea C = {J, : @ € I'} una cadena de H. Probemos que J := |J J,
acl’
pertenece a H, es decir, probemos que J es un ideal propio de Ay I C J.
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» J esideal de A:

e Para cualquier « € I, 0 € J, C J. Entonces J # (.

e Sean a,b € J. Entonces existen «, 5 € I" tales que a € J, y b € Jz. Como C es una
cadena tenemos que J, C Jg o Jz C J,. Supongamos que J, C Jg (igual si Jg C J,).
Entonces, a,b € Jz. Como Jz es ideal, tenemos que a — b € Jz C J.

e Seaa € Jybe A Entonces, existe a € I' tal que a € J,. Como J, es ideal tenemos
que ab € J, C J.

» J es propio. Como cada J, € H, J, es propio. Con lo cual 1 ¢ J, para todo a € T.
Entonces 1 ¢ J.

= [ C J. En efecto, sea aw € I'. Como J, € H, se tiene que I C J, C J.

Por lo tanto, J = |J J, € H y es claramente una cota superior de la cadena C = {.J, : a € I'}.

al’
Por lo tanto, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal de H. Esto es, existe un ideal
maximal M de A tal que I C M. [ |

Observemos que en todo anillo A existe al menos un ideal méximal. El ideal trivial {0} es

propio (1 ¢ {0}), entonces existe un ideal maximal M (el cual obviamente contiene a 0).

Proposicion 4.5.3. Sea A un anillo conmutativo y sea M un ideal propio de A. Entonces, M

es un ideal mdzximal si y sdlo si A/M es un cuerpo.

Demostracion. Supongamos que M es maximal. Ya sabemos que A/M es un anillo conmutativo.
Veamos que todo elemento no nulo [a] de A/M es invertible. Como [a] es no nulo, a ¢ M.
Consideremos el ideal Aa + M = {z.a+m: = € A, m € M}. Es claro que a € Aa + M
y M & Aa + M. Por la maximalidad de M, A = Aa + M. Con lo cual, 1 € Aa + M. Asi,

1 = x.a + m para algunos x € Ay m € M. Entonces,
la][z] = [a.2] = [L = m] = [1] — [m] = [1]".

Entonces, [z] es el inverso multiplicativo de [a].

Reciprocamente, supongamos ahora que A/M es un cuerpo y probemos que M es maximal.
Como A/M es un cuerpo, los tnicos ideales de A/M son {0} y A/M (véase el Ejercicio 4.10).
Por el Teorema de Correspondencia en anillos, tenemos que los tinicos ideales de A que contienen
a M son M y A. Por lo tanto, M es maximal. |

La proposicion anterior es una herramienta util para comprobar que un ideal es maximal.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.4.

Pues, m € M, entonces [m] es el cero de A/M.
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(1) Sea n un entero positivo. Es claro que Z,, = Z/(n) es el anillo cociente de Z por el ideal

(n). Entonces,

el ideal (n) es maximal <= Z, es un cuerpo

<= n es primo.

(2) Elideal (2, X) de Z[X] es maximal porque el anillo cociente Z[X]/(2, X) es isomorfo a Zs
que es un cuerpo. En efecto, considere la funcién ¢: Z[X] — Z, definida por ¢(p(X)) = p(0)
para cada p(X) € Z[X]. Entonces, ¢ es un epimorfismo de anillos y Nu(y) = (2, X). Luego,

por el Primer Teorema de Isomorfismo, nos queda que Z[X|/(2, X) = Z, (véase el Ejercicio
4.21). n

Si en la Proposicién anterior ponemos una condiciéon més débil que la de ser A/M un cuerpo,

como por ejemplo que sea un dominio de integridad, ;jque tipo de ideal deberia ser M?

Definicién 4.5.5. Un ideal primo en un anillo conmutativo A es un ideal propio P que

verifica la siguiente condicién: para cualesquiera a,b € A,
abeP = ac€PobeP.

Podemos motivar la definicién anterior mirando en los ideales (n) del anillo de los enteros

Z. Sea p € Z. El ideal (p) es primo si y sélo si
plab=plaop]|b
lo cual es equivalente al requerimiento de que p sea primo.

Ejemplo 4.5.6. Probemos que el ideal (X) es primo en Z[X]. Primero observemos que
(X) = {X.a(X) : a(X) € ZIX]} = {p(X) € Z[X] : p(0) = 0}.

Ahora es claro que (X)) es propio, porque 1 ¢ (X). Ahora probemos que (X) cumple la condi-
cién para ser primo. Sean p(X),q(X) € Z[X] y supongamos que p(X).¢(X) € (X). Entonces
p(0)q(0) = 0. Como p(0),q(0) € Z y Z es un dominio de integridad, tenemos que p(0) = 0 o
q(0) = 0. Con lo cual p(X) € (X) o q(X) € (X). Por lo tanto, (X) es primo. ]

Proposicion 4.5.7. Sea A un anillo conmutativo y P un ideal de A. Entonces, P es primo si

y solo st A/P es un dominio de integridad.

Demostracion. Supongamos primero que P es un ideal primo de A. Sabemos que A/P es un
anillo conmutativo. El elemento cero (o neutro) del anillo cociente A/P es P. Sean a,b € Ay
supongamos que [a|[b] = P. Entonces, [a.b] = Py asi a.b € P. Por ser P primo,a € Pob € P.
Esto es, [a] = P o [b] = P.

Reciprocamente, supongamos que A/P es un dominio de integridad. Asi, P es propio?.

Supongamos que a.b € P. Entonces, [a].[b] = [a.b] = Py como sabemos P es el elemento nulo
de A/P. Luego, como A/P es un dominio de integridad, [a] = P o [b] = P. Entonces, a € P o
b € P. Por lo tanto, P es un ideal primo de A. [ |

2Pues, si P = A entonces A/P tendria solo un elemento con lo cual 1 = 0 lo que no puede ser.
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Corolario 4.5.8. Sea A un anillo conmutativo. Entonces, todo ideal mazximal de A es primo.

Demostracion. Sea A un anillo conmutativo. Si I es un ideal maximal de A, entonces por la
Proposicién 4.5.3 tenemos que A/l es un cuerpo. Con lo cual, A/ es en particular un dominio

de integridad. Entonces, por la Proposicion 4.5.7, I es primo. [ |

Ejemplo 4.5.9. Sea Z[X] el anillo de polinomios con coeficientes enteros. Probemos que el

ideal (2) es primo y no maximal en Z[X]. El ideal generado por 2 es

2y ={2.a(X) : a(X) € Z[X]}
={f(X) € Z[X] : todos los coeficientes de f(X) son enteros pares}.

Tenemos que (2) es un ideal propio ya que X ¢ (2). Veamos que el ideal (2) es primo. Consi-
deremos el epimorfismo v : Z[X] — Zy[X] dado por ¥(f(X)) = f(X), donde f indica que los
coeficientes de f(X) son reducidos médulo 2. Esto es, si f(X) = a, X"+ - -+a; X +aop, entonces
V(f(X)) = f(X) =8y X" +---+a; X +a. Notemos que Nu(z)) = (2) (véase el Ejercicio 4.20).
Del hecho que Zy[X] es un dominio de integridad (véase la Proposicién 5.6.3) y por el corolario
anterior, obtenemos que (2) es un ideal primo. Ademads, (2) no es maximal pues estd incluido
estrictamente en (2, X). |

El siguiente corolario es consecuencia de las Proposiciones 4.5.3 y 4.5.7, y del Primer Teorema

de Isomorfismo para anillos.

Corolario 4.5.10. Sea f: A — B un epimorfismo de anillos conmutativos. Entonces,
(1) B es un cuerpo si y sélo si Nu(f) es un ideal maximal de A;
(2) B es un dominio integral si y sélo si Nu(f) es un ideal primo de A.

Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |

Ejercicios propuestos

Definiciones y propiedades
Ejercicio 4.1. Sea X un conjunto arbitrario no vacio y sea A un anillo. Sea
AY ={f:f: X — Aes funcién}

el conjunto de todas las funciones f: X — A. En AX se definen las operaciones suma y

multiplicacién como sigue: sean f,g € AX entonces

(f+9)(z)=f(x)+g(x) v (fg)(x)= f(x)g(x), para cada z € X.

Probar que (A%, +, ) es un anillo.
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Ejercicio 4.2. Sea A un conjunto no vacio y + y - dos operaciones binarias sobre A tal que
(A, +) es un grupo (no se asume que sea abeliano), la operacion - es asociativa con una identidad
1 y la operacién - distribuye con respecto a + (ver (A3)). Entonces, probar que (A, +,-) es un

anillo con identidad. (Observe que solo tiene que verificar que la operacién + sea conmutativa).

Ejercicio 4.3. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Probar que A es un dominio de

integridad si y sélo si cumple que: para todos a,b,c € A, si a # 0y ab = ac, entonces b = c.

Ejercicio 4.4. Sea A un anillo con identidad. Sean a,b,c € A. Probar quesia.b=1y c.a =1,

entonces b = c. Y por lo tanto, a es invertible.

Ejercicio 4.5. Sea A un anillo con identidad 1. Probar que el inverso de un elemento a € A

es unico.

Ejercicio 4.6. Sea A un anillo. Probar que para todo niimero entero n se cumple que (n.a)b =
n.(ab) para todos a,b € A. Indique en cada paso de la demostracién que propiedad de anillos

se utilizo.

Ejercicio 4.7. Sea A un anillo y sea B un subanillo de A. Probar que:

(a) Si A es conmutativo, entonces B es conmutativo.

(b) Si A es un dominio de integridad, entonces B es un dominio de integridad.
(c) U(B) C U(A).

Ejercicio 4.8. Sea Z[v/—3] = {a +ibV/3 : a,b € Z} C C. Probar que Z[v/—3] es un dominio
de integridad.

Ejercicio 4.9. Sea A un anillo con identidad. Probar que si I es un ideal de A tal que 1 € I,

entonces [ = A.

Ejercicio 4.10. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Probar que A es un cuerpo si y

sélo si A los unicos ideales de A son los triviales (es decir, los tnicos ideales de A son {0} y A).

Ejercicio 4.11. Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea {I, : « € '} una familia de

ideales de A. Probar que la interseccion () o Io s un ideal de A.

Ejercicio 4.12. Sea A un anillo. Sean I y J ideales de A. Probar que:

(a) I+J:={a+b:aclybe J}esunideal de A.

(b) I-J:={a1by +asby+---+ayb,:n €N, a; €1, b; € J} es un ideal de A.
(c) I-JCINJ.

(d) SiI+J=A, entonces [ -J=1NJ.

Ejercicio 4.13. Considerar el anillo Z. En cada uno de los siguientes incisos hallar un entero

positivo a tal que
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(&) (@) =(2)+@3). () (@) =(6)+(8).  (c) (&) =(15) + (21). (d) (&) = (n) + (m).

Ejercicio 4.14. Considerar el anillo Z. En cada uno de los siguientes incisos hallar un entero

positivo a tal que

Ejercicio 4.15. Considerar el anillo de polinomios Z[X] con coeficientes enteros. Sea I =
{p(X)=a, X"+ -+ a1 X +ay € Z[X] : a1 = a9 = 0}. Probar que I = (X?).

Ejercicio 4.16. Sean n € N. Probar que todo ideal de Z,, es principal.

Ejercicio 4.17. Sean Ay, ..., A, anillos. Considerar las siguientes operaciones sobre el producto

cartesiano A; X - -+ X A,: para todos @ = (ay,...,a,),b= (by,...,b,) € Ay X --- X Ay,
G+b=(a;+by,...,an+0b,) y @b=(arby,...,anby,).

(a) Probar que A; x --- x A, con las operaciones recién definidas es un anillo.

(b) Probar que si cada anillo A; es conmutativo, entonces A; X --- x A, es conmutativo.

(c) Probar que si cada anillo A; tiene identidad, entonces A; x - -- x A, tiene identidad.

(d) Probar que si cada anillo A; es un dominio de integridad, entonces A; X --- X A, es un

dominio de integridad.

(e) Probar que si cada anillo A; es un cuerpo, entonces A; X - -+ X A, es un cuerpo.

Homomorfismos y cocientes de anillos

Ejercicio 4.18. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces, f es inyectivo si y solo

si Nu(f) = {05}

Ejercicio 4.19. Considerar el anillo de polinomios Z[X]. Probar que:

(a) (X) = {p(X) € ZIX] : p(0) = O}.

(b) La funcién ¢: Z[X]| — Z definida por ¢(p(X)) = p(0) es un epimorfismo de anillos.
(c) Nu(p) = (X).

(@) ZIX]/(X) 2 2.

Ejercicio 4.20. Considerar el anillo de polinomios Z[X]. Probar que:

(a) (2) ={p(X) € Z[X] : todos los coeficientes de p(X) son multiplos de 2}.

(b) Sea Zy[X] el anillo de polinomios con coeficientes en Z,. La funcién ¢: Z[X] — Zs[X]
definida por: si p(X) = a, X" + -+ -+ a1.X + ao, entonces Y(p(X)) =@, X"+ -+ X +ag

es un epimorfismo de anillos.
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(d) Z[X]/(2) = Z,[X].
Ejercicio 4.21. Considerar el anillo de polinomios Z[X]. Probar que:
(a) (2,X) = {p(X) € Z[X] : p(0) es par}.

(b) La funcién ¢: Z[X] — Zs definida por ¢(p(X)) = p(0) es un epimorfismo de anillos.

(c) Nu(p) = (2, X).

(d) Z[X]/(2,X) = Zy.

Ejercicio 4.22. Sea A = { <g b) ca,b e R}.
a

(a) Probar que A es un subanillo de Ms(R).
0 b :
(b) Sea I = 0 0] b € R 3. Probar que I es un ideal de A.

(c) Probar que A/I = R.

Ejercicio 4.23. Sean Iy, ..., I, ideales de un anillo A. Pruebe que la aplicacién ¢: A/ (p_; Iy —
A/l x -+ - x A/, definida por ¥([a]) = (71(a), ..., m,(a)) es un monomorfismo, donde cada

es el epimorfismo canénico determinado por el anillo cociente A/I.
Ejercicio 4.24. Considerar el anillo de polinomios R[X] y el cuerpo de nimeros complejos C.

(a) Probar que la funcién ¢: R[X] — C definida por ¢(f(X)) = f(i) es un epimorfismo de

anillo.
(b) Probar que Nu(y) = (X? + 1).
(c) Probar que R[X]/(X?+1) = C.
Ejercicio 4.25. Suponga que hay un niimero real r con la propiedad que r + 1/r es un entero

impar. Probar que r es irracional.

Cuerpo cociente

Ejercicio 4.26. (a) Demostrar que Z[v/3] := {a + bV/3 : a,b € Z} es un subanillo de R, con-

mutativo con identidad y sin divisores de cero, es decir Z[v/3] es un dominio de integridad.

(b) Demostrar que Q[v/3] := {q1 + V3 : ¢1,¢2 € Q} es un subcuerpo de R y es el cuerpo
cociente del dominio de integridad Z[v/3]. (Sug.: Usar el resultado del Ejemplo 4.3.4.)
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Teorema chino de los restos

Ejercicio 4.27. Considere la situacion del Ejercicio 4.23. Pruebe la siguiente afirmacién: el

monomorfismo 1 es un isomorfismo si y solo si los ideales I, ..., I,, son comaximales.

Ejercicio 4.28. Para cada uno de los siguientes sistemas de congruencias hallar el conjunto de

soluciones y la solucién tinica médulo ny.ns. . . .. .
r = 1(mdbd 8) x = 5(mbd 8)
(a) ¢z =2(mdd 25) (b) {2 = 12(mdbd 25)
r = 3(mdd 81). x = 47(mdbd 81).

Ejercicio 4.29. Utilice algiin programa computacional para escribir un programa que reali-
ce computacionalmente el algoritmo, descrito en la pagina 87, para la determinacion de las

soluciones y de la tnica solucién (bajo cierto médulo) de un sistema de congruencias.

Ideales maximales y primos

Ejercicio 4.30. Considere el anillo A := 2.7Z con las operaciones usuales. Probar que M := 4.7
es un ideal maximal de A y mostrar que A/M = {0,2} donde 2.2 = 0. Esto es, A/M no es un

cuerpo. Explique por qué esto no contradice la Proposicion 4.5.3.

Ejercicio 4.31. Hallar todos los ideales de Zs,4 e indicar cuales de ellos son maximales.
Ejercicio 4.32. Probar que el ideal (X) es maximal en Q[X].

Ejercicio 4.33. Determinar si el ideal (X) es primo o no en los anillos Z5[X] y Zg[X].

Ejercicio 4.34. Sea A un anillo conmutativo con identidad finito. Probar que todo ideal primo

de A es maximal.

Ejercicio 4.35. Sean A y B anillos conmutativos con identidad. Sea f: A — B un homomor-

fismo. Probar que:
(a) Si @ es un ideal primo de B, entonces f~1(Q) = A o f~1(Q) es un ideal primo de A.

(b) Si f es sobreyectiva y M es un ideal maximal de B, entonces f~'(M) es un ideal maximal
de A.






Capitulo 5

Dominios

5.1. Dominios de factorizacién tunica (DFU)

El dominio de integridad de los nimeros enteros Z tiene una propiedad muy importante,
a saber, el teorema de factorizacion unica (o teorema fundamental de la aritmética). El cual
expresa que todo entero no nulo distinto de 1 puede escribirse de manera tinica, salvo el orden
de los factores, como producto de enteros positivos primos. Entonces, una pregunta que surge
de manera natural es: ;existen otros dominios integrales aparte de los enteros en los cuales valga
un teorema de factorizacion unica? O de forma mas general y abstracta: jsobre qué anillos o
dominios de integridad podemos enunciar un teorema de factorizacién tnica, convenientemente
generalizado? Comenzamos con las nociones abstractas de divisibilidad, elemento primo e irre-
ducible en dominios de integridad, las cuales generalizan las nociones usuales de divisibilidad
y de ntimero primo en Z.

En esta seccion, a menos que se indique otra cosa, todos los anillos considerados son

dominios de integridad.
Definicién 5.1.1. Sea A un dominio de integridad. Sean a,b € A.

= Diremos que a divide a b, o que b es un multiplo de a (o también que a es un divisor

de b) si b= a.c para algin ¢ € A y lo denotamos por a | b.
= Diremos que a y b son asociados si a = b.u para alguna unidad u de A.

En la siguiente proposicién establecemos algunas de las propiedades usuales de la relaciéon

divide, andlogas a aquellas validas en Z.

Proposiciéon 5.1.2. Sea A un dominio de integridad. Para todos a,b,c € A se tiene:
(1) ala;

(2) sia|byb]c, entonces a|c;

(3) a|bybl|asiysdlosiayb son asociados;

(4) sia|byalc, entonces a|b.x+ cy para todos x,y € A;

97
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(5) a|b siy solo si(by C (a);
(6) para todo u € U(A), (a) = (u.a).

Definicién 5.1.3. Sea a € A un elemento no nulo y no invertible. Consideramos las siguientes

definiciones:

= ¢ es llamado irreducible cuando se cumple que si a = b.c, entonces b o ¢ debe ser una

unidad;
» ¢ es llamado primo cuando se cumple que si a | b.c, entonces a | b o a | c.

Proposicién 5.1.4. Sea p € A no nulo. Entonces, p es primo si y solo si (p) es un ideal primo

de A.

Demostracion. Supongamos primero que p es un elemento primo. Si a.b € (p), entonces p | a.b.
Como p es primo, tenemos que p | a o p | b, esto es, a € (p) o b € (p). Entonces, (p) es un ideal
primo. Reciprocamente, supongamos ahora que (p) es un ideal primo y probemos que p es un
elemento primo. Si p | a.b, entonces a.b € (p). Luego, a € (p) o b € (p,), estoes, p|aop|b.

Por lo tanto p es primo. |

Ejemplo 5.1.5. Observemos que en Z, un entero a es primo (la nocién usual que conocemos)
si cumple la condicién de irreducibilidad de la Definicién 5.1.3. ; Entonces por qué lo llamamos
“primos” y no “irreducible”? El hecho es que se puede probar que un entero a es irreducible si
y s6lo si a es primo (segun la Definicién 5.1.3). Probaremos esto en breve en un contexto més

general. [ |
Proposicion 5.1.6. Si p es primo, entonces p es irreducible.

Demostracion. Sea p un elemento primo. Supongamos que p = a.b. Luego p | ab y como p es
primo, tenemos que p | a o p | b. Si p | a, entonces a = p.c para algin ¢ € A. Asi p = pc.by
esto implica que 1 = ¢b. Con lo cual b es una unidad. Andlogamente, si p | b, entonces a es una
unidad. Por lo tanto, p es un elemento irreducible. [ |

Vamos a dar un ejemplo de un elemento que es irreducible pero no primo. Consideremos el
dominio de integridad Z[v/—3] = {a 4+ ibv/3 : a,b € Z}. En Z[\/=3], el 2 es irreducible y no es
primo. Para probar que 2 es irreducible deberiamos conocer cudles son las unidades del dominio
Z[v/—3]. Esto serd completamente resuelto en la Seccién 5.4. Aqui es suficiente observar que
1,—1 € Z[/=3] y son unidades de Z[v/—3]. Ahora si probemos que 2 es irreducible. Supongamos
que

2 = (a+ ibV/3)(c +idV3).

Tomando el conjugado complejo nos queda que
2 = (a — ibV/3)(c — idV/3).
Si multiplicamos las ultimas dos ecuaciones obtenemos que

4 = (a* + 3b*)(c* + 3d?).
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Como los factores del miembro derecho de la ultima igualdad son divisores positivos de 4 y
claramente distintos de 2, tenemos que uno de ellos debe ser igual a 4 y el otro igual a 1.
Supongamos que a® 4+ 3b> = 1. Entonces, a = +£1 y b = 0. Asi, en la factorizacién de 2
uno de los factores es una unidad. Por lo tanto, 2 es irreducible. Ahora, note que 2 divide a
(1+iv3)(1 —iv3) = 4 y 2 no divide a ninguno de los factores’ y por lo tanto 2 no es primo.

Ahora daremos una definicion abstracta del Teorema Fundamental de la Aritmética en Z.

Definicién 5.1.7. Un dominio de factorizacién tinica (DFU) es un dominio de integridad

A satisfaciendo las siguientes propiedades:

(DF1) cada elemento no nulo @ en A el cual no es una unidad puede ser expresado como a =

u.p1 . ..p, donde u es una unidad y los p; son elementos irreducibles de A;

(DF2) si a tiene otra factorizacién, digamos a = v.qj ... ¢y, donde v es una unidad y los ¢;
son irreducibles, entonces n = m y, después de reordenar si fuera necesario, p; v ¢; son

asociados.

Lo primero que probamos es que en un dominio de factorizacién tnica las nociones de

elemento primo e irreducible coinciden.
Proposicion 5.1.8. En un dominio de factorizacion unica, a es irreducible syss a es primo.

Demostracion. Ya sabemos que si a es primo, entonces a es irreducible. Supongamos que a es
irreducible y que a divide a bc. Esto es, bc = ar para algin r € A. Factorizamos b,c y r en
irreducibles para obtener

v.hy ... bu.cy...cp =aw.ry.. . Ty

con u,v,w unidades y b;,c;, 7, elementos irreducibles de A. Como a es irreducible y por la
unicidad de la factorizacién (DF2), a debe ser asociado de algin b; o ¢;. Entonces, a divide a b
o C. |

Ejemplo 5.1.9. El primer ejemplo de un dominio de factorizacién tnica es el dominio de
integridad Z. Ya se ha probado en un curso de algebra basica que todo entero a que no es

unidad (a # 0, £1) es producto de una unidad (£1) por enteros primos positivos. [ |

En analogia con el dominio de factorizacién tinica de los enteros Z tenemos las siguientes
definiciones. Sea A un (DFU) y sean a,b € A. Un elemento d € A es llamado méximo comun

divisor (mcd) de a y b si verifica las siguientes condiciones:
() dlayd]b;
(II) sie|aye|b, entonces e | d.

Observacion 5.1.10. Sid y d son dos med de a y b (es decir, d y d’ satisfacen las condiciones

I IT)), entonces tenemos que d' | d v d | d’, con lo cual d v d' son asociados.
Dy : q y : y

1Si 2 divide a 1+ iv/3 entonces existe un a + ibv/3 € A tal que 1 +iv/3 = 2(a+ zb\/g) Por la unicidad de la

igualdad, nos queda que 1 = 2a donde a € Z, lo cual es absurdo.



100 5.1. Dominios de factorizacién tnica (DFU)

Proposicién 5.1.11. Sea A un (DFU) y sean a y b elementos no nulos de A. Si d es un
elemento de A tal que {a,b) = (d), entonces:

(1) d se puede escribir como una combinacion lineal de a y b, esto es, ezisten z,y € A tales

que d = a.x + b.y;
(2) d es un med de a y by

(3) d es unico salvo multiplicacion por una unidad de A.

Asi podemos hablar de el maximo comun divisor de a y b, cuando este existe, salvo asociados.

Un elemento no nulo m es un minimo comin miultiplo (mem) de a y b si cumple con:
(1) a[myb|m
(11) sia|eyb]le, entonces m | e.

Maximos comun divisores y minimos comun miltiplos siempre existen en un (DFU) y ellos
pueden ser determinados de manera similar al caso de los enteros.

Sea A un (DFU). Es comin en una factorizacién asociar los primos (irreducibles) repeti-
dos, en el sentido de asociados. Esto es, los elementos de A tienen representaciones del tipo
w.py'ps’ ... por donde los p; son primos no asociados. También es usual, como en el caso de los
nimeros enteros, agregar primos con exponentes cero para obtener representaciones usando los
mismos primos. Esto es, si a y b son elementos no nulos de un (DFU) A, entonces por (DF1)
tenemos que a = u.pi'..... pory b= v.p{1 ..... {;” para clertos primos py,...,p, con e; > 0y

fi > 0parai=1,...,n. Luego, la condicién de unicidad (DF2) expresa que
w.pyps? .. pit = v.p{1p£2 Lphh = e =fiVi=1,...,n.
Proposicién 5.1.12. Sea A un (DFU), a = u.p{'ps*...pS» y b = U.p{1p§2 ...pln con los p;
primos, e;, fi > 0 yu,v € U(A). Entonces,
a|lb<=e < fiVi=1,...,n.

Demostracién. Supongamos primero que e; < f; para todo i = 1,...,n. Sea ¢ = u~tvp{" ... pd
donde g; = f; —e; > 0. Entonces, b = ac y asi a | b. Reciprocamente, supongamos que a | b.
Entonces, b = ac. Por (DF1), ¢ = wp{" ... p%. Luego,

oplt . pln = wwp? T ponten,
La unicidad de las descomposiciones muestra que f; = g; + e; para todo ¢ = 1,...,n. Con lo
cual, e; < f; para todo i. [ |

Proposicién 5.1.13. Sea A un (DFU) y sean a y b elementos no nulos de A. Sean

a=upi..... pir oy b=wvpt..... pln

las dos factorizaciones en producto de primos. Entonces el med d y el mem m (salvo asociados)

de a y b son dados por:

d:=pi..... par oy me=pito.o... D,

donde para cada i =1,...,n, o; := min{e;, f;} y B; := max{e;, f;}.
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5.2. Dominios de ideales principales (DIP)

Anteriormente, motivamos la definicién de DFU por el Teorema Fundamental de la Aritméti-
ca en Z. Ahora, recordemos que en el dominio Z, y también en cada Z,, todos sus ideales son
principales. Entonces podemos extraer esta propiedad y realizar la siguiente definicién. Lue-
go veremos que que Z y Z, no son los tinicos dominios en los cuales todos sus ideales son

principales.

Definicién 5.2.1. Un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio de integridad

en el cual cada ideal es principal.

Probaremos primero que todo DIP es un DFU. Para ello necesitamos el siguiente teorema,

el cual es una caracterizacién para que un dominio de integridad sea un DFU.
Teorema 5.2.2. Sea A un dominio de integridad. Entonces:

(1) Si A es un DFU, entonces A satisface la condicion de cadena ascendente (cca) sobre ideales

principales, esto es, si {a1) C {az) C ..., entonces existe un n tal que (a,) = (Gpy1) = .. ..

(2) Si A satisface la condicion de cadena ascendente sobre ideales principales, entonces A
satisface (DF1).

(3) Si A satisface (DF1) y ademds cada elemento irreducible en A es primo, entonces A es un

(DFU).

Por lo tanto, A es un (DFU) si y solo si A satisface la (cca) sobre ideales principales y cada

elemento irreducible de A es primo.

Demostracion. (1) Si {(a;) C (ag) C ... entonces a;11 | a;. Asi, por la proposicién anterior, los
factores primos de a;y; consisten de algunos (o todos) de los factores primos de a; (teniendo
en cuenta la multiplicidad). Ya que a; tiene un ntimero finito de factores primos y todos
a; | ai, en algin momento los factores primos van a ser siempre los mismos, con los cual
(an) = (apy1) = .. ..

(2) Sea a; un elemento no nulo de A. Supongamos que a; no puede ser factorizado como
producto de irreducibles, esto es, (DF1) no se cumple para a;. En particular a; no es irreducible
y asi a; = ay.a), donde as y al, no son unidades y no pueden ambos ser factorizados en producto
de irreducibles. Supongamos que as no puede ser factorizado en producto de irreducibles. Como
as | ay, tenemos que (a;) C (ag) y esta inclusion es propia ya que as ¢ (ay) (si az € (a1),
entonces ay = ajc; con lo cual, ay = asa, = ajcaly y asi 1 = cal, esto es, a}, es una unidad,
absurdo). Luego, en particular as no es irreducible y asi ay = as.aj donde ag y aj no son
unidades y ambos no pueden ser factorizados en producto de irreducibles. Supongamos que
as no puede ser factorizado en producto de irreducibles. También tenemos que (a2) C (as) y
esta inclusion es propia porque asz ¢ (as). Como az no puede ser factorizado en producto de
irreducibles, tenemos, bajo los mismos argumentos recién usados, que existe un elemento ay

tal que (a3) C (a4). Luego, por un argumento inductivo, obtenemos una cadena estrictamente
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creciente (a) C (as) C (ag) C (as) ... de ideales principales, lo que contradice la hipdtesis. Por
lo tanto, a; puede ser factorizado como producto de irreducbles, esto es, la condicién (DF1) se
cumple.

(3) Supongamos que a = u.py ...p, = V.q1 . - . ¢, donde los p; y g; son elementos irreducibles
y u,v son unidades. Entonces, p; es un divisor primo de vgq; ... ¢y, y asi p; divide algun g;,
digamos (reordenando si fuera necesario) que p; divide a ¢;. Como ¢ es irreducible, p; y ¢; son

asociados. Luego tenemos, salvo multiplicacién por unidades, que

P2...Pn=@q2...0m.

Si suponemos que n < m y continuamos con el razonamiento anterior obtendriamos que (salvo

multiplicacién por unidades)

L= gns1-- - Gm-

Con lo cual, g1 es una unidad, lo que es absurdo pues todos los g; son irreducibles. Entonces,
n > my, similarmente n < m. Entonces, n = m y, después de reordenar, p; v ¢; son asociados

para cada 1. [ |
Teorema 5.2.3. Cada dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Sea A un (DIP). Sea (a;) C (as) C ... una cadena ascendente de ideales
principales de A. Tomemos I = J;5,(a;). Luego, I es un ideal de A y entonces, por ser A un

(DIP), se sigue que I = (b). Como b € I, existe un n > 1 tal que b € {(a,). Con lo cual,
{a:) 1= (b) S (an) < (a:)

para todo i > n. Esto es, (a,) = (a,+1) = ... y por lo tanto A satisface (cca). Ahora probemos
que todo elemento irreducible de A es primo. Sea a € A un elemento irreducible. Asi, el ideal
(a) es propio (pues, si (a) = A entonces 1 € (a) y lo que implicaria que a es una unidad, lo que
no puede ser porque a es irreducible). Por la Proposicién 4.5.2, sabemos que existe un ideal
méximal [ tal que (a) C I. Como A es (DIP), I = (b) para algiin b € A. Luego, a € (b). Como
a es irreducible y b no es una unidad (pues el ideal (b) es propio), a y b son asociados. Lo que
implica (a) = (b) = I. Como [ es maximal, tenemos que I es un ideal primo y entonces (a) es
un ideal primo. Luego, a es un elemento primo de A. Por lo tanto, del Teorema 5.2.2, podemos
concluir que A es (DFU). ]

Ejemplo 5.2.4. En el Ejemplo 4.1.16 hemos probado que en el dominio de integridad Z, todo
ideal es principal. Por lo tanto, Z es un dominio de ideales principales, y asi es un dominio de
factorizacion tnica. Ademas, como en un DFU los elementos primos coinciden con los irredu-
cible, entonces hemos probado que en Z todo entero distinto de 0, 1 y -1 (las tinicas unidades
de Z) se puede expresar de forma tinica como producto enteros primos. Por lo tanto, hemos

probado el Teorema Fundamental de la Aritmética. [ |

Proposiciéon 5.2.5. Sea A un dominio de ideales principales y sea a € A. Entonces, a es

irreducible si y sdlo si el ideal {a) es mazimal.
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Demostracion. Supongamos que a es un elemento irreducible. Sea I un ideal de A tal que
(a) C 1. Si I = A no hay nada que probar. Supongamos que [ es propio, esto es, I # A. Como
A esun (DIP), I = (b) para algiin b € Ay, ya que I es propio, b no es una unidad. Luego, b | a.
Asi, a = be. Como a es irreducible y b no es unidad, tenemos que ¢ es una unidad. Con lo cual,
a y b son asociados. Por lo tanto (a) = (b) = I. Hemos probado que (a) es maximal.
Reiprocamente, asumamos que (a) es maximal. Entonces, por el Corolario 4.5.8, el ideal (a)

es primo. Luego, a es un elemento primo de A y por lo tanto a es irreducible. |
Teorema 5.2.6. Si A es un (DIP), cada ideal primo no nulo de A es mazimal.

Demostracion. Sea I = (a) un ideal primo no nulo de A. Entonces a es un elemento primo de

A, asi es irreducible. Entonces I = (a) es maximal. [
Ejemplo 5.2.7.

(1) En el Ejemplo 4.1.16 (2) vimos que el ideal (2, X) de Z[X] no es principal. Entonces el
dominio de integridad Z[X] no es un (DIP). En la Seccién 5.6 veremos que si A es un
(DFU), entonces A[X] es un (DFU). Asi, tenemos que Z[X] es un (DFU). Luego, vemos
que no todo (DFU) es un (DIP). Ademads, ya que Z es un (DIP), vemos también que si A

es un (DIP), entonces no necesariamente A[X] es un (DIP).

(2) El subanillo Z[v/=5] = {a + bv/=5: a,b € Z} = {a+ b\/5i : a,b € Z} de C es un dominio
de integridad, ya que C es un cuerpo. Afirmamos que los elementos 2, 3, 1 + /5 y 1 —/5i
son irreducibles en Z[v/—5] (ver la Seccién 5.4 para probarlo). Ahora observe que

6 =23 = (1+v56).(1 - V5i).

Esto es, el elemento 6 € Z[y/—5] tiene dos factorizaciones diferentes en productos de ele-
mentos irreducibles, lo que muestra que la condicién (DF2) no se cumple. Entonces Z[v/—5|
no es un (DFU). [

5.3. Los enteros de Gauss

En esta seccion estudiaremos un anillo particular que es importante en Teoria de niimeros y
el cual nos servird como motivacion para introducir algunas nociones en las secciones siguientes.

Consideremos el conjunto Z[i] = {a+ bi : a,b € Z} con las operaciones de suma y multi-
plicacién usuales de nimeros complejos. Es claro que ellas son cerradas en Z[i] y una simple
verificacién muestra que Z[i] es un subanillo de C y por lo tanto es un dominio de integridad.
Pero Z[i] no llega a ser un cuerpo porque no todo elemento de Z[i] tiene un inverso. En efecto,
sea a € Z tal que a # 1. Asi a € Z[i| pero 1/a ¢ Z][i], pues si 1/a = x + yi con z,y € Z
tendriamos que 1/a = = € Z, lo cual es una contradiccién. Los elemento de Z][i] son llamados los
enteros de Gauss y el anillo Z[i] es denominado como el anillo de los enteros de Gauss.

Observe que Z es un subanillo de Z][i].
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Observemos que para todo a = a + bi € Z[i], podemos considerar su conjugado complejo
@ = a — bi € Z[i]. Al igual que en C, también podemos considerar la norma N: Z[i] — Z>
definida por N(a) = a? + b? para cada o = a + bi € Z[i]. No es dificil comprobar que para todo
a, p € Z[i], N(a) = a@ and N(af) = N(a)N(B).

Proposicién 5.3.1. Sea a € Z[i]. Entonces, a es invertible si y solo si N(«) = 1. Por lo tanto,
U(Z[Z]) = {17 7;7 _17 _Z}

Demostracion. Primero supongamos que « es invertible en Z[i]. Entonces, existe § € Z[i] tal
que aff = 1. Luego, 1 = N(af) = N(a)N(B) y dado que N(a),N(S) € N obtenemos que
N(a) = N() = 1. Reciprocamente, supongamos que N(«) = 1. Entonces, 1 = N(a) = aa.
Luego, como @ € Z[i], se sigue que @ es el inverso de «a. Para probar la ultima afirmacién
observemos que o = a+bi € Z[i] es una unidad si y sélo si a?+b* = 1. Entonces, a es invertible
siysélosi (a?=1yb=0)o0 (a=0yb*=1). Por lo tanto, U(Z[:]) = {1,4,—1, —i}. |

Proposicién 5.3.2. Sean o, § € Z[i] con a # 0. Entonces, existen u, p € Z[i] tal que B = pa+p
con N(p) < N(a).

Demostracion. Dado que a # 0 podemos considerar el cociente 5/a en C. Una simple compu-
tacion muestra que /o = r + si con r, s € Q. Luego, existen niimeros enteros z e y tales que
e —r|<1/2y|y—s| <1/2. Tomemos p=x+yiy p=(/a— pu)a. Es claro que p y p son
enteros de Gauss y 8 = pa+p. Notemos que N(B/a—pu) = (r—x)*+(s—y)* < 1/4+1/4 = 1/2.
Entonces, N(p) = N((6/a — p)a) = N(B/a — p)N(a) < 1/2N(a) < N(«). |

Observacién 5.3.3.

(1) Podemos observar que la Proposicién anterior nos afirma de la existencia de una “divisién
Euclidiana” en Z[i] similar a la divisién Euclidiana en Z donde i es un cociente y p es un
resto de dividir g por a. Pero tiene un desventaja notable: los enteros de Gauss py p en la
Proposicién anterior no son necesariamente tinicos (esto se puede notar en la demostracion

de la proposicién cuando elegimos los enteros x e y).

(2) También observemos que en la prueba de la proposicién anterior no sélo hemos demostrado
la existencia de un cociente y un resto, p y p, respectivamente, sino que también obtuvimos

un algoritmo para encontrarlos.

Ejemplo 5.3.4. Determinemos en Z][i] el cociente y resto de dividir =5 — 2i por a = 1+ 3i.

Como
5—21 1 17 .

1+3i 10 10"
los enteros z e y que estan a una distancia menor o igual que 1/2 de —1/10 y —17/10, respec-

tivamente, son z = 0 e y = —2. Asi, tomamos y = —2i y
p=p0—pa=(5—2i)—(=20)(1+3i) = —1.

Por lo tanto, un cociente es u = 2¢ y un resto es p = —1. [ |
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La siguiente proposiciéon nos da un criterio para determinar algunos elementos irreducibles
en Z[i]. Cabe mencionar que en teoria de nimeros, a los elementos irreducibles en Z[i] se llaman
primos gaussianos. En la Seccién 5.5 veremos que de hecho Z[i] es un DIP, por lo tanto, los

elementos irreducibles y primos coinciden.

Proposicién 5.3.5. Sea a € Z[i]. Si la norma de « es un entero primo, entonces « es irredu-

cible.

Demostracion. Sea « € Zli] tal que N(a) = p entero positivo primo. Supongamos que o = .
Entonces, p = N(a) = N(S)N(u). Entonces, como p es primo, N(8) = 1 o N(u) = 1. Con lo
cual, 8 o p es una unidad. Por lo tanto, « es irreducible. [ |

Ejemplo 5.3.6. El entero gaussiano 1 + ¢ es irreducible, pues su norma N(1 + i) = 2 es un

entero primo. [

La reciproca de la proposicion anterior no vale. Esto es, existen elementos irreducibles
cuyas normas no son un entero primo. En el siguiente ejemplo mostramos que 3 es un elemento

irreducible de Z[i] cuya norma es N(3) = 9 que no es un entero primo.

Ejemplo 5.3.7. El entero primo 3 es irreducible en Z[i]. En efecto, supongamos que 3 = af5.
Luego, 9 = N(3) = N(a)N(5). Con lo cual, tenemos que N(a) = 1, 3 0 9 (podriamos concluir
lo mismo para N(3)). Si N(«) = 1 entonces « es una unidad. Si N(a) = 9, entonces [ es una
unidad. Y si N(a) = 3 y @ = a + bi, obtenemos que a? + b* = 3, lo cual es imposible en Z.
Entonces, 3 no tiene otros divisores que las unidades y sus asociados. Que el entero primo 3
sea irreducible en Z[i] podria llevarnos a pensar que todo entero primo (en Z) es irreducible en
Z[i], lo cual rdpidamente vemos que no es verdad. El 2 es un entero primo pero no irreducible
en Z[i], pues 2 = (14+14)(1 —4),y 1 +¢y 1 —i no son unidades en Z[i]. |

Proposicién 5.3.8. Todo entero primo p tal que p = —1(méd 4) es irreducible en Z[i].

Demostracién. Supongamos que p = «of con a, 3 € Z[i]. Luego, p*> = N(p) = N(a)N(p).
Entonces, N(a) = 1, p o p? (también N(3) = 1, p o p?). Supongamos que N(a) = py a =
a + bi. Entonces a® + b* = p. Reduciendo la igualdad anterior médulo 4 (es decir, utilizando
el homomorfismo Z — Z,) tendriamos 3 = @* + 5. Lo cual es imposible, ya que los tnicos
cuadrados de Z, son 0 =0 = 2" y T =1° = 3°. Tenemos entonces que N(a) = 1 (v N(8) = p?)
o N(B8) =1 (y N(a) = p?). Con lo cual, a 0 3 es una unidad. Por lo tanto, los unicos divisores

posibles de p en Z[i] son las unidades y sus asociados. En consecuencia, p es irreducible en
Z[i]. [ |

Los siguientes resultados, consecuencia de la divisién euclidiana, sobre el dominio de inte-

gridad Z[i] son anélogos a los correspondientes en Z.

Proposicion 5.3.9. Sean « y 8 enteros de Gauss no ambos nulos. Entonces, existe un entero

d de Zl[i] con las siguientes propiedades:

(1) 0layd|p;
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(2) sid" es un entero de Gauss tal que &' | v y &' | 5, entonces &' | 6,
(3) existen k,v € Z[i] tal que § = ka + V.
Cualesquiera dos enteros de Gauss teniendo las propiedades (1) y (2) son asociados.

Cualquier entero de Guass ¢ con las propiedades (1) y (2) anteriores es llamado un maximo

comun divisor ((mcd) para abreviar) de o y 3, en cuyo caso escribimos (a, §) = §

Demostracion. La prueba de la existencia de un entero de Gauss que cumpla las condiciones
(1)-(3) es andloga al caso de Z usando el algoritmo Euclidiano®. La ultima afirmacién es con-
secuencia del hecho que si d; y d; son (med) de « y 3, entonces 7 | 05 and d | §1. Con lo cual,

01 y 0o son asociados. [ |
Proposicién 5.3.10. Si « | By y (a, B) = 1, entonces « | 7.

Demostracion. Ya que («a, ) = 1, tenemos por la proposicién anterior que existen k,v € ZJ[i]
tales que 1 = ka + vf3. Luego, v = yka + yv (3. Como « divide a ka v a 3, obtenemos que «

divide al miembro derecho de la ultima igualdad y por lo tanto, « | 7. [ |

Proposicién 5.3.11. Sean p, p1, ..., pn € Z[i| irreducibles tales que p | p1...pn. Entonces, p

es asociado de p; para algin i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Supongamos que p | p1...p, y p es distinto de p1,...,p,1 y de todos sus
asociados. Luego, como p, p1, ..., p,—1 son irreducibles distintos, tenemos que (p, p;) = 1 para
todo i € {1,2,...,n — 1} y entonces (p,p1...pn—1) = 1. En consecuencia, de la proposicién

anterior obtenemos que p | p,. Por lo tanto, ya que p,, es irreducible, p y p, son asociados. W

Teorema 5.3.12 (Teorema de Factorizacién Unica en Z[i]). Cada entero de Gauss o tal que
N(«) > 1 puede ser representado como un producto de elementos irreducibles. Esta representa-

cion es unica salvo el orden de los factores y la presencia de unidades.

Demostracion. Tenemos que probar dos cosas: la existencia y la unicidad de una tal represen-
tacién. Probamos primero la existencia. Usaremos induccién sobre N(«a). Si N(«) = 2, entonces
aesl+i, 1—1, —1+1%0—1—1, los cuatro posibles enteros de Gauss de norma 2. El entero
de Gauss 1 + i es irreducible (como vimos en el Ejemplo 5.3.7) y los restantes tres enteros de
Gauss son asociados de 1+ 14, entonces todos ellos son irreducibles. Ahora supongamos que « es
un entero de Gauss tal que todo otro entero de Gauss f tal que N(f) < N(«) tiene una repre-
sentacion en producto de elementos irreducibles. Si v es un elemento irreducible, ya tenemos la
representacion. Supongamos que « no es irreducible. Entonces, & = 8+ con 8 y v no unidades
y no asociados a . Con lo cual, se tiene que 1 < N(5) < N(a) y 1 < N(y) < N(a). Por la

hipétesis inductiva tenemos que

/

B=pi-cpn Y Y=P1 Py

2También puede el lector ver el Teorema 5.5.7 en un contexto mas general.
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con los p; y pf; irreducibles. Por lo tanto,

a=P07=p1- puf - P
Solo nos resta probar la unicidad. Supongamos que « tiene dos tales representaciones, esto
es,
A=pr...pn=1p01 .0,
Entonces, py | p} ... pl, v con lo cual, por la proposicién anterior, obtenemos que p; es asociado
de algin irreducible p),...,pl . Sin perdida de generalidad (reordenando si fuera necesario)

podemos suponer que p; y g} son asociados. Asi,

Pl Pn=0p1...pPn

con o una unidad. Entonces, ps...p, = opy...p, . Este argumento puede ser repetido de la
misma manera. Si n < m, obtendriamos que 1 = o’p!,_...pl . lo cual es imposible (andloga-
mente si suponemos que m < n). Entonces, n = m y, p; y p; son asociados. Por lo tanto, la

representacion es unica salvo el orden de los factores y la presencia de unidades. [ |
Corolario 5.3.13. Z[i] es un DFU.

Ejemplo 5.3.14. Determinemos la factorizacion de o« = 4 — 6i. Primero N(«) =52 =2-2-13.
Ahora tratamos de encontrar dos enteros de Gauss 8 y v tales que N(5) =2 y N(y) = 13. En
estas condiciones, por la Proposicion 5.3.5, nos aseguramos que S y v sean irreducibles. Para (3
podemos elegir por ejemplo f = 1+ ¢ (y sus asociados). Y para v podemos elegir por ejemplo

~v = 3 + 2¢. Utilizando un asociado de 3, por ejemplo —1 + i, hacemos:
(14+4)(—1414)(3+2i) = —6 — 4.
Multiplicamos ambos lados por %
(14+4)(—1—14)(3+ 2i) =4 — 6i.
Por la unicidad, esta es la representacion de a = 4 — 67 en producto de irreducibles. |

Todo entero primo distinto de 2 es de la forma 4k+1 0 4k —1 (;por qué?). Hemos visto en la
Proposicién 5.3.8 que todo entero primo de la forma 4k — 1 es también un elemento irreducible
de Z[i]. Nos resta ver que pasa con el resto de enteros primos, es decir, los enteros primos de la
forma 4k + 1.

Proposicién 5.3.15. Cada entero primo p tal que p = 1(mdéd 4) es producto en Z[i] de dos

enteros de Gauss irreducibles no-asociados.

Demostracion. Sea p un entero primo tal que p = 1(mdéd 4). Esto es, p — 1 = 4k, para algin

entero k. Entonces, podemos afirmar que —1 es un residuo cuadratico® de p (Ver [11, pag. 59]),

3Un entero a es llamado un residuo cuadrdtico de p si existe un entero x tal que 22 = a(mod p).
Criterio de Euler: Un entero a es un residuo cuadratico de un primo impar p si y sélo si se cumple que
a®?=1/2 = 1(mod p). (Ver [?, pag. 59))
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esto es, tenemos que existe un entero z tal que z? = —1(mdéd p). Asi p | (% + 1). Ahora, en
Z[i] tenemos que x? +1 = (x +1)(x — ). Si p fuera un primo en Z[i] tendriamos que p divide a
uno de los factores x 4+ i o & — 7, lo cual implicaria que p | 1 o p | —1 lo que es imposible. Por
lo tanto, p no es un elemento irreducible en Z[i] y entonces, por el Teorema 5.3.12, se puede
poner como el producto de dos factores que no son unidades.

Supongamos que p = a3 con a y 3 que no son unidades. Luego tenemos que p* = N(a)N(3)

y, como « y 3 no son unidades, obtenemos que N(a) = N(3) = p. Entonces, aa = p = . Asf,
p=af =aa

lo que implica que S = @. Si a no fuera primo tendriamos que oo = p; ... p, conn > 1 y entonces
p=N(a) =N(p1)...N(pn), lo cual es claramente imposible ya que p es primo. Concluimos que
« es primo. Similarmente, 5 es primo. Resumiendo, tenemos que p = a@ con « y @& primos de
Z[i]. Solo nos resta verificar que ellos no son asociados. Supongamos que a = a+bi y que o« = ua
con u € {1,7,—1, —i}. Si analizamos el caso u = i, tenemos que a + bi = i(a — bi) = b+ ai, con
lo cual a = b. Entonces, p = a® + a®> = 2a® y esto es una contradiccién. De la misma manera
analizando los otros casos llegamos igualmente a una contradiccion. Por lo tanto, o y @ no son

asociados. [ |

Por la Proposicién 5.3.8 podemos concluir que todo entero primo p = —1(méd 4) no puede
escribirse como la suma de dos cuadrados. En efecto, si p = a® +b* = (a + bi)(a — bi) entonces,
ya que p es un elemento irreducible en Z[i|, N(a + bi) = 1 o N(a — bi) = 1. Esto implica que
p = 1. Ahora si p es un entero primo tal que p = 1(mdd 4), tenemos por la proposicién anterior

que p = @@ = a® + b%. Este es un resultado importante de Teorfa de Ntmero:

Teorema 5.3.16. Cada primo p de la forma 4k + 1 puede ser expresado como la suma de dos

cuadrados, p = a® + b?, y esta representacion es unica salvo el orden y signo de a y b.

5.4. Extensiones cuadraticas

En esta secciéon presentamos una generalizacion de los enteros de Gauss introducidos en
la seccion anterior. Los dominios de integridad estudiados en esta seccion son también de
fundamental importancia en la teoria de niimeros.

Sea d un ndmero entero no nulo. Consideremos vd € C que es una rafz cuadrada de d.

Definimos el conjunto

ZIVd) == {a+bVd:abeZ}.

Un simple calculo permite demostrar que Z[v/d] es un subanillo de C (con unidad). Entonces,
en particular, Z[v/d] es un dominio de integridad y es llamado dominio cuadratico. Observe
que si d > 0, entonces Z[v/d] C R y si d < 0, entonces Z[v/d] C C y Z[Vd]  R.

Sea d € Z un cuadrado, esto es, d = a? para algtin a € Z. Luego, no necesariamente se
cumple que si a + bvVd = x + yV/d, entonces a = = y b = y. Por ejemplo, 2 4+ 2v/4 = 4 + 1./4.

Necesitamos evitar estos casos, para obtener unicidad en la representacion de los niimeros en

ZIV4d).
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Proposicién 5.4.1. Sea d € Z que no es un cuadrado. Si a +bvVd = x +yV/d, entonces a = x
yb=uy.

Demostracion. Es suficiente con probar que a + bv/d = 0 implica que a = b = 0. Observe que
se cumple que: a = 0 si y s6lo si b = 0. Luego, suponemos por absurdo que a # 0y b # 0.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que a y b son relativamente primos (si no lo son,
podemos dividir a + bv/d por el med(a,b)). Ahora, tenemos que a? = b*d. Como med(a,b) =1,
esto implica que a? divide a d*. Entonces d = a?.q para un q € Z. Asi a®> = b*>.d = V?a’qy
simplificando obtenemos que 1 = b.q. Esto implica que ¢ = b*> = 1. Luego a? = d. Pero esto es

absurdo, pues d no es un cuadrado. Por lo tanto obtenemos que a = b = 0. |

En consecuencia, en lo que queda de secciéon se asumira siempre que d no es un cuadrado.
Ahora podemos definir la siguiente funcién o: Z[v/d] — Z[+/d] como

o(a+bvVb) = a —bVd.

Es inmediato verificar que la funcién o es un isomorfismo de anillos. Ademas, si d < 0 entonces
o es el conjugado usual de niimeros complejos.
Ahora vamos a definir lo que serfa la norma en Z[v/d]. Definimos la funcién N: Z[v/d] — Z
por
N(z2) = z.0(2) = a® — db*

para todo z = a 4+ bV/d € Z[\/E] Veamos ahora algunas propiedades bésicas de la norma N.
Proposicion 5.4.2. Las siguientes propiedades se cumplen para todo z € Z[\/E] ya€ L:

1. N(z) =0 si y sdlo si z = 0;

2. N(1) =1;

3. N(z.w) = N(z).N(w);

4. N(a.z) = a®>.N(z).
Demostracion. Las propiedades se deducen del hecho que ¢ es un autoisomorfismo. [ |

Observemos que si d < 0, entonces N(z) > 0 para todo z € Z[Vd] y asi N tiene una
propiedad importante que deberia tener una norma.

Veamos ahora, igual que en la Proposicién 5.3.1, como podemos caracterizar las unidades

de Z[\/d).

Proposicién 5.4.3. Sea z € Z[\/d]. Entonces, z es una unidad si y sdélo si N(z) = £1.

Demostracion. Supongamos que N(z) = £1. Luego, z.0(z) = £1, y asi z es una unidad.
Reciprocamente, supongamos que z es una unidad, esto es, z.w = 1 para un w € Z[\/E] Luego,
1 =N(1) = N(z.w) = N(2).N(w). Entonces N(z) = £1. [

4Escribamos a = p{*..... por, b=gqf". . ... Blm vy d=pt..... p]ﬁ.qfl ..... ¢m . Entonces, como a? = b%.d y la

factorizacién en primos es tnica obtenemos que d; = 3; para todoi=1,...,m
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Ejemplo 5.4.4. Ya hemos visto que las unidades en Z[v/—1] = Z[i] son £1 y 4-i. Supongamos
ahora que d < —1. Sea z = a + bv/d € Z[/d] invertible. Entonces 1 = a? — d.b?> = a® + |d|.b*.
Asi, necesariamente tenemos que b = 0 y entonces a = +1. Por lo tanto, si d < —1, entonces
las unidades de Z[v/d] son 1 y —1. Un problema diferente es la obtencién de los elementos
invertibles de Z[v/d] cuando d > 0. Este caso esta fuera de los alcances de estos apuntes. El

lector interesado puede consultar [11, pag. 106]. [ |

Ejemplo 5.4.5. Probemos que 1 + v/5i es irreducible en Z[v/—5]. Por el ejemplo anterior
sabemos que las tnicas unidades de Z[v/=5] son 1 y -1. Supongamos que 1 + v/5i = af.
Entonces 6 = N(1 + v/5i) = N(a)N(B). Entonces N(a) = 1, 2, 3 0 6. Si N(a) = 1, entonces
a es una unidad. Supongamos que N(a) =203. Si o = a + bv/5i, entonces 2 = a2 + 5b? o
3 = a?+5b%. Lo cual es, en ambos casos, absurdo. Finalmente, si N(a)) = 6, entonces N(3) = 1.
Asi 8 es una unidad. Entonces tenemos que « es unidad o § es unidad. Por lo tanto, 1 + v/5i
es irreducible en Z[/—5]. |

En el Ejemplo 5.4.4 mencionamos que no es tarea sencilla determinar las unidades de los
dominios Z[v/d] cuando d > 0. Con lo cual, tampoco es sencillo determinar si un elemento dado

es o no irreducible en Z[\/E] con d > 0. El siguiente ejemplo muestra una estrategia util.

Ejemplo 5.4.6. Probemos que 5 es irreducible en Z[v/3]. Supongamos que no lo es. Entonces,
existen «, f € Z[v/3] que no son unidades y tal que 5 = a8. Entonces 25 = N(5) = N(a)N(3).
Con lo cual tenemos que N(«) = +1,£5,+25 e igual para N(f). Ahora, como « ni 5 son
unidades, tenemos por la Proposicién 5.4.3 que N(a) = £5. Luego, si a = a + by/3, entonces
+5 = a? — 3b%. Ahora reduciendo esta ecuacién médulo 3, llegamos 2 = @2. La cual no es
resoluble en Zs, es decir, no existe & € Zs tal que 2 = 2. Con lo cual, llegamos a un absurdo.
Por lo tanto, 5 es irreducible en Z[v/3]. [

Como ya hemos visto, en los enteros de Gauss Z[v/—1] existe una divisién euclideana.
Veremos otro ejemplo de un dominio cuadratico en el cual existe una divisién ecuclideana®
(Proposicién 5.4.7). Pero no es verdad que en todo dominio cuadratico Z[v/d] existe una divisién

euclideana, véase el Ejemplo 5.5.5.

Proposicién 5.4.7. Sean «, f € Z[/—2] tal que o # 0. Entonces, existen p, p € Z[\/—2| tales
que 8= p.o+ p y N(p) < N(a).

Demostracion. La demostracion sigue el mismo argumento que en la demostracion de la Pro-
posicién 5.3.2. Dado que a # 0, podemos considerar el cociente 3/« en C. Un simple calcu-
lo muestra que 3/a = r + sv/2i con r,5 € Q. Podemos elegir niimeros enteros = e y ta-
les que |[x —r| < 1/2 y |y —s| < 1/2. Tomemos ahora p = x +yi y p = (8/a — p)a.
Notemos que N(B/a — p) = (r —2)*> + 2(s — y)*> < 1/4+ 2.1/4 = 3/4 < 1. Entonces,
N(p) = N((B/a — p).a)) = N(8/a — u).N(a) < 3/4.N(a) < N(a). .

Para ver un ejemplo de un dominio euclideano Z[v/d] con d > 0 en el cual existe una divisién euclideana

véase el Ejemplo ?77.



Capitulo 5. Dominios 111

5.5. Dominios Euclidianos

En la Seccién 5.3 estudiamos el dominio de integridad Z[i] a través de la norma N: Z[i] —
Z>, la cual nos permitié obtener un algoritmo de divisién y en consecuencia deducimos varios
resultados andlogos que se cumplen en Z. Podemos abstraer esta nocién de “norma” a un
dominio de integridad y estudiar aquellos dominios en los cuales es posible definir una dicha

norma.

Definicién 5.5.1. Sea D un dominio de integridad. Llamaremos a D un dominio Euclidiano

(DU) si existe una funciéon N: D — Zs( que verifica las siguientes propiedades:

(E1) N(a) < N(a.b) para todos a,b € D no nulos;

(E2) sia,b € D conb # 0, entonces existen ¢, € D tal que a = bg+r conr = 00 N(r) < N(b).
Ejemplo 5.5.2.

(1) Z con el valor absoluto |.|: Z — Z>( es un dominio Euclidiano.

(2) Zli] con la norma N: Z[i] — Z>( como definida en la seccién anterior es un (DU).

(3) Sea R el cuerpo de los nimeros reales. Consideremos el dominio de integridad de los po-
linomios con coeficientes reales, R[X]. Definimos N: R[X] — Zs¢ como N(0) = 0 y para
cada f € R[X], f # 0, N(f) = gr(f). Entonces, R[X] con N es un dominio Euclidiano,
donde el algoritmo de la divisién es el usual estudiado en un curso de Algebra bésica. Mas

adelante veremos que R se puede reemplazar por cualquier cuerpo K.

(4) Un cuerpo K es trivialmente un dominio euclideano definiendo N(0) = 0 y N(a) = 1 para
todo a € K no nulo. |

Teorema 5.5.3. Todo dominio Fuclidiano D es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Sea I un ideal de D. Si I = {0}, entonces I es trivialmente un ideal principal.
Supongamos que I # {0}. Luego, existe a € I tal que

N(a) = min{N(z) : = € I\ {0}}.

Ahora queremos probar que I = (a). Es claro que (a) C I. Sea = € I. Por la condicién (E2),
existen ¢,r € D tal que z = ag+ r con r = 0 o N(r) < N(a). Observemos que r = x — aq y
asi r € I. Pero como N(a) es el minimo, tenemos que r = 0. Con lo cual, x = aq y entonces
x € (a). Por lo tanto, I = (a). |

Ejemplo 5.5.4. En Teoria Algebraica de Numeros es probado que el anillo Z [H— 3‘19} es un

dominio de ideales principales. En 1949, T. S. Motzkin probé que Z [H— {19

} no es un dominio
euclideano mostrando que no tiene una propiedad que los dominios euclideanos tienen. Para

mas detalles dirigimos al lector a [14, p. 153-154]. |
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Ejemplo 5.5.5. En el Ejemplo 5.2.7 vimos que Z[v/—5] no es un DFU. Entonces, Z[v/—5| no
es un DIP, y por lo tanto, no es un dominio euclideano. [ |

Proposicion 5.5.6. Sea D un dominio euclideano con norma N. Entonces:
(1) N(1) < N(a) para todo a € D no nulo.
(2) a € D es una unidad si y solo si N(a) = N(1).

Demostracion. (1) Sea a € D no nulo. Por la condicién (E1), tenemos que N(1) < N(l.a) =
N(a).

(2) (=) Supongamos que a € D es una unidad. Entonces, N(a) < N(a.a™) = N(1). Por lo
tanto, de (1), tenemos que N(a) = N(1).
(<) Sea a € D y supongamos que N(a) = N(1). Por la condicién (E2), existen ¢, € D tales
que 1 =aq+r conr=0o0N(r) <N(a). Sir#0, entonces N(r) < N(a). Luego se tiene que
N(r) < N(1). Lo cual es imposible por (1). Entonces r = 0. Con lo cual, 1 = aq. Por lo tanto,

a es una unidad. [ |

Como todo dominio Euclidiano es un dominio de ideales principales (y asi también un
dominio de factorizacién tinica), para todo par de elementos a y b sabemos que existe el méximo
comun divisor de a y b. Pero, si no conocemos la factorizacion de a y b como producto de primos
no tenemos una manera de determinar el mcd. Ahora, si estamos en un dominio Euclidiano
tenemos un algoritmo que nos permite calcular el med de todo par de elementos. Dicho algoritmo
es llamado el algoritmo de Euclides (el cual es andlogo al algoritmo de Euclides conocido en

los enteros).

Teorema 5.5.7 (Algoritmo de Euclides). Sea D un dominio Euclidiano y sean a,b € D con

a # 0. Consideremos las divisiones sucesivas

b = agqy+r, N(rp)<N(a)
a = riq+ry N(r2) < N(rp)
1 = roqe+ 13, N(r3) < N(rp)

ri = TipQipr +Tiv2, N(rige) < N(ri)

Entonces, existe unn > 1 tal que

'n = 'n+14qn+1

Y Tyl €S el mdximo comun divisor de a yb. Ademads, el maximo comun divisor se puede escribir

como combinacion lineal de a y b.
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5.6. Anillos de polinomios

En esta seccion introduciremos una nocién formal de “polinomio” sobre un anillo. En lo que
sigue los anillos considerados seran siempre anillos conmutativos con identidad. También,
por conveniencia, consideraremos el conjunto de nimeros naturas (enteros positivos) junto con
el cero. Es decir, en esta seccién tenemos que N = {0,1,2,...} (el conjunto de enteros no
negativos).

Sea A un anillo. Denotamos por A" al conjunto de todas las funciones f: N — A. También

nos sera de utilidad representar a los elementos f de AN como sucesiones:
f = (ai ) > O) = (ao,al,ag,...,an,...).

Esto quiere decir que f(i) = a; para todo i € N. Usaremos indistintamente las dos notaciones

para los elementos de AN (como funciones o sucesiones).
Definimos dos operaciones binarias sobre AN, una suma y un producto, de la siguiente

manera:
(f +9)(n) = f(n) +g(n) Vn. 2 0 (5.1)
(f-9)(n) = f(0)g(n) + f(N)g(n = 1) +---+ f(n—1)g(1) + f(n)g(0)
= Y fli)g(j) ¥n=>0. (5.2)
i+j=n

No es dificil pero si tedioso verificar que AN con las operaciones recién definidas es un anillo
conmutativo con identidad. El anillo A puede ser identificado (es decir, inmerso) en el anillo
AN dado que la aplicacién a € A +— (a,0,0,...,0...) € AY es un monomorfismo. Con esta

identificacién tenemos que
a.(ag,ay, ... a,,...) = (aag,aa,...,aa,,...)sia€ A.

Sea X := (0,1,0,...,0,...) € AN, Entonces se verifica que X™ = (0,...,0,1,0,...) (un

tnico 1 en la n-esima posicién). Utilizando la identificacién anterior tenemos que
2 -1
ap+ a1 X +a X+ + a1 X" 4+ a, X" = (ag,a1,a2,...,a,,0,0,...).

Definicién 5.6.1. Diremos que un elemento f € AY es un polinomio si existe un u € N
tal que f(i) = 0 para todo ¢ > u. Si f # 0 es un polinomio, al mayor n tal que f(n) # 0
se lo llama el grado de f y, en tal caso f(n) es llamado el coeficiente principal de f.
Denotaremos el grado de un polinomio no nulo f por gr(f); el coeficiente principal de f serd
denotado por cp(f). Si f = a, X" +---+ a1 X + ag, entonces el coeficiente f(0) = ag es llamado
el término independiente de f. Los polinomios cuyos coeficientes principales son 1 seran

llamados monicos.

La definicién anterior nos dice que los polinomios son sucesiones f € AN de la forma f =
(ag,a,...,a,,0,0,...). Y por la observacién anterior, vamos a escribir a los polinomios de la
forma tradicional

f=a+au X+ +a, X"
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Denotaremos por A[X] al conjunto de todos los polinomios de AY. Como vimos AN con la
suma y el producto antes definidos es un anillo, ahora veremos que A[X] con esas operaciones
es también un anillo, esto es, un subanillo de AY. Sean f = (a;) y g = (b;) dos polinomios
y supongamos que a; = 0 para todo ¢« > u y que b; = 0 para todo 7 > v. Entonces, es claro
que a; + b; = 0 para todo i > max(u,v). Entonces, f + g es un polinomio. Si n > u + v en
la férmula (5.2), tenemos que a; = 0 0 b; = 0°, con lo cual (f.g)(n) = 0. Entonces, f.g es un
polinomio. Por lo tanto, A[X] es un anillo conmutativo con identidad con las operaciones suma
y producto como definidas en (5.1) y (5.2). Llamaremos a A[X] el anillo de polinomios con
coeficientes en A.

Observemos que si f(X) = a, X"+ -+a1 X +apy g(X) = by X™+- - -+ b1 X + by, entonces
la suma y el producto de f y g son:

FX) 4+ 9(X) = a, X"+ + @1 X 4 (a4 b)) X™ + -+ + (a1 + b1) X + (a0 + by) (5.3)
si n > m (similiarmente paran < my n =m)
F(X).9(X) = (@pbp) X" 4 - 4 . XF 4+ - 4 (a1bo + aobt) X + (aobo) (5.4)
donde el coeficiente general ¢;. es:

Cr = Z a;b; = aoby, + arbp—1 + -+ +ap_1b1 + arby para k=0,1,...,n+m.
it+j=k

Cada polinomio f = a, X" + a, 1 X" ' + -+ +a; X + ap € A[X] define una aplicacién de A
en A dada por
a€ A a,a" + an 10"+ aja+ap € A.

Denotaremos por f(a) := a,a" + a,_1&" "' + -+ 4+ a;a + a¢ para cada polinomio f € A[X]y
cada a € A.

Proposicién 5.6.2. Sean f,g € A[X]| no nulos. Entonces,

(1) gr(f +g) < max(gr(f),er(g));

(2) gr(f.9) < gr(f) + gr(g); si el coeficiente principal de f no es un divisor de cero en A,
entonces gr(f.g) = gr(f) + gr(g).

(3) (£.9)(0) = £(0).9(0).

Demostracion. Utilizar las ecuaciones (5.3) y (5.4). Se dejan los detalles a cargo del lector. W
Proposicién 5.6.3. Sea A un dominio de integridad. Entonces

(1) ep(f.9) = cp(f)-cp(g)-

(2) gr(f.g) =gr(f) +gr(g) si f y g son polinomios no nulos;

STenemos n > u+ vy i+ j =n. Entonces, i > 10 j > v. Pues,sii<uyj<ventoncesn=1+j<u+v
lo cual es absurdo.
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(3) los elementos invertibles de A[X] son exactamente los elementos invertibles de A;
(4) A[X] es un dominio de integridad.
Demostracion. Utilizar las ecuaciones (5.3) y (5.4). Se dejan los detalles a cargo del lector. W

Sea I un ideal de un anillo A. Ahora, considere el ideal (I) de A[X] generado por I. Una
comprobacién directa prueba que (I) es el conjunto de todos los polinomios de A[X] con
coeficientes en I. Esto es, (I) = I[X] (véase el Ejercicio 5.30). Ahora, veremos cudl es la

conexién entre los ideales de A y los de A[X].

Proposicién 5.6.4. Sea I un ideal de un anillo A y sea (I) el ideal de A[X] generado por I.

Entonces,

A[X]/(I) = (A/T)[X].
Ademds, si I es un ideal primo de A, entonces (I) es un ideal primo de A[X].

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién ¢: A[X| — (A/I)[X] definida por
Ola, X"+ -+ a1 X + ag) = [an] X" + -+ + [a1] X + [ao].

De aqui obtenemos directamente que ¢ es un epimorfismo de anillos tal que Nu(y) = I[X] = (I)
(la comprobacién de estos dos hechos se deja a cargo del lector). Por lo tanto, por el Primer

Teorema de Isomorfismo de anillos tenemos que
AIX]/(I) = (A/D[X].

Supongamos que I es un ideal primo de A. Luego, por la Proposicién 7?7, A/I es un dominio de
integridad. Entonces (A/I)[X] es un dominio de integridad. En consecuencia, por el isomorfismo
anterior, A[X]/(I) es un dominio de integridad y usando de nuevo la Proposicién ?? obtenemos

que (I) es un ideal primo de A[X]. |

Observacion 5.6.5. Note que en la ultima afirmacién de la proposicion anterior no podemos
reemplazar el adjetivo primo por el de maximal. Es decir, no es verdad que si I es un ideal
maximal de un anillo A, entonces el ideal (/) del anillo de polinomios A[X] generado por I es
maximal. En efecto, es claro que el ideal I = (2) de Z es maximal. Pero ya hemos probado (ver
Ejemplo 4.5.9) que el ideal (I) = {p(X) € Z[X] : todos los coeficientes de p(X) son pares} de
Z[X] no es un ideal maximal de Z[X].

A pesar de la observacion anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.6.6. Sea A un anillo. Si I es un ideal maximal de A, entonces el ideal (I, X)

de A[X] generado por I y X es mazimal en A[X].

Demostracion. La demostracién de este resultado es una reproduccién, convenientemente ge-
neralizada, del argumento usado en el Ejemplo 4.5.4 (2) donde se probé que el ideal (2, X) de
Z]X] es maximal. Veamos primero que (I, X) = {p(X) € A[X] : p(0) € I}. Sea p(X) € (I, X).
Entonces existen polinomios f(X), g(X) y h(X) tales que f(X) € I[X]y p(X) = f(X).9(X)+



116 5.6. Anillos de polinomios

h(X).X. Luego, p(0) = f(0).g(0) € I porque f(0) € I e I es un ideal de A. Reciprocamente,
supongamos que p(X) es un polinomio tal que p(0) € I. Supongamos que p(X) = a, X™ +
an 1 X" 14+ +a; X +ag. Entonces, p(X) = (a, X" ' +a, 1 X" ?+---+a1)X +1.q9 € (I, X).
Por lo tanto, obtenemos la igualdad buscada. Ahora vamos a definir la funcién ¢: A[X] — A/I
como ¢(p(X)) = [p(0)]. Es directo chequear que ¢ es un epimorfismo y Nu(y) = (I, X). Luego,
por el Teorema 4.2.6, tenemos que A[X]/(I,X) = A/I. Como [ es un ideal maximal de A,
A/I es un cuerpo y asi A[X]/(I, X) es un cuerpo. Por lo tanto, (I, X) es un ideal maximal de
A[X]. |

Teorema 5.6.7. Sea f € A[X]|, [ # 0 y supongamos que el coeficiente principal de f es
invertible. St g € A[X], entonces existen q,r € A[X] tales que g = f.q+ 1 conr =0 o

gr(r) < gr(f). Ademds, q y r estdn univocamente determinados.

Demostracion. Si gr(g) < gr(f) tenemos que g = f.0 + ¢g. Supongamos entonces que gr(f) <
gr(g). Sea f=a, X"+ -+ a; X + ag con a, invertible en A y sea g = b, X" + -+ + b X + b
con by, # 0. El polinomio g — b,,a, ' X™ " f es de grado menor que gr(g). Por induccién sobre

el grado de g podemos suponer que existen ¢; y r tales que
G —bpa, ' X™ " f = f.qu +rconr=0o0gr(r) < gr(f).
Tomando q = ¢; + by,a,, ' X™ ™, nos queda que

g=af+r

conr =0 o gr(r) < gr(f).

Supongamos que g = f.q; +r; conr = 00 gr(ry) < gr(f). Ademds supongamos que g # ¢;.
Tenemos que (¢ —q1).f = 1 —r y como el coeficiente principal de f es invertible (en particular
no es divisor de cero), gr(f) < gr(¢ —q1) + gr(f) = gr((¢ — q1).f) = gr(r1 —r) < gr(f), lo que
es absurdo. Entonces, ¢; = ¢, de donde resulta también que r = ry. [ |

Los polinomios ¢(X) y 7(X) en el teorema anterior son llamados el cociente y resto,
respectivamente, de dividir g(X) por f(X). El siguiente teorema es un corolario directo del

teorema anterior.

Teorema 5.6.8 (Algoritmo de la Divisién). Sea K un cuerpo. Entonces para cualesquiera

polinomios f,g € K[X] con f # 0, existen dos tunicos polinomios q y r en € K[X] tales que
g=fq+rconr=0o0gr(r) <gr(f).

Igual que en los casos de polinomios con coeficientes en conjuntos numéricos Q, R y C

tenemos los dos algoritmos para hallar el cociente y resto en una division.

Ejemplo 5.6.9 (Divisién larga). Consideremos hallar el cociente y resto de dividir el polinomio
f(X)=2X*+ X3+ 1 por g(X) =2X?+ X + 1 en Z3[X]. Entonces:
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2X4 + X? 4+ 0X?2 + 0X + 1 2X2+ X +1

2X4 + X? 4+ X? X?2+1
2X?2 + 1
B 2X2 + X + 1
2X

Por lo tanto, ¢(X) = X? + 1y r(X) = 2X son, respectivamente, el cociente y resto de
dividir f(X) por g(X) en Z3[X]. |

Ejemplo 5.6.10 (Ragla de Ruffini). Consideremos determinar el cociente y resto de dividir el
polinomio f(X) = 3X*+2X3 + X2+ 4 por el polinomio X + 3 en Zs[X]. Entonces:

32 1 0 4
-3 9 21 -66 198
\3 7922 -66\202

Teniendo en cuenta que los coeficientes estdn en Zs tenemos que el cociente es: ¢(X) = 3X3 —
7TX? 422X — 66 = 3X3 4+ 3X?2 42X +4; y el resto es r(X) = 202 = 2. Comprobar que

f(X)=(X+3)B3X*+3X*+2X +4)+2. WA

Ahora veremos algunas consecuencias importantes del teorema anterior. Sea K un cuer-
po. Consideremos la funcién N: K[X]| — N definida por N(0) = 0 y si p(X) # 0, entonces
N(p(X)) = gr(p(X)) = grado de p(X). Entonces, por el teorema anterior y por la Proposicién

5.6.3, tenemos lo siguiente:

Proposicién 5.6.11. Si K un cuerpo, entonces el anillo de polinomio K[X]| es un dominio

Euclideano.

Una consecuencia directa de la proposicion anterior es que para cada cuerpo K, el anillo de
polinomios K [X] es un dominio de ideales principales y asi también un dominio de factorizacién
tunica. Por lo tanto, es interesante e importante conocer los elementos irreducibles de K[X]. La

siguiente definicién considera un caso un poco mas general.

Definicién 5.6.12. Sea A un dominio de integridad. Diremos que un polinomio no constan-
te f(X) es irreducible en A[X] si no puede escribirse como producto de dos polinomios
no constantes. Esto es, f(X) es irreducible si y sélo si f(X) = p(X).q(X) para algunos
p(X),q(X) € A[X] implica que p(X) € A o q(X) € A (esto es, p(X) o ¢(X) son constan-

tes). En caso contrario, diremos que f es reducible

Como A es un dominio de integridad, no todos los elementos no nulos son invertibles y asi
esta definicién no coincide exactamente con la Definicién 5.1.3 de elemento irreducible en un
anillo. Pero si nos restringimos a un cuerpo K y tenemos en cuenta que los elementos invertibles
(las unidades) del dominio /K [X| son exactamente los elementos invertibles de K (esto es, todo
los elementos no nulos de K') obtenemos que ambas definiciones coinciden. Luego, tenemos el

siguiente resultado andlogo en el contexto de Z.
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Teorema 5.6.13 (Teorema Fundamental de la Aritmética en K[X]). Sea K un cuerpo. En-

tonces todo polinomio no constante f(X) € K[X]| puede expresarse como
F(X) = ap (X)) .pa(X)*2. .. .. pa (X))o

donden € N, cada a; € N, a € K, y cada p;(X) es un polinomio irreducible monico de K[X].

Esta factorizacion es unica, salvo el orden de los factores.

Determinar si un polinomio es irreducible o no, es a menudo una tarea dificil de llevar
a cabo. El objetivo ahora sera presentar algunas herramientas y criterios para determinar la

irreducibilidad de polinomios.

Proposicién 5.6.14. Sea A un dominio de integridad. Todo polinomio de A[X] de grado 1 es

irreducible en A[X].
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 5.6.3. Se dejan los detalles al lector. |

En la proposicién anterior, la hipotesis que A es un dominio de integridad no puede debi-
litarse. Es decir, si A es un anillo conmutativo con identidad, pero no dominio de integridad,
entonces no es necesariamente verdad que todo polinomio de grado 1 en A[X] es irreducible
en A[X]. Por ejemplo, en Zg[X] se tiene que X = (3X + 4)(4X + 3). Con lo cual X no es
irreducible en Zg[X].

Proposicién 5.6.15 (Teorema del resto). Sea A un anillo y f(X) € A[X]. Sea a € A. Entonces
el resto de dwidir f(X) por X —a es f(a).

Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |

Definicién 5.6.16. Sea A un anillo y f(X) € A[X]. Un elemento a € A es llamado una raiz
de f(X) si f(a) = 0.

Proposicién 5.6.17 (Corolario del Teorema del resto). Sea f(X) € A[X], f(X) # 0. Para

que a € A sea raiz de f(X) es necesario y suficiente que el polinomio X — a sea un divisor de

f(X).
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 5.6.15. Se dejan los detalles al lector. [ |

Ejemplo 5.6.18. Sabiendo que 1 es una raiz del polinomio p(X) = X* + 3X3 +2X +4 en
Zs5| X], escribir a p(X) como producto de polinomios irreducibles de Z;[X]. Aplicamos la Regla
de Ruffini (operando en Zs) varias veces consecutivas, para dividir al polinomio p(X) por X —1.
Asf obtenemos que p(X) = (X —1)*(X 4 1). Como los polinomios X — 1y X + 1 son de grado

1, sabemos que son irreducibles en Zs[X]. [

Definicién 5.6.19. Diremos que una raiz a de un polinomio p(X) tiene orden de multipli-
cidad k, si k es el mayor entero positivo tal que p(X) = (X — a)¥.q(X) con ¢(X) € A[X].
En otras palabras, la raiz a tiene orden de multiplicidad k si p(X) = (X — a)¥.q(X) para un
polinomio ¢(X) tal que g(a) # 0.
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Se dice que un elemento a es una raiz miltiple de un polinomio p(X) si su orden de
multiplicidad es mayor o igual a 2. Si el orden de multiplicidad de a es 1, entonces se dice que

a es una raiz simple de p(X).

Proposicién 5.6.20. Sea A un dominio de integridad y p(X) € A[X]. Si ay,...,as son raices
distintas de p(X), entonces

donde ky, ..., ks son las multiplicidades de las raices ay, ..., as, respectivamente y q(X) es un
polinomio tal que q(a;) # 0 para todo i = 1,...,s. Ademds ki + -+ + ks < gr(p(X)).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el niimero de raices distintas de un polinomio.
Para s = 1, es trivial por definicién del orden de multiplicidad. Supongamos que para todo
polinomio con s raices distintas, tenemos el resultado de la proposicion. Sean ay, ..., as, asiq
s + 1 raices distintas de p(X). Si k; es el orden de multiplicidad de a;, entonces p(X) =
(X — a1)".q(X) con ¢(X) tal que g(a;) # 0. Como A es un dominio de integridad, tenemos
que as, . ..,asyq son raices distintas del polinomio ¢(X). Luego, por la hipétesis inductiva,
tenemos que q(X) = (X —ag)*2..... (X — agq1)*+1.¢/(X) donde ko, ..., ki son los 6rdenes
de multiplicidad de las raices as, ..., as 1, respectivamente, y ¢’(X) es un polinomio tal que
¢'(aj) # 0 para todo j = 2,...,s + 1. Observemos que ¢'(a;) # 0. Entonces p(X) = (X —
a))k.. ... (X — agy1)k1.¢/(X). Ademas es claro que ky + -+ - + kyyq < gr(p(X)). |

Corolario 5.6.21. Sea A un dominio de integridad. Si f(X) € A[X] es un polinomio de grado

n, entonces f(X) tiene a lo sumo n raices, contando multiplicidades.

El corolario anterior no es verdad si A no es dominio de integridad. Por ejemplo, el polinomio
X?+ 7 en Zg|X] tiene a 1, 3, 5 y 7 como raices.

Proposicién 5.6.22. Sea K un cuerpo y sea f(X) € K[X]. Si f(X) es de grado mayor que 1

y tiene una raiz en K, entonces f(X) no es irreducible (es reducible) en K|[X].
Demostracion. Ejercicio para el lector. [ |
La contrareciproca de la proposicién anterior es:
si f(X) es irreducible en K[X] y de grado mayor que 1, entonces no tiene raices en K.

Pero la reciproca no es verdad. Es decir, existen polinomios en K[X]| que no tienen raices y no

son irreducibles.

Ejemplo 5.6.23. Considerar el polinomio f(X) = X%+ 2X2% + 1 € R[X]. Un célculo sencillo
nos permite determinar que f(X) = (X? + 1)%. Esto nos muestra que f(X) no tiene raices en

R y no es irreducible. u

En el caso de polinomios de grado 2 o 3 tenemos que si vale la reciproca de la Proposicién
5.6.22.
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Proposicién 5.6.24. Sea K un cuerpo. Un polinomio f(X) € K[X]| de grado dos o tres es

irreducible en K[X] si y sélo si no tiene raices en K.

Demostracion. La implicacién (=) es consecuencia de la Proposiciéon 5.6.22. La implicacion

(<) es consecuencia de la Proposicién 5.6.3. Se dejan los detalles a cargo del lector. [ |

Ejemplo 5.6.25. El polinomio p(X) = X? + X + 1 es irreducible en Z,[X] porque es de grado

2 y no tiene raices en Zy. En cambio, p(X) no es irreducible en Z3[X], porque 1 € Zj3 es raiz

de p(X). |

El siguiente criterio para chequear irreducibilidad de polinomios usa la Proposicién 5.6.4 y
consiste en reducir los coeficientes del polinomio en cuestion modulo algin ideal. En particular,
este criterio no es 1til en caso de polinomios con coeficientes en cuerpos, ya que en un cuerpo

los tnicos ideales son los triviales.

Proposicién 5.6.26. Sea A un dominio de integridad e I un ideal propio de A. Sea p(X) un
polinomio mdnico no constante de A[X]. Si la imagen de p(X) en (A/I)[X] (ver Proposicién
5.6.4) no puede ser factorizado en (A/I)[X] en el producto de dos polinomios de menor grado,

entonces p(X) es irreducible en A[X].

Demostracion. Supongamos que la imagen de p(X) en (A/I)[X] no puede ser factorizado en
(A/I)[X]y que p(X) es reducible en A[X]. Luego, existen polinomios no constantes f(X)y g(X)
tales que p(X) = f(X).¢g(X). Sin perdida de generalidad podemos suponer que f(X)y g(X) son
ménicos’. Entonces, por la Proposicién 5.6.4, reduciendo los coeficientes en p(X) = f(X).g(X)
modulo [ obtenemos una factorizacion en (A/7)[X] de la imagen de p(X) en dos polinomios

no constantes de menor grado, lo cual es una contradiccion. [ |

Esta proposicion nos dice que si podemos encontrar un ideal propio para el cual el polinomio
reducido no puede ser factorizado en el cociente, entonces el polinomio mismo es irreducible.
Esto no implica que no puedan existir polinomios irreducibles cuyas reducciones moédulo bajo
cualquier ideal propio sean reducibles. Por ejemplo, en Z[X] el polinomio X* + 1 es irreducible
en Z[X] (véase el Ejemplo 5.6.35) pero es reducible médulo cada ideal primo de Z (una prueba
de esto puede verse en [1]) y el polinomio X* — 72X? 4 4 es irreducible en Z[X] (véase el

Ejercicio 5.39) pero es reducible médulo cada ideal de Z.

Ejemplo 5.6.27. Consideremos el polinomio p(X) = X?+X+1 en Z[X]. Tomemos la reduccién
de p(X) en Zy[X], asf este es el mismo p(X) = X? + X + 1. Este polinomio es irreducible en
Zs| X] porque no tiene raices en Z,. Entonces, por la proposicién anterior, p(X) es irreducible
también en Z[X]. El polinomio ¢(X) = X? + 1 es irreducible en Z[X] porque su reduccién
es irreducible en Z3[X]| (ya que no tiene raices en Zs) pero la reduccién de ¢(X) a Zy[X] es
reducible (porque 1 € Zy es raiz de la reduccién de ¢(X)). Esto muestra que la reciproca de la

proposicion anterior no se cumple. [ |

"Si f(X) y g(X) no fueran ménicos hacemos lo siguiente. Si a,, y by, son los coeficientes principales de f(X)
y g(X), respectivamente, entonces se tiene que a,.b,, = 1, porque p(X) es ménico y p(X) = f(X)g(X). Luego
consideramos los polinomios f'(X) = by,.f(X) y ¢'(X) = a,.g(X). f' y ¢’ son ménicos y del mismo grado que
f v g, respectivamente. Y se cumple que p(X) = f'(X)g' (X).
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Proposicién 5.6.28 (Lema de Gauss). Sea A un (DFU) y sea K su cuerpo cociente. Sea p(X)
un polinomio de A[X]. Si p(X) = f(X).9(X) para algunos polinomios no constantes f(X) y
9(X) de K[X], entonces existen elementos no nulos r y s de K tales que f'(X) :=r.f(X) y
g (X) := s.9(X) son polinomios de A[X] y p(X) = f'(X).¢(X). Esto implica que si p(X) es

un polinomio de A[X] reducible en K[X], entonces p(X) es reducible en A[X].

Demostracion. Una prueba de este resultado puede verse en [1, Capitulo 9.3] (véase también
[8, Teorema 4.6.3]). |

La proposicién anterior nos dice que: si K es el cuerpo cociente del DFU A y p(X) € A[X],

entonces
p(X) es irreducible en A[X] si y sélo si p(X) es irreducible en K[X].

Ejemplo 5.6.29. Probemos que el polinomio p(X) = X3 +3X?2—8 es irreducible en Q[X]. Por
el Lema de Gauss, ya que Q es el cuerpo cociente de Z, tenemos que p(X) es irreducible en Q[X]
si y sélo si p(X) es irreducible en Z[X]. Ahora veamos que efectivamente p(X) es irreducible

en Z[X]. Como p(X) es de grado 3, vamos a probar que no tiene raices en Z. Supongamos que
X3 43X?2-8=0 = X°+3X*=8 = X*(X +3)=38.

Entonces tenemos que (X? =1y X +3 =8) 0 (X? =4y X +3 = 2). En ambos casos es
absurdo. Entonces p(X) no tiene raices en Z. Por lo tanto, p(X) es irreducible en Z[X], y asi
también en Q[X]. |

Ejemplo 5.6.30. Probemos que el polinomio ¢(X) = 3X% — 12X3 + X2 + 1 es irreducible en
Q[X]. Es suficiente probar que ¢(X) es irreducible en Z[X]. No podemos tomar la reducciéon
del polinomio ¢(X) en ningin Z,[X| porque ¢(X) no es ménico. En su lugar consideramos el
polinomio f(X) = 3%¢(X) = 3*X* — 12.33X3 4+ 33X?2 + 33. Observemos que si el polinomio
f(X) es irreducible, entonces ¢(X) es irreducible. Asi que nos enfocamos en probar que f(X)
es irreducible. Ahora hacemos un cambio de variable para transformar a f(X) en un polinomio
ménico. Sea Y := 3X. Entonces, g(Y) = f(X) = Y* - 12Y? + 3Y?2 + 33. Notemos también que
la irreducibilidad de g(Y') implica la irreducibilidad de f(X). Ahora tomemos la reduccién de
g(Y) médulo 2: g(Y) = Y* + Y2 + 1. Probemos que este polinomio es irreducible en Z,[X].
Supongamos que no lo es. Entonces, existen dos polinomios no constantes moénicos a(X) y b(X)
en Zo[X] tal que Y*+Y?2+1 = a(X)b(X). Por la Proposicién 5.6.3, tenemos que gr(a) es 1, 2 o
3, y correspondientemente el gr(b) es 1, 2 o 3. Observemos que el polinomio g(Y) = Y4 +Y?2+1
no tiene raices en Zs, entonces a(X) y b(X) no tienen raices en Z,. Entonces a(X) y b(X)
no pueden ser de grado 1. Entonces gr(a) = gr(b) = 2. Hay exactamente cuatro polinomios
ménicos de grado 2 en Z,[X]. Dividiendo el polinomio g(Y) = Y4+ Y2 + 1 por cada uno de
los cuatros polinomios ménicos de grado dos, vemos que ningin es un factor de g(Y). Por lo
tanto, g(Y) es irreducible en Zy[X]. Por lo tanto, g(Y') es irreducible en Z[X]. Entonces, por lo
antes dicho, el polinomio original ¢(X) es irreducible en Z[X]. |
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Ejemplo 5.6.31. Sea f(X) = X° +2X + 4. Probemos que f(X) es irreducible en Z[X] (y asi
también lo serd en Q[X]). Vamos a considerar una reduccién adecuada médulo p. Tomemos la
reduccién en Zs: f(X) = X°+2X + 1. Primero observemos que f no tiene raices en Zs. Supon-
gamos que f(X) no es irreducible, es decir, que es reducible. Entonces existen dos polinomios
no constantes a(X) y b(X) en Z3[X] tal que f(X) = a(X)b(X). Podemos asumir sin perdida
de generalidad que a(X) y b(X) son ménicos (porque f(X) lo es). Entonces los posibles grados
de a(X) y b(X) son: 2 y 3 (;por que ni a(X) ni b(X) pueden tener grado 17). Supongamos
que gr(a(X)) = 2. Sabemos que hay exactamente 9 polinomios ménicos de grado 2 en Z3[X].
Con lo cual a(X) tiene que ser igual a uno de ellos. De estos nueve polinomios, descartamos
aquellos que tienen una raiz en Zs. Asi que nos quedan sélo los siguientes: X2 +1, X2+ X +2
y X2 42X +2. Realizando la divisién de f(X) por cada uno de esos tres polinomios (en Zs[X])
vemos que ninguno de lo divide (las divisiones dan resto no nulo). Esto es absurdo porque
a(X) | f(X). Por lo tanto, f(X) es irreducible en Zs[X], con lo cual f(X) = X° +2X +4 es
irreducible en Z[X]. |

Proposicién 5.6.32 (Gauss). Sea f(X) = a, X" + -+ a1 X + ag en Z[X] de grado n (esto
es, a, #0). Sit/s € Q (cont y s relativamente primos) y p(t/s) =0, entoncest | ap y s | an.

Demostracion. A cargo del lector. [

Ejemplo 5.6.33. Consideremos el polinomio p(X) = 2X3 —3X2+2X — 3. Probemos que p(X)
no es irreducible en Q[X]. Es suficiente con probar que p(X) tiene al menos una raiz en Q. Por la
Proposicién 5.6.32, las posibles raices racionales son é = =+1, :I:%7 +3, :I:%. Aplicando la regla de
Ruffini, podemos comprobar que 3 es rafz de p(X), ademds se tiene que p(X) = (X —3)(2X?+2).
Por el Lema de Gauss, podemos concluir también que p(X) no es irreducible en Z[X]. De hecho,
p(X) = (2X —3)(X2+1). u

El siguiente es otro criterio importante para testear la irreducibilidad de polinomios.

Proposicién 5.6.34 (Criterio de Eisenstein). Sea f(X) = a, X"+ ap 1 X" 1 4+ + a1 X + ag
un polinomio de Z[X|. Si existe un entero primo p tal que p | ap, p| a1, ..., p| an_1, Pt an y
p? 1 ag, entonces f(X) es irreducible en Z[X] y en Q[X].

Demostracion. Véase en [5, Theorem 17.4]. |
Ejemplo 5.6.35.

(1) Seap(X) = X°—6X3+4X?—10. Como 2 divide a los coeficientes —6, 4 y al —10 y ademéds
4 = 2% no divide al —10, entonces el criterio Eisenstein asegura que el polinomio p(X) es
irreducible en Z[X] y en Q[X].

(2) Sea p(X) = X* + 1. Tal como esta el polinomio p(X), no se puede aplicar directamente
el criterio de Eisenstein. Consideremos el polinomio ¢(X) :=p(X +1) = (X + 1)* +1 =
X44+4X34+6X?+4X +2. Ahora si aplicamos el criterio de Eisenstein al polinomio ¢(X) con
el primo 2, entonce ¢(X) es irreducible en Z[X]. Luego, la irreducibilidad de ¢(X) implica
la irreducibilidad de p(X).
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(3) Sea p(X) = 5X* — 7X + 7. Podemos aplicar el criterio de Eisenstein con p = 7. Por lo
tanto, p(X) es irreducible en Z[X] y Q[X]. |

Sea K un cuerpo. Sabemos entonces que el anillo de polinomios K[X] es un dominio Eu-
clideano y asi, en particular, es un (DIP). Entonces, por la Proposicién 5.2.5, tenemos que un
polinomio p(X) de K[X] es irreducible si y s6lo si el ideal principal (p(X)) de K[X] es maximal.

Esto nos permite concluir directamente el siguiente resultado:

Proposicién 5.6.36. Sea K un cuerpo y sea p(X) un polinomio de K[ X]|. Entonces, K[ X|/(p(X))

es un cuerpo si y solo si p(X) es irreducible.

La proposicién anterior nos muestra como los polinomios irreducibles juegan en K[X] el
papel que los nimeros primos juegan en Z. Recordemos como obteniamos cuerpos finitos a
partir de Z y numeros primos: tomando un primo p de Z, los enteros modulo p formaban un
cuerpo y ademds vimos que Z, = Z/(p) y donde (p) es un ideal maximal.

Sea A un dominio de integridad. Sea f € A[X] un polinomio ménico de grado n, digamos
f=X"+a, 1 X" '+ +a;X + ag. Sea {f) el ideal generado por f y tomemos el anillo
cociente A[X]/(f). A continuacién veremos que las clases de equivalencia de A[X]/(f) estdn
en correspondencia uno a uno con los polinomios de grado menor que n. Es decir, probaremos
que en cada clase de equivalencia de A[X]/(f) hay uno y sélo un polinomio de grado menor
que n.

Para el elemento neutro de A[X]/(f), (f) = [0], es claro. Sea g € A[X]y g ¢ (f). Podemos
escribir g = fqg+1r con q,r € A[X] y gr(r) < gr(f) = n. Luego, g —r = fq € (f) y esto implica
que [g] = [r]. Asi, tenemos que toda clase de equivalencia contiene un polinomio de grado menor
que n. Sean hi, hy € A[X] tales que gr(hy),gr(ha) < ny [h1] = [he]. Entonces, hy — hy = fg
para algin g € A[X]. Como gr(h; — hs) < ny gr(fg) = gr(f) + gr(g) > n, necesariamente se
tiene que g = 0. Lo cual implica que h; = hy. Por lo tanto, en cada clase de equivalencia no
nula hay uno y sélo un polinomio de grado menor que n. Dada una clase de equivalencia, para
determinar su polinomio representante de grado menor que n, basta tomar cualquier elemento
de la clase, dividirlo por f y tomar el resto. Ademas, si el anillo A es finito, podemos concluir
que el cardinal de A[X]/(f) es |A|". Esto es,

[AXT/ (O] = A"

Sea A un dominio de integridad y sea f = X" 4+ a, 1 X" '+ + a1 X + ap € A[X].
Consideremos la aplicacion ¢ : A — A[X]/(f) dada por ¢(r) = [r]. Es claro que ¢ es un
homomorfismo inyectivo, con lo cual nos permite identificar cada clase [r] con su representante
re A Siae AX]|/(f), entonces existe un unico polinomio g € A[X]| de grado menor a n,

digamos g = co + 1 X + -+ + ¢, 1 X", tal que a = [g]. Asi,
a=[g] = [co] +[a][X] + -+ e [X" ] =cot 1+ 4 cpa"

donde hemos utilizado la identificacién ¢; «— [¢;] y hemos reemplazado [X] por 6. Por otra
parte, tenemos que
0=[0]=ap+af+--+a, 0" +0"
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Por lo tanto, podemos ver que los elementos de A[X]/(f) tienen una tdnica expresién de la
forma co+c 10+ --+c,_10" ! con ¢; € Ay tal que ag+a 0+ +a,_10"" 1 +6" = 0. Entonces,
utilizando las expresiones de A[X]/(f), la relacién de f(f#) = 0 y las propiedades de anillos

podemos determinar las operaciones de A[X]/(f).

Ejemplo 5.6.37. Sea f(X) = X2 + 1 € Z3[X]. Notemos que f(X) es irreducible, pues es de
grado 2 y no tiene raices en Zsz. Asi tenemos que el ideal (f(X)) es maximal y por lo tanto
Z3[X]/{f(X)) es un cuerpo de orden 3*> = 9. Los elementos de Z3[X]/(f(X)) son de la forma
a+ bf con a,b € Zs, esto es,

Zs[X]/(f(X)) = {a+ b0 : a,b € Zs}.

Para operar en Z3[X]/(f) utilizamos las operaciones de anillo en Zs y la relacién 6 + 1 = 0,

es decir, 02 = —1 = 2:

(a+0b0)+ (c+df) =(a+c)+ (b+d)f
(a+b0)(c+ df) = ac + adf + bl + bdb? = (ac + 2bd) + (ad + be)6.

Por ejemplo, (1+60)(1+0)=1+20+60*=1+20+2=20; (1+60)0=0+6%=0+2. |

Ejercicios propuestos

Dominios de factorizacién tinica y dominios de ideales principales

Ejercicio 5.1. Sea A un dominio de integridad y sean a,b € A. Probar que a y b son asociados

si y sblo si (a) = (b).

Ejercicio 5.2. Sea A un dominio de integridad. Probar que:

(a) Sia € A esirreducible, entonces todo elemento asociado a a es también irreducible.
(b) sia,be Ay b#0, entonces (ab) & (b) siy sdlo si a no es una unidad de A.

Ejercicio 5.3. Sea A un dominio de factorizacion tinica y sea v una unidad de A. Entonces,

para cualquier elemento a € A, el médximo comun divisor de u y a es (salvo asociados) u.

Ejercicio 5.4. Sea A un dominio de integridad y sea p € A primo. Probar que para todon € N

y todos ay,...,a, € A, siplay----- a,, entonces p | a; para algun i € {1,...,n}.
Ejercicio 5.5.

(a) Sea A un dominio de integridad. Sea p un elemento primo de A. Probar que A/(p) es un

dominio de integridad.
(b) Sea A un DIP y sea I un ideal de A. Probar que el anillo cociente A/I es un DIP.

(c) Sea A un DIP y p € A primo. Probar que A/(p) es un cuerpo.
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Los enteros de Gauss

Ejercicio 5.6. Hallar el cociente y resto de dividir a = 3 — 4i por b = 2 + 5i en Z[i].

Ejercicio 5.7. Determinar si los siguientes elementos son o no irreducibles (primos gaussianos)
en Z[i].

(a) 2. (b) 3. () 5. (d) 2 - 3i.

Ejercicio 5.8. Expresar a 13 y 5 + ¢ como producto de elementos irreducibles de Z[i].

Extensiones cuadraticas

Ejercicio 5.9. Sea d € Z que no es un cuadrado. Probar que la funcién o: Z[\/d] — Z[/d] es

un isomorfismo de anillos.

Ejercicio 5.10. jes a = 1 + /2 una unidad de Z[ﬂ]?

Ejercicio 5.11. Probar que los siguientes elementos son irreducibles en Z[v/—5].

(a) 3. (b) 7. (c) 4+ /5i. (d) 4 — /5i. (e) 1+ 3V/5i.

Ejercicio 5.12. Probar que 21 se puede escribir de dos formas distintas como producto de
elementos irreducibles de Z[v/—5].

Ejercicio 5.13. Consideremos el dominio de integridad Z[/—6].

(a) Probar que 10 se factoriza en producto de irreducibles de dos formas distintas.

(b) (Es Z[\/=6] un DFU?

(c) ;Es Z[v/—6] un DIP?

Ejercicio 5.14. Probar que en Z[v/—5] el elemento 1 + 31/5i es irreducible pero no primo.
Ejercicio 5.15. Probar que Z[v/—3] no es un DIP.

Ejercicio 5.16. Probar que 2 y 1 + /5 son elementos irreducibles de Z[v/5] pero no primos.
Es Z[v/5] un DFU?

Ejercicio 5.17. Probar que 7 es irreducible en Z[v/5] y en Z[v/6].
Ejercicio 5.18. Probar que para cada n € N, los elementos (3 +2+/2)" son unidades de Z[v/2].

Ejercicio 5.19. Sea d € Z que no es un cuadrado. Sean «, f € Z[\/E] Probar que si a.f es

una unidad, entonces a y # son unidades.
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Dominios euclideanos

Ejercicio 5.20. Sea D un dominio euclideano con norma N. Probar que si a,b € D son

asociados, entonces N(a) = N(b).

Ejercicio 5.21. Sea d un entero que no es un cuadrado. Probar que la funcién o: Z[v/d] —
Z[v/d] definida por o(a 4+ bv/d) = a — by/d es un autoisomorfismo.

Ejercicio 5.22. Probar las propiedades de la Proposicién 5.4.2.

Ejercicio 5.23. Sea d € Z tal que d no es un cuadrado. Probar que si a € Z[\/E] es tal que

N(a) = p es un entero primo, entonces « es un elemento irreducible de a € Z[v/d].

Ejercicio 5.24. Probar que todo entero primo p tal que p = —1(mdéd 4) es un elemento
irreducible de Z[v/—5].

Ejercicio 5.25. (a) Probar que Z[i| es un DIP.
(b) Sea I = (a + bi) un ideal de Z[i]. Probar que a* + b* € I.

(c) Sea c+di € Z[i]. Sean r. y rq los restos de dividir ¢ y d por a?+ b?, respectivamente. Probar
que (c+di)+ 1 = (r.+rq)+ 1.

(d) Probar que Z[i]/I es finito.
(e) Sea o = 2+ i. Describir el anillo cociente Z[i]/(2 + 7). (Es Z[i]/(2 + i) un cuerpo?

Ejercicio 5.26. Probar que el dominio de integridad Z[v2] = {z +yv/2 : x,y € Z} con la
funcién N: Z[v/2] — Zs¢ definida por

N(z +yv2) = 27 — 24|

para cada = + yv/2 € Z[ﬂ], es un dominio Euclidiano.
(Sug. Véase la prueba de la Proposicion 5.4.7. También serd til probar que N(af) = N(a)N(5).)

Anillos de polinomios

Ejercicio 5.27. Sean A y B anillos conmutativos con identidad. Probar que si A y B son

isomorfos, entonces A[X] y B[X] son isomorfos.

Ejercicio 5.28. Sea A un dominio de integridad y sea f(X) € A[X]. Probar que para todo

n € N se tiene que

cp(f") =cep(f)" vy gr(f") = ngr(f).

Ejercicio 5.29. Probar que el polinomio f(X) = 2X + 1 in Z4[X] es invertible, es decir, tiene

un inverso en Z4[X|. {Esto contradice la afirmacién (3) de la Proposicién 5.6.37 Explicar.
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Ejercicio 5.30. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Sea I un ideal de A. Probar que
el conjunto
IX]={a, X"+ - +a1 X +ag € AX]| :a0,a1,...,a, € I}

es el ideal de A[X] generado por I.

Ejercicio 5.31. Para cada uno de los siguientes incisos, hallar el cociente y resto de dividir

f(X) por g(X) en los dominios indicados.

(a) f(X)=3X"+X34+2X?2+1yg(X)=X?+4X +2; en R[X].
(b) f(X)=3X"+X3+2X%2+1yg(X)=X?+4X +2; en Z5[X].
(c) f(X)=2X°+X3+2X%2+2y g(X)=X —1; en Z3[X].

(d) fF(X)=5X14+3X3+1yg(X)=3X%+2X +1 en Z;[X].
Ejercicio 5.32. Sea K un cuerpo.

(a) Sea f(X) = a, X"+ -+ a1 X + ap € K[X]. Probar que X — 1 divide a f(X) si y sélo si
a0+a1+-~-+an:0.

(b) Sea I ={f(X)=a, X"+ -+ X +ap € K[X]:a0+a+ -+ a, =0} Probar que I
es un ideal de K[X]. Hallar un generador de 1.

Ejercicio 5.33. Sea ¢: Z|X| — Z la funcién definida por ¢(f(X)) = f(1). Probar que ¢ es
un epimorfismo. Probar que Z[X]/Nu(p) = Z.

Ejercicio 5.34. Listar todos los polinomios de grado 3 sobre Z, e indicar cuales de ellos son

irreducibles. ;Ctantos polinomios distintos de grado 3 hay sobre Z3?

Ejercicio 5.35. Probar que el polinomio f(X) = (X —1)(X —2)...(X —n)—1 es irreducible
en Z[X| para todo n € N.

(Sug.: Suponer por absurdo que f(X) = p(X)q(X) con p(X) y q(X) no constantes. Analizar los
grados de p, q y del polinomio p(X)+q(X). Evaluar f en 1,2,... ,n. A partir de esto determinar

el nimero posible de raices del polinomio p(X)+ q(X), y en consecuencia el grado nuevamente
de p(X) + ¢(X).

Ejercicio 5.36. Hallar todas las rafces y sus multiplicidades del polinomio f(X) = X®+4X*+
4X3 4+ 4X? + X + 1 sobre Zs y factorizarlo en producto de irreducibles en Zs[X].

Ejercicio 5.37. Sea p un entero primo positivo.

(a) Probar a =1,2,...,p— 1 son raices del polinomio X7~ — 1.

(Sug. Utilizar el Pequeno Teorema de Fermat, Teorema 1.4.13).

(b) Probar que XP7™' —1 = (X —1)(X —2)...(X — (p—1)).
(Sug. Usar la Proposicion 5.6.20).
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Ejercicio 5.38. Sea A un dominio de integridad y sea f(X) € A[X]. Probar que a € A es raiz
de f(X) de orden k si y sélo si f(X) es divisible por (X — a)* pero no lo es por (X — a)**+.

Ejercicio 5.39. Probar que el polinomio f(X) = X* — 72X?2 + 4 es irreducible en Z[X].
(Sug.: Usar la Proposicion 5.6.32 para determinar que f(X) no tiene raices enteras. Luego

suponer por absurdo que f(X) es reducible en Z|X].)

Ejercicio 5.40. Probar que el polinomio p(X) = X3 + nX + 2 es irreducible en Z[X] para
todo entero n # 1, —3, —5.
(Sug.: Utilizar las Proposiciones 5.6.24 y 5.6.32.)

Ejercicio 5.41. Determinar cuales de los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos
indicados.

(a) a(X) = 18X5 — 30X 2 + 120X + 360 en Z[X].
(b) g(X) = X*+6 en Z:[X].

(c) a(X)=3X*—-12X3+ X% +1 en Q[X].

(d) b(X) =8X3 —6X + 1 en Q[X].

(e) ¢(X) = X°+5X2+1 en Q[X].

(f) d(X)=(5/2)X5+ (9/2)X* +15X3 + (3/7) X% + 6X + 3/14 en Q[X].
(g) e(X) = X*+1en R[X].

(h) f(X)=X*4+15X3+7 en Q[X].

(i) e(X) = X*+ 1 en Z,[X] con p entero primo.
(j) f(X)=X*+ X +4en Zy[X].

(k) g(X)=X*+10X%+1 en Z[X].

(1) h(X)=X*"4+4X>+6X?+2X + 1 en Z[X].

Ejercicio 5.42. Expresar cada uno de los siguientes polinomios en producto de irreducibles en

los dominios indicados.

(a) a(X) = X3+ X2+ X +1 € Zy[X].

(b) b(X) = X?+6 € Z7[X].

(c) c(X) =X +4X* +4X3 — X? —4X + 1 € Zs[X].
(d) d(X)=X®—1en Z[X].

(e) d(X)= X% —1 en Zy[X].
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(f) d(X) = X® — 1 en Zy[X].

(g) e(X) = X%—1en Z[X].

(h) e(X) = X® — 1 en Zy[X].

(i) e(X) = X%—1en Z3[X].

Ejercicio 5.43. Sea K un cuerpo. Sea p(X) un polinomio irreducible en K[X]. Probar que

para todos a(X),b(X) € K[X], si p(X) | a(X)b(X), entonces p(X) | a(X) o p(X) | a(X).
(Sug. Utilizar la Proposicion 5.6.36).

Ejercicio 5.44. Sea K un cuerpo y sea f(X) un polinomio reducible de K[X]. Probar que el

ideal (f(X)) no es primo en K[X].

Ejercicio 5.45. Hallar todos los polinomios ménicos irreducibles de grado 2 en Z3[X].

Ejercicio 5.46. Describir el anillo cociente Zy[X]/(X?). Construir las tablas de sus operaciones.

Ejercicio 5.47. Encontrar y describir todos los ideales en Zs[X]/(X?+2). (Es Z3[X]/(X?+2)

un dominio de integridad?

Ejercicio 5.48. Para cada uno de los siguientes n, hallar un cuerpo con n elementos y describir

las operaciones de suma y producto dando tres ejemplos de suma y tres ejemplos de productos.

(a) n=38. (¢) n=25.

(b) n=09. (d) n = 49.

(e) n=125.






Capitulo 6
Extensiones de Cuerpos

En este capitulo presentamos una breve introducciéon al estudio de la teoria de cuerpos, con
especial atencion al concepto de extensiones de cuerpos. Podemos decir, a grandes rasgo, que el
material presentado en este capitulo constituye la base o tal vez mejor dicho, los pre requisitos
necesarios para comenzar el estudio de la Teoria de Galois.

El estudio de extensiones de cuerpos permite, entre otras muchas e importantes cosas,
realizar una clasificacién completa de todos los cuerpos finitos. También se vera en este capitulo
que todo polinomio P(X) sobre un cuerpo F' tiene al menos una raiz en alguna extension de

F (F C K) convenientemente elegida.

6.1. Cuerpos

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos basicos de la teoria de cuerpos. Co-

menzamos con la siguiente definicion.

Definicién 6.1.1. Sea K un cuerpo. Un subconjunto no vacio F' de K es llamado subcuerpo

de K si F' es un subanillo de K el cual es de hecho un cuerpo.

La siguiente proposicion da una caracterizacion ttil y sencilla de la nocién de subcuerpo.

Dejamos los detalles de la demostracién a cargo del lector.

Proposicion 6.1.2. Sea K un cuerpo y F' un subconjunto no vacio de K. Entonces, F' es un

subcuerpo de K si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
(1) 1eF,

(2) sia,be F, entoncesa—be F y

(3) sia,b€e F yb+#0, entonces ab™! € F

Definicién 6.1.3. Sea K un cuerpo. Diremos que K tiene (o es de) caracteristica p # 0 si
p es el menor entero positivo n tal que n.a = 0 para todo a € K. Si no existe un tal p que

verifique la condicién se dird que K es de caracteristica 0.

131
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Ejemplo 6.1.4.
(1) Sea p un entero positivo primo. Entonces el cuerpo Z, es de caracteristica p.

(2) Todo cuerpo finito es de caracteristica no nula. Si K es un cuerpo con n elementos, entonces
sabemos (considerando a K como grupo abeliano con respecto a +) que n.a = 0 para todo
a € K. Asi, por el Principio de Buena Ordenacion de los nimeros naturales, sabemos que

existe un entero positivo p tal que es el menor que verifica que p.a = 0 para todo a € K.

(3) En el Ejemplo 5.6.37 vimos que Z3[X]/(X?+1) es un cuerpo con 9 elementos. Es claro que
3.(af 4+ b) = 0 para todo elemento af + b de Z3[X]/(X? + 1) y asf la caracteristica de dicho

cuerpo es 3. |
Proposicion 6.1.5. La caracteristica de cualquier cuerpo K es cero o un nimero primo p.

Demostracion. Sea K un cuerpo. Si la caracteristica de K es cero, entonces no hay nada que
probar. Supongamos que la caracteristica de K es p. Si p no es primo, entonces p = s.t con
l<s<pyl<t<p Como (s.lg)(t.1lg) = (st)lx = p.lx = 0y K es en particular un
dominio de integridad, tenemos que s.1x = 0 o t.1x = 0. Si s.1x = 0, entonces para todo
elemento a € K, s.a = (s.1x).a = 0.a = 0. Lo cual es imposible pues p es la caracteristica de

K y 1 < s < p. Andlogamente si t.1x = 0. Por lo tanto, p es un nimero primo. [ |

La siguiente proposicién muestra una propiedad interesante y 1til de aquellos cuerpos que

tiene caracteristica no nula.

Proposicion 6.1.6. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Entonces, para todos a,b € K y

todo entero positivo n, (a + b)P" = aP" + bP".

Demostracién. Afirmamos primero que el teorema del binomio de Newton (a+b)" = >} (#)a"*.b*
es valido en todo dominio de integridad (se deja la prueba a cargo del lector). Ya que p es pri-
mo, tenemos que para cada 0 < k < p, p divide al coeficiente binomial (7). Entonces, como
la caracteristica de K es p y cada coeficiente binomial (7) con 0 < k < p es un multiplo de p,

tenemos que
P

(a+b)? => H)a** b =a” + 1.
k=0
Ahora probaremos (a + b)?" = a?" + b*" por induccién sobre n. Para n = 1, lo acabamos de

probar. Supongamos que es valido para n — 1. Entonces,
n — p n— n— p n n
(a+0b)? :<(a+b)p 1) :<ap R 1) =a’ + V. |

Los cuerpos Q y Z, con p primo, juegan un rol importante en el estudio de la teoria de
cuerpos. Una de las propiedades que comparten estos cuerpos es que ellos no poseen subcuerpos
propios y, como veremos enseguida, todo cuerpo contiene como subcuerpo una copia isomorfica

de uno u otro de ellos.

Dado que (}) = %(zj), se sigue que p | k.(§) y como p es primo y k < p, obtenemos que p | (7).
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Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Entonces los elementos de la forma n.1x (donde n € Z
y 1k es la identidad de K) son todos distintos (véase Ejercicio 6.8) y ellos forman un subanillo

isomorfo a Z. Tenemos ahora que el conjunto
{ Ig(nlg)™ m,nEZconn;éO}

1
:{m K mnEZconn;éO}

5

es de hecho un subcuerpo de K isomorfo a Q. En otras palabras, el subcuerpo P(K) es el

3|3:

nEZconn#O}

cuerpo de fracciones del dominio de integridad A = {n.1x : n € Z}.
Supongamos ahora que K es un cuerpo de caracteristica p. Entonces se puede probar que

el conjunto
P(K) = {0](,1[(,2.1[(,. NN (p— 1>1K} == {O, 1,2,. cey (p— 1)}

(dejamos los detalles al lector) es de hecho un subcuerpo de K y es isomorfo al cuerpo Z,.
Para cualquier cuerpo K, una propiedad importante del subcuerpo P(K) es que el esta
contenido en todo subcuerpo de K (pues, todo subcuerpo contiene los elementos Ox y 1g). El

subcuerpo P(K) es llamado el subcuerpo primo de K.

6.2. Espacios vectoriales

En esta seccion presentamos los conceptos basicos de la teoria de espacios vectoriales que

seran necesarios para la exposicion en las secciones siguientes.

Definicién 6.2.1. Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K es un grupo abeliano (V,+)
con una operacion externa .: K x V — V (estos es, para cada k € K y cadav eV, kv e V)

que verifica los siguientes axiomas:

(V1) E.(vy 4+ vg) = k.vy + k.vg, para todos v1,v2 € V y k € K;
(V2) (k1 + ko).v = k1.0 + ko.v, para todos ki, ks € K y v eV,
(V3) ki(ko.v) = (k1ka).v, para todos ki, ke € K y v €V,

(V4) 1.v = v, para todo v € V.

Es usual llamar vectores a los elementos de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y
escalares a los elementos de K.

Ejemplo 6.2.2.

(1) Sea K un cuerpo. Sea V. = K" = {(ky,...,k,) : k1,...,k, € K}. Sabemos que V' es un
grupo abeliano con respecto a la suma. Se define el producto externo como k.(k1, ..., k,) =
(kki, ..., kky,). Luego, no es dificil de comprobar que V' es un espacio vectorial sobre el

cuerpo K.
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(2) Sea K un cuerpo y consideremos el anillo de polinomios K[X]. El grupo abeliano (K[X], +)
con el producto externo definido, para cada p(X) = @, X"+ -+ a1 X +ap y k € K, como

k’p(X) = k'(lan +---+ kCLlX + kCLO
es un espacio vectorial sobre K.

(3) Sean K y F cuerpos tales que F' es un subanillo de K, F' C K. Entonces K es un espacio
vectorial sobre el cuerpo F'. La operaciéon externa de un elemento de F' por uno de K es

simplemente el producto en el cuerpo K.
(4) Por el punto anterior tenemos que C es un espacio vectorial sobre el cuerpo R. [ |

Veamos algunas propiedades basicas de los espacios vectoriales. Las pruebas de ellas se dejan

a cargo del lector.

Proposicion 6.2.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces, para todo v € V
ykekK,

(3) si kv =0, entonces k=0 o v = 0;

(4) (—k)v = —(kv).

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean vy,...,v, € V. Se dice que un vector
v € V es combinacion lineal de los vectores vy, . .., v, si existen escalares ky, ..., k, € K tales
que v = ky.v1+- - +kp.vg. Denotaremos por (vy, ..., v,) al conjunto de todas las combinaciones
lineales de los vectores vy, ...,v,. Esto es,

(U1, ..., 0n) = {kyvr + -+ kpvy s ke, .ok € K}

El siguiente resultado serda de mucha utilidad para probar algunos resultados en la teoria
de espacios vectoriales. Sea K un cuerpo. Consideremos el sistema homogéneo de ecuaciones

lineales presentado en (6.1) donde los k;; € K y las soluciones son n-uplas de elementos de K.

4
k1121 + k1o

4.+ kpr, =0
korx1 + koo 4+ ...+ kopz, =0
-
-

L+ =0

+
kixy + kioxo

+ +...+ =0
121 + ke +. oo+ Eppr, =0

Lema 6.2.4. Si en el sistema (6.1) el nimero de incdgnitas es mayor que el nimero de ecua-

ciones (n > m), entonces (6.1) tiene una solucion no trivial en K.
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre el niimero m de ecuaciones. Sim = 1, el sistema
(6.1) es kyjyz1 +kio+- - -+k1px, = 0 conn > 1. Para no tener una trivialidad estamos asumiendo
que no todos los coeficientes k;; son ceros. Podemos suponer sin perdida de generalidad que k1,
es no nulo. Entonces, la ecuacién anterior tiene como solucion no trivial a: zo = --- =z, =1
Yy xr = —(1/]{}11)(]{712 + -+ k’1n).

Ahora suponemos que el lema es verdad para para todo sistema con r ecuaciones (y el
numero de incégnitas excede al de ecuaciones). Supongamos que en el sistema (6.1) m =r + 1
y n > r+1. Como antes, no todos los k;; son nulos. Asumamos que ky; # 0. Vamos a eliminar
de las ecuaciones. Para esto se resta a cada ecuacién ¢ > 2 la primera ecuacién multiplicada por
ki1 /k11. Luego, sin tener en cuenta la primera ecuacién, obtenemos un nuevo sistema homogéneo

con r ecuaciones en n — 1 incégnitas como se muestra en (6.2) y en donde s;; = k;; — ki1 /k11.

.

S92+ + SonTn = 0
+ + — 0
S;oTa+ e+ SinTn = 0 (6.2)
+ + — 0
[ Sr+1,202F + Sep10Tn, = 0

Ademads note que n — 1 > r. Entonces, por la hipétesis inductiva, el sistema (6.2) tiene una

solucién no trivial (ye,...,y,) en K. Sea y; = —(kio2y2 + -+ + k1nYn)/k11. Ahora se puede
verificar directamente que la n-upla (y1,¥s, ..., yn) asi obtenida es una solucién no trivial del
sistema (6.1). Esto completa la demostracién. |

Definicién 6.2.5. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto W de V' es llamado
un subespacio de V' si W es un subgrupo de V' y para todo w € W y todo k£ € K, el producto
externo k.w € W.

Proposiciéon 6.2.6. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy,...,v, € V. Entonces
(V1,...,0,) es un subespacio de V y es llamado el subespacio de V generado por los
vectores vy, ...,v,.

Diremos que un espacio vectorial V' sobre K es finitamente generado si existen vectores

v1,...,0, € Vtalque V = (vq,...,v,). En otras palabras, un espacio vectorial V' es finitamente
generado si existen n vectores vy, ..., v, tal que todo elemento de V' es una combinacién lineal
de los vectores vy, ..., v,.

Definicién 6.2.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que n vectores
v1,...,0, de V son linealmente independientes sobre K si kyvy + -+ + k,v, = 0 para
ki,...,k, € K, implica que ky = ko = --- = k, = 0. En caso contrario diremos que son

linealmente dependientes.

Proposiciéon 6.2.8. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy,...,v, € V. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes sobre K ;

(2) todo elemento v € (vy,...,v,) tiene una representacion unica como combinacion lineal de

Viy..oyUp.

Demostracion. (1) = (2) Sea v € (vy,...,v,) y supongamos que v tiene dos representaciones,
esto es, v = kyvy + -+ + kpv, = S101 + -+ + S, con ky, s; € K. Luego, tenemos que (k —
s1).v1 + -+ (ky + sp).v, = 0y como los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes
sobre K, obtenemos que k1 = s1,...,k, = S,.

(2) = (1) Es claro ya que kyv1+- - -+ kpv, = 0 = Ovy+- - -+0v, implica que ky =0,... ,k, =
0. |

Definicién 6.2.9. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Un conjunto {vy,...,v,} de vectores de
V es llamado una base de V sobre K si los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes

y generan a V.

Proposicién 6.2.10 (Teorema de la dimensién). Sea V' un espacio vectorial sobre K. Si
{v1,.. . o0} y {wi, ..., wy,} son dos bases finitas de V sobre K, entonces n = m. Es decir,

dos bases finitas de V' deben tener el mismo numero de elementos.
Demostracion. Se puede ver una prueba en [7, p. 62]. [ |
La proposicion anterior nos permite considerar la siguiente definicién.

Definicién 6.2.11. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea {vy,...,v,} una base
de V. Se define la dimensién de V' como el nimero de elementos de la base {vy,...,v,} y la

denotaremos por dimg (V) esto es, dimg (V) = n.
Ejemplo 6.2.12.

(1) dimg(C) = 2. Se puede comprobar que {1,i} es una base del espacio C sobre el cuerpo R.
Entonces, dimg(C) = 2.

(2) Sea K un cuerpo. Consideremos el espacio vectorial V' = K" (con n € N) sobre K. Un
argumento directo prueba que los vectores e; = (1,0,...,0),..., e, = (0,0,...,0, 1) forman

una base para V. Entonces dimg (K™) = n. |

Proposicién 6.2.13. Sea V' un espacio vectorial sobre K tal que dimg (V) = n. Entonces

cualquier conjunto de m > n vectores de V' son linealmente dependientes.

Demostracion. Sean wy, ..., w,, vectores de V y sea {vy,...,v,} una base de V sobre K.

Entonces, existen escalares k;; en K tales que

w1, = anl + -+ klnvn

Wy = k21’01 + -+ kfzn’l)n

Wiy, = kmav1 + -+ + KnUn.
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Para probar que los vectores wy, . . ., w,, son linealmente dependientes consideremos la ecuacién

S1wy + SoWs + -+ -+ + Spuwy, = 0 con los s; escalares de K. Luego tenemos que
s1(knvr + - + ki) + so(karvr + - - + kapvy) + .o
ot S (Bmavy 4 - -+ knvn) = 0.
Con lo cual
(kiisi+ -+ + kmism).v1 + (ki2s1 + -+ 4 kmosm) .02 + . ..
oot (kpst + -+ kynSm) v, = 0.
Como los vectores {vy,...,v,} son linealmente independientes obtenemos el siguiente sistema
(k1181 + ko1s1 +...+ ks, =0
k1981 + koas1 + ...+ kpas,m =0
+ 0 44 =
(k1ns1 + konst 4+ ...+ Epps, =0

que tiene n ecuaciones, m incognitas (sy,...,s,) y m > n. Entonces, por el Lema 6.2.4, existe
una solucion sy, ..., s, no trivial de escalares. Esto muestra que los vectores wy, . .., w,, no son
linealmente independientes, es decir, son linealmente dependientes. |

Proposicién 6.2.14. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K tal que dimg (V) = n.

Entonces, cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes forman una base de V
sobre K.

Demostracion. Sea B = {vq,...,v,} un conjunto cualesquiera de vectores linealmente inde-
pendientes de V. Para probar que B es una base de V solo resta chequear que B genera
todo V. Sea v € V. Por la Proposiciéon 6.2.13, tenemos que los vectores vy,...,v,,v son li-
nealmente dependientes. Es decir, existen escalares ki, ..., k,, kK de K no todo nulos tales que
0 = kv + ... kyv, + kv, Afirmamos que k& # 0. Pues si £ = 0, entonces tendriamos que
0= kyvi+---+ k,v, con los escalares kq, ..., k, no todos nulos, lo que contradice el hecho que

los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes. Luego podemos hacer
v=(=1/k)(kyvr + -+ + kpvp) = s101 + -+ + Sy

con s; = —k;/k. Asi, los vectores vy, ..., v, generan a todo V y por lo tanto B = {vy,...,v,}

forma una base de V. [ |

6.3. Extensiones de Cuerpos

Sean K y F' dos cuerpos. Diremos que K es una extension de F' si F' C K, esto es, si
F' es un subcuerpo de K. También diremos que K es un cuerpo extension del cuerpo F.
Recordemos que si K es una extension de F', F' C K, entonces K es un espacio vectorial sobre el
cuerpo F. Diremos que K es un extensidn finita de F' si dimp(K) es finita. Es usual denotar
dimp(K) como [K : F| y se lo llama el grado de K sobre F.
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Ejemplo 6.3.1.

(1) El cuerpo de nimeros reales R es una extensién infinita del cuerpo de nimeros racionales
Q, pues cualquier extensién finita de Q debe ser de cardinal infinito numerable y sabemos

que R es infinito no numerable.

(2) El cuerpo de nimeros complejos C es una extensién finita de R. En efecto, los nimeros 1 e
1 forman una base de C sobre R ya que todo niimero complejo z se escribe como z = a + b
con a,b € R. [ |

Veamos ahora algunas propiedades basicas acerca del grado de extensiones.

Proposicién 6.3.2. Sean F' C K C L cuerpos tales que los grados [L : K| y [K : F] son
finitos. Entonces L es una extension finita de F' y [L : F] = [L: K].[K : F].

Demostracion. Lo que haremos para probar la proposicion es exhibir explicitamente una base
de L sobre el cuerpo F'. Supongamos que [L : K] = my [K : F| = n. Entonces L tiene una base
{v1,...,0y} sobre K y K tiene una base {wy, ..., w,} sobre F. Se puede probar directamente
que los vectores {v;w; : 1 < i < myl < j < n} = {vw,...,00Wp,...,00W1,...,0W,}
forman una base de L sobre el cuerpo F', mostrando que ellos generan a todo L y son linealmente
independientes sobre F'. Dejamos los detalles a cargo del lector. Por lo tanto, L es una extension
finita de F' y ademés podemos concluir que [L : F] =mn = [L: K|.[K : F]. |

Proposicién 6.3.3. Sea K un cuerpo extension de F'. Entonces, K = F siy solo si [K : F] = 1.

Demostracion. Si K = F, entonces es claro que {1} es una base de K sobre F'y por lo tanto
[K : F] = 1. Reciprocamente, supongamos que [K : F'] = 1. Entonces existe a # 0 de K tal que
{a} es una base de K sobre F. Luego, debe existir un escalar a € F tal que 1 = a.«. Entonces
a=1/a € F. Para cada € K, existe b € F tal que = b.aco = b/a € F. Esto es, K C F. Por
lo tanto, K = F. [ |

Proposicion 6.3.4. Sea K una extension finita de F' de grado n. Entonces, para todo elemento

u de K existen n+ 1 elementos ag,aq,...,a, de F' no todos nulos, tales que
ap +au+ - +au =0.

Demostracién. Sea u € K. Como [K : F] = dimp(K) =ny 1,u,u? ..., u" son en total n + 1
elementos de K, tenemos por la Proposicion 6.2.13 que ellos son linealmente dependientes sobre

F'. Entonces, existen n + 1 escalares ag, aq,...,a, no todos nulos de F' tales que
a0.1+a1u+---+anun=0- |

Una conclusién directa de la proposicién anterior es que si K es una extensiéon finita de
un cuerpo F'| entonces para todo elemento u de K existe un polinomio no trivial p(X) =
an X"+ -+ a1 X + ap de F[X] tal que u es una raiz de p(X). Esto nos sugiere la siguiente

definicion general.
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Definicién 6.3.5. Sea K un cuerpo extensién de un cuerpo F'. Se dice que un elemento a € K
es algebraico sobre F si existe un polinomio p(X) no nulo de F[X] tal que p(or) = 0. Un
elemento de K que no es algebraico sobre F' es llamado trascendente sobre F'. Diremos que

K es una extension algebraica de F' si todo elemento de K es algebraico sobre F.

Notemos que por la Proposicion 6.3.4, tenemos que si K es una extensién finita de F,
entonces todo elemento de K es algebraico sobre F'. Luego, podemos concluir el siguiente

corolario:

Corolario 6.3.6. 5i K es una extension finita de F', entonces K es una extension algebraica
de F.

La afirmacién reciproca no es verdad; una extension algebraica K de F' no es necesariamente

una extensién finita de F.

Ejemplo 6.3.7.

(1) El nimero complejo i es algebraico sobre @, pues p(X) = X? + 1 es un polinomio de Q[X]
y p(7) = 0. En general, diremos que un nimero complejo es un ntimero algebraico si es

algebraico sobre Q.

(2) Consideremos la extensién Q C R. Para todo nimero real a, si a es racional, entonces a es

algebraico. En efecto, se considera p(X) = X — a.

(3) Consideremos de nuevo la extensiéon Q C R. El niimero V2 € R es algebraico sobre Q, pues
es rafz del polinomio p(X) = X? — 2. Veamos que el ntimero /1 + /3 es algebraico sobre
Q. Llamemos a = v/1 4+ /3. Entonces a®> = 1 + /3 y asi a®> — 1 = v/3. Luego (a®> —1)2 =3
y con lo cual a* — 2a® — 2 = 0. Por lo tanto, es claro que a es una raiz del polinomio
p(X) = X* — 2X? — 2. Entonces, efectivamente /1 + v/3 es algebraico sobre Q.

(4) Los ntimeros reales e y 7 son conocidos a ser trascendentes sobre Q. La prueba de esto no
es sencilla. Que el nimero e es trascendente sobre Q fue probado por Hermite en 1873 y la

demostracion de que 7 es trascendente fue realizada por Lindemann en 1882. [ |

Hay una forma bastante sencilla de obtener ntimeros reales trascendentes a través de lo que
se conoce como el Criterio de Liouville (J. Liouville 1809-1882). El matematico Liouville probé
que todo nimero algebraico (de grado n) debe satisfacer una cierta propiedad. El criterio es de
tal naturaleza que se pueden construir, sin demasiada dificultad, niimeros reales que no cumplen
la propiedad establecida por Liouville y asi, dichos niimeros deben ser trascendentes. Para mas
detalles acerca del Criterio de Liouvulle y la forma de obtener niimeros reales trascendentes,
dirigimos al lector a [8, Seccién 6.6].

Ahora veremos como producir extensiones finitas de cuerpos a partir de elementos algebrai-
cos, usando como herramienta los polinomios minimos. El siguiente lema es un resultado que

necesitaremos para alcanzar nuestro objetivo.

Lema 6.3.8. Sea A un dominio de integridad. St A es un espacio vectorial de dimension finita

sobre un cuerpo F', entonces A es de hecho un cuerpo.
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Demostracion. Solo debemos probar que todo elemento no nulo de A es invertible. Sea a € A no
nulo. Digamos que dimp(A) = n. Asi, los elementos 1,a,a?, ..., a, son linealmente dependientes

en A sobre F, esto es, existen escalares by, by, ...,b, de ' no todos nulos tal que
bo.l + bl.a + -4 bn.(ln = 0.

Entonces, podemos tomar un polinomio p(X) = ¢,, X™ + -+ -+ ;X + ¢ no nulo de F de grado

minimo tal que p(a) = 0. Afirmamos que ¢y # 0. Supongamos lo contrario, ¢y = 0. Entonces
O=cra+ - +cpa™=(c1+ - +cma™ ha.

Como A es un dominio de integridad, obtenemos que ¢; + --- + ¢,,.a™ ' = 0 y entonces
q(X) =c1+ -+ ¢ X™ ! es un polinomio de grado menor que p(X) tal que g(a) = 0; esto
contradice la minimalidad del grado de p(X). Ahora, usando que ¢y # 0, tenemos que

1:— =
Co

Cm-@™" 4+ -+ cr.a FEY L S R
.a.
Co

Entonces, a es invertible y por lo tanto A es un cuerpo. [ |

Definicién 6.3.9. Sea K un cuerpo extensién de F'. Diremos que un elemento algebraico o € K
sobre F' es de grado n si existe un polinomio ménico p(X) en F[X] de grado n tal que p(a) =0
y ningtn otro polinomio no nulo de grado menor en F'[X] tiene esta propiedad. Llamaremos al

polinomio p(X) el polinomio minimo de « sobre F.

Observacién 6.3.10. Notemos que el polinomio minimo de todo elemento algebraico o siempre

existe y es tnico. Como « es algebraico, el conjunto
{m € Z>y : Ip(X) € F[X] ménico de gr(p(X)) =m y p(a) =0}

es no vacio, asi que podemos tomar el minimo de esos enteros no negativos, digamos n y el
polinomio correspondiente p(X). Ahora, si a es algebraico de grado n y p(X) y ¢(X) son dos
polinomios ménicos de grado n tales que p(a) = g(a) = 0, entonces h(X) = p(X) —¢(X) es un
polinomio tal que gr(h(X)) <n—1<ny h(a) = 0. Lo cual implica que existe un polinomio
moénico h'(X) de grado menor que n tal que h'(a) = 0; esto contradice que « es algebraico de

grado n.

Proposicién 6.3.11. Sea a un elemento algebraico de grado n de K sobre F con polinomio
minimo p(X) en F[X]. Entonces, p(X) es irreducible en F[X].

Demostracion. A cargo del lector. [ |

Proposicién 6.3.12. Sea K un cuerpo extension de un cuerpo F' y sea o« € K. Si p(X) es
un polinomio mdnico e irreducible en F[X] tal que p(a) = 0, entonces p(X) es el polinomio

minimo de a sobre F'.



Capitulo 6. Extensiones de Cuerpos 141

Demostracion. Sea f(X) el polinomio minimo de «. Por el algoritmo de la divisién para polino-
mios, tenemos que existen polinomios ¢(X) y r(X) de F[X] tales que p(X) = f(X).q(X)+r(X)
con r(X) =0 o gr(r) < gr(f). Como r(ar) =0y f(X) es el polinomio minimo de «, tenemos
que 7(X) = 0. Entonces p(X) = f(X)q(X). Ya que p(X) es irreducible y f(X) es no-constante,
tenemos que ¢(X) = cte = a € F. Pero, dado que p(X) y f(X) son ménicos, ¢(X) =1y asi
p(X) = f(X); lo que muestra que p(X) es el polinomio minimo de «. [

Ejemplo 6.3.13. Como hemos visto en el Ejemplo 6.3.7 (4), el ntimero real a = /1 ++/3
es una raiz del polinomio p(X) = X* — 2X? — 2, el cual pertenece a Q[X]. Por el criterio
Eisenstein con el ntiimero primo 2, podemos observar que p(X) = X% — 2X? — 2 es irreducible
en Q[X]. Entonces, por la Proposicién 6.3.12, p(X) = X* —2X? — 2 es el polinomio minimo de
a= V143 yasi @ =1+/1++/3 es algebraico de grado 4 sobre Q. [ |

Sea F' un cuerpo y sea K una extension de F'. Sea S un subconjunto de K. Denotemos por
F(S) a la interseccién de todos los subcuerpos de K conteniendo a F'U S. Es claro que F'(5)
es un subcuerpo de K y es el menor subcuerpo de K tal que contiene a F'U S. Se llama a
F(S) el subcuerpo de K generado sobre F' por S. Si S = {a,...,a,} es finito, escribimos
F(ay,...,a,)enlugar de F(S). Observemos que F(.S) es de hecho una extension de F'. También
se puede comprobar sin mucha dificultad que F(S U {a}) = F(S5)(a), esto es, el subcuerpo de
K generado sobre F' por SU{a}, F(SU{a}), coincide con el subcuerpo de K generado sobre
F(S) por {a}, F(S)(a).

Aqui estamos particularmente interesados en el caso que el conjunto S es unitario, digamos
S = {a} con « algebraico de orden n. Como ya hemos hecho, en otros contextos, trataremos

ahora de caracterizar al subcuerpo F'(«) generado sobre F' por « (algebraico de orden n).

Proposiciéon 6.3.14. Sea K un cuerpo extension de F y sea a € K algebraico de grado n
sobre F. Entonces F (o) = {f(a) : f(X) € F[X]}.

Demostracion. Probaremos que Fla| := {f(«) : f(X) € F[X]} es el menor subcuerpo de K
que contiene a F''y a. Considerando f(X) = a (polinomio constante) con a € F'y g(X) = X,
tenemos que F'U {a} C Fla] y dado que todo elemento de Fla] es una combinacién lineal
de potencias de a, obtenemos que F[a] C K. Es directo chequear que F|a] es de hecho un
subanillo de K y asf es un dominio de integridad. También podemos observar que Fa] es un
espacio vectorial sobre el cuerpo F'.

Sea p(X) el polinomio minimo de « sobre F. Sea f(X) € F[X]. Por el algoritmo de la
divisién, existen polinomios ¢(X),r(X) € F[X] tales que f(X) = p(X).q(X) + r(X) con
r(X) = 0o gr(r(X)) < gr(p(X)). Asi, f(a) = p(a).q(a) + r(a) y con lo cual f(a) = r(a).
Como 7(X) =0 o gr(r(X)) < gr(p(X)), tenemos que f(«) es una expresiéon polinémica en «

de grado n — 1 a lo sumo. Entonces

Fla] = {f(a): f(X) :an—an_1+"'+a1X+ao € FIX]} (6.3)
:{an,la"’1+~--+a1a—|—a0:an,l,...,al,aoeF}. '

Esto muestra que F'[a] esta generado, como espacio vectorial, por los elementos 1, a, @2, ..., a" L.

Entonces, F[a] es de dimensién finita sobre F' (con dimp Fa] < n). Luego, por el Lema 6.3.8,
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tenemos que de hecho Fla] es un cuerpo y asi un subcuerpo de K. Solo nos resta probar
que Fla] es el menor subcuerpo de K que contiene a F' U {a}. Sea F’ un subcuerpo de K
tal que F'U {a} C F’. Como todo elemento de F|a] es una combinacién lineal de los ele-

n—1

mentos 1,a,...,« sobre F', tenemos claramente que Fla] C F’. Por lo tanto, tenemos

demostrado que F[a] es el menor subcuerpo de K que contiene a F'U {a} y esto muestra que
Fla] = F(a). |

Ahora podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 6.3.15. Sea K un cuerpo extension de F y sea o € K algebraico de grado n. Enton-

ces, F(a) es una extension finita de F' y [F(a) : F] = n.

Demostracion. Por lo probado en la proposicién anterior podemos afirmar que F'(«) es una
extensién finita de F. Para ver que [F(«) : F| = n, veamos que el conjunto generador
{1,a,...,a" '} (ver (6.3)) es linealmente independiente sobre F. Denotemos por p(X) al po-
linomio minimo de a sobre F. Supongamos que a,_1a" ' 4+ --- +aja +ay = 0 con a; € F.
Luego, el polinomio q(X) = a, 1 X" '+ -+ +a; X + ag es tal que ¢(a) = 0y gr(q) < gr(p),
lo que contradice que p(X) es el polinomio minimo de « sobre F. Entonces ¢(X) = 0 y asi
Un_1=++=a; = ag = 0. Por lo tanto, {1, ,...,a" '} forma una base de F(a) sobre F'; con

lo cual [F(a) : F] = n. Esto completa la demostracién. |

Para un cuerpo extension K de F'y un elemento algebraico a de K sobre F' de grado n,
llamaremos a F'(«) una extensién algebraica simple de F. Ademds, por lo probado en la

Proposicién 6.3.14 y en el Teorema 6.3.15 tenemos que:

F(a)={ap +aa+ - +a,_1a"*:a; € F}

1

y cada elemento de F'(«) se escribe de forma tnica como ag+aja+ -+ a,_1a™ " con a; € F.

Ejemplo 6.3.16.

(1) El ntimero complejo V/3i es algebraico de grado 2 sobre @ con polinomio minimo p(X) =

X2 + 3. Entonces, tenemos que
Q(V3i) = Q[V3i] = {a+bV3i:a,b € Q}
v Q(v/3i) es una extensién finita de Q de grado 2.

(2) Probemos que v/2 + /3 es algebraico sobre Q y hallemos su polinomio minimo. Conside-
remos la extensién Q(ﬂ + \/3) Veamos primero que Q(\/ﬁ, V3) = @(\/ﬁ + \/5) Es claro
que V243 € @(\/5, \/§) Entonces @(\/5 + \/3) C @(\/5, \/§) Reciprocamente, como
(V3 +V2)(V3 —v2) = 1, se sigue que v3 —v2 = (vV3+v2)"! € Q(v2 + V/3). Entonces
podemos obtener que v/2,v/3 € Q(\/E+ \/§) Luego, Q(\/§, \/§) - Q(\/§—|— \/§)

Observemos que tenemos las siguientes extensiones:

Q C Q(v2) Cc Q(v2,V3) =Q(vV2+ V3).
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Tenemos que p(X) = X2—2 es el polinomio minimo de v/2 sobre Q. Entonces [Q(v/2) : Q] =
2y {1,v/2} es una base de Q(y/2) sobre Q. De forma similar podemos notar que ¢(X) =
X? — 3 es el polinomio minimo de v/3 sobre Q(v/2); entonces [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)] = 2
v {1,v/3} es una base de Q(v/2,v/3) sobre Q(v/2). Por lo tanto, por la Proposicién 6.3.2,

tenemos que

QW2 V3) Q) = [QV3,V3) : Q(V2)LIQ(V3) : @ = 2.2 4
y {1, V2,3, \/6} es una base de Q(\/ﬁ, \/3) sobre Q.

Por el Teorema 6.3.15 sabemos que el polinomio minimo de V2 + /3 sobre Q debe ser
de grado 4. Por otro lado, sea a = v/2 + /3. Luego, o® = 5 + 26 y asi (o — 5)? = 24.
Entonces, a* — 10a? + 1 = 0. Por lo tanto, podemos concluir que X* — 10X? + 1 es el
polinomio minimo de v/2+ v/3 sobre Q. Ademsés, observemos que por la Proposicién 6.3.11

tenemos que el polinomio X* — 10X?2 + 1 es irreducible sobre Q. [ |

En el Ejemplo 6.3.7 (4) hemos indicado que los nimeros e y 7 son trascendente. Ahora
daremos una demostracién, no constructiva, del hecho que ntimeros trascendentes existen. El
argumento no constructivo que daremos para probar la existencia de nimeros trascendentes es

debido a Cantor. Comenzamos con el siguiente resultado.

Proposiciéon 6.3.17. Sean FF C K C L cuerpos extensiones y sea o« € L. St « es algebraico

sobre F', entonces a es algebraico sobre K.

Demostracion. Es consecuencia de que todo polinomio sobre F' es un polinomio sobre K, en
otras palabras, F[X]| C K[X]. |

Proposicién 6.3.18. Sea K una extension de un cuerpo F. Sea A(K) el conjunto de todos

elementos algebraicos de K sobre F. Entonces, A(K) es un subcuerpo de K.
Notemos que de hecho A(K) es ademds una extensién del cuerpo F; estoes, ' C A(K) C K.

Demostracién. Sean «, 3 € A(K). Debemos probar que o — € A(K) y af™! € A(K) si
B # 0. Vamos a utilizar que F(a,3) = F(a)(8) (ver p. 141). Es claro que a — 8,a87! €
F(a,B) = F(a)(8). Como € K es algebraico sobre F'y F' C F(a) C K, tenemos por la
Proposicién 6.3.17 que 3 es algebraico sobre F'(«). Entonces, por el Teorema 6.3.15 sabemos
que [F(«)(B) : F(a)] es finito. Ahora, como [F(«, ) : F(a)] v [F(«) : F] son finitos, se sigue
de la Proposicién 6.3.2 que [F(«a, ) : F] es finito. Por el Corolario 6.3.6 sabemos que todo
extensién finita es algebraica, entonces a — ,a37! € F(«a,3) C K son algebraicos sobre F,
esto es, « — B,afB7! € A(K). [

Teorema 6.3.19. El cuerpo A(C) de nimeros algebraicos es infinito numerable.

Demostracion. Sabemos que el cardinal de Q es ¥y (infinito numerable). Ya que Q C A(C),
tenemos que #(A(C)) > Ro.
Ahora, el nimero total de polinomios ménicos de grado n con coeficientes en Q es Njj = ;.

Cada polinomio moénico de grado n tiene a lo sumo n raices complejas distintas; y asi el nimero



144 6.4. Extensiones y polinomios

total de raices de polinomios ménicos de grado n es a lo sumo de n.Xg = Ny. Entonces, el niimero

total de raices de polinomios moénicos de todos los grados posibles es a lo sumo Ny.8y = Ny. Por
lo tanto, #(A(C)) < XN,. Asi obtenemos que #(A(C)) = N,. |

Ahora, ya que sabemos que C es infinito no numerable, obtenemos directamente el resultado

que buscabamos:

Corolario 6.3.20. FExisten niumeros complejos trascendentes.

Ademsas, como #(C) = 2% > Ry y #(A(C)) = Ny, tenemos que #(C \ A(C)) = 2% > N, =

#(A(C)) y asi podemos decir “que hay mas” niimeros trascendentes que algebraicos.

6.4. Extensiones y polinomios

El objetivo de esta seccién serd mostrar un tipo de reciproca de los resultados en la seccién
anterior. En la seccién anterior probamos que si a es un elemento algebraico de un cuerpo
extensién K sobre un cuerpo F, entonces existe el polinomio minimo de « sobre F'y F(a) es
una extension finita de F'. Ahora nos planteamos la siguiente situacién: dado un cuerpo F' y un
polinomio irreducible p(X) de F[X], jexiste un cuerpo K y un elemento a € K tal que K sea

una extension finita de F'y « sea algebraico sobre F' con polinomio minimo p(X)?

Teorema 6.4.1 (Kronecker). Sea F' un cuerpo y sea p(X) un polinomio ménico e irreducible

de F[X]. Entonces, existe un cuerpo extension K de F' y un elemento a de K tal que p(a) = 0.

Demostracion. Como el polinomio p(X) es irreducible en F[X], sabemos por la Proposicién
5.2.5 que el ideal (p(X)) es maximal y asf el anillo cociente F[X]/(p(X)) es un cuerpo. Podemos
considerar sin perdida de generalidad que F es de hecho un subcuerpo de K := F[X]/(p(X)),
ya que la funcién ¢: F — F[X]/{p(X)) definida por ¢(b) = b/(p(X)) = b+ (p(X)), para cada
b € F, es un monomorfismo de anillos. Identificaremos a los elementos b/(p(X)) del cuerpo
K = F[X]/{p(X)) simplemente con b, y a K como un cuerpo extensién de F'. Ahora sélo nos
resta mostrar que K contiene una rafz de p(X). Sea a := X/(p(X)) € K. Ahora evaluemos el
polinomio p(X) en a: si p(X) = a, X" + -+ + a1 X + ap, entonces

p(@) = ana” + - - + a4 ag = an(X/(p(X)))" + - + aa(X/{p(X))) + ag
= (an X" + -+ + arX + ag) /{p(X)) = p(X)/(p(X)) = 0

en K = F[X]/(p(X)). Por lo tanto, hemos encontrado que o € K es tal que p(a) = 0. Esto
completa la demostracion. [ |

Observacion 6.4.2. Una de las consecuencias que podemos extraer del teorema anterior es
que todo polinomio no constante (el cual sabemos que puede ser factorizado en producto de
polinomios irreducibles) con coeficientes en un cuerpo F' tiene una raiz en algiin cuerpo extension

K de F (véase especificamente el Corolario 6.4.4).

Ahora vamos a ver que el teorema anterior nos dice un poco mas.
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Corolario 6.4.3. Para todo cuerpo F' y todo polinomio monico e irreducible p(X) de F[X] de
grado n, existe una extension finita K de F de grado n y un elemento o € K tal que p(X) es

su polinomio minimo.

Demostracion. Por el Teorema anterior tenemos que K = F[X]/(p(X)) es una extension de
Fya=X/(p(X)) =X+ (p(X)) € K es tal que p(a) = 0. Ahora, como « es algebraico
sobre F', tenemos por la Proposicién 6.3.14 que F(a) = {f(a) : f(X) € F(X)}. Sea f(X) =
ap+ a1 X + -+ a, X™ € F(X). Entonces,

fla) =ag+ a0+ + apa™
= ag + a1 (X/{p(X))) + - - + am(X/(p(X)))"™
= ao + a1 (X/(p(X))) + - + am (X" /(p(X)))
= (a0 + X + -+ an X™)/(p(X))

= [(X)/(p(X)).

Luego, hemos probado que K = F[X]/(p(X)) = F(«). Ahora, como p(X) es ménico e irreduci-
ble sobre F', tenemos por la Proposicién 6.3.12 que p(X) es el polinomio minimo de a. Entonces

K = F(«) es una extension finita de F' de grado gr(p) = n. |

Corolario 6.4.4. Sea F' un cuerpo y f(X) un polinomio no constante de F[X] de grado n.
Entonces, eziste una extension finita K de F' y o € K tal que f(a) =0 y [K : F] <n.

Demostracion. Como F'[X] es un dominio euclideano (y asi en particular un DIP), sabemos que
f(X) se puede factorizar en producto de polinomios irreducibles. Si f(X) es de hecho irreducible,
entonces estamos en las condiciones del corolario anterior. Supongamos que f(X) = p(X).q(X)
donde p(X) es un polinomio irreducible de F[X]y ¢(X) € F[X] (no necesariamente irreducible).
Luego gr(p) < gr(f). Aplicando el corolario anterior al polinomio p(X), tenemos que existe una
extension finita K de F' de grado gr(p) y un a € K tal que p(a) = 0. Por lo tanto, el cuerpo K

y el elemento « son los deseados. |
Ejemplo 6.4.5.

(1) Sea F =Ry p(X) = X?+ 1. Como p(X) no tiene raices en R, tenemos que es irreducible
en R[X]. Denotemos por K al cuerpo R[X]/(p(X)). Por el Corolario 6.4.3 sabemos que K
es una extensién finita de R de grado 2 y ademds K = R(a) = {a+ba : a,b € R}. También

2

observemos que p(«a) = 0, esto es, &* = —1. Por lo tanto, podemos observa que K = R(«)

no es otra cosa que el cuerpo C de nimeros complejos.

(2) Sabemos que el polinomio p(X) = X2+ X +1 es irreducible en Z,[X] (pues, no tiene raices
en Zy). Por el Teorema 6.4.1, existe un cuerpo extensién K de Zy conteniendo una raiz a de
p(X) = X%?+ X +1. Como p(X) es irreducible y ménico, es el polinomio minimo de « sobre
Zs. Entonces la extensién algebraica simple Zs(a) de Zsy es de grado 2; y tenemos que cada
elemento [ de Zs(«) se escribe de manera tinica como 5 = ag + aj« con ag, a; € Zs. Esto

es, los elementos de Zs(a) son 0, 1, @ y 1+ . Asi, obtenemos un nuevo cuerpo con cuatro
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+ 0 1 « 1+« . 0 1 « 1+ o
0 0 1 « 1+ 0 0 0 0 0
1 1 0 14+« « 1 0 1 o 14+«
o « 1+« 0 1 « 0 « 14+« 1
l4+a |1+« « 1 0 14a |01+« 1 «

Cuadro 6.1: Operaciones en la extensién algebraica simple Zs(a) de Z,.

elementos. Las operaciones suma y producto en Zs(«) se pueden realizar facilmente usando
que o +a+1 =0 (por ser « una rafz del polinomio p(X)), es decir, a®? = —a—1 = a+1.
Ver el Cuadro 6.1 para las operaciones de suma y producto en el cuerpo Zs(«). Por ejemplo,
a(l+a)=a+a?*=a+a+1=2a+1=1. |

Proposicién 6.4.6. Sea F' un cuerpo y sea f(X) € F[X]| de grado n. Entonces existe una
extension finita K de F de grado a lo sumo n! sobre F tal que f(X) tiene n raices, contando

multiplicidades, en K.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre n. Si n = 1, entonces f es de la forma
f(X) =aX +b. Luego, F mismo es una extension finita de F' tal que [F': F]=1ly a := —=b/a
es una raiz de f(X). Ahora supongamos que el resultado es valido para todo polinomio de grado
n sobre un cuerpo y sea f(X) un polinomio de F[X] de grado n + 1. Por el Corolario 6.4.4,
tenemos que existe una extensién finita L de F'y un elemento oy € Ltal que [L: F]<n+1y
f(a1) = 0. Entonces, f(X) se factoriza en L[ X| como f(X) = (X —a).g(X) para un polinomio
g9(X) € L[X]. Como gr(g(X)) = n, podemos aplicar la hipétesis inductiva para afirmar que
existe una extensién finita K de L de grado a lo sumo n! tal que g(X) tiene n raices en K.
Es claro que las n raices de g(X) son también raices de f(X). Por lo tanto, tenemos que f(X)
tiene n + 1 raices (no necesariamente distintas) en la extension K y [K : F| = [K : L].[L: F] <
nl.(n+1) = (n+ 1)!. Esto completa la demostracién. [

Observacién 6.4.7. Sea f(X) un polinomio de grado n sobre un cuerpo F'. Entonces, por
la proposicién anterior, existe una extension finita K de F tal que [K : F| < nly f(X) se
factoriza en K[X] en un producto de polinomios lineales, esto es, existen ay,...,q, € K (no

necesariamente distintos) tales que

FX) = B (X —ar). ... (X — ap).

6.5. Cuerpos finitos

El objetivo de esta seccién es obtener una descripcién de la estructura de “todos” los cuerpos
finitos. Veremos que todo cuerpo finito es de orden p" para un niimero primo p y n un entero
positivo, y ademas que para cada niimero primo p y cada entero positivo n existe uno y sélo un
cuerpo finito de p™ elementos, salvo isomorfismo. A dicho cuerpo se lo suele llamar el cuerpo

de Galois de orden p".
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Con los conceptos y resultados que ya tenemos a mano, por los capitulos anteriores, podemos
probar ahora que el grupo multiplicativo de los elementos no nulos (K*,.) de todo cuerpo
finito K es ciclico. Probaremos un resultado un poco més fuerte y como corolario se obtendra

directamente esta afirmacion.

Proposiciéon 6.5.1. Sea K un cuerpo. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo

(K*,.), entonces G es ciclico.

Demostracion. Como G es un grupo abeliano finito, sabemos por los Lemas 3.2.15 y 3.2.16
(ver también (3.1) en p. 67) que G = Zg, X --- X Z,,, donde cada d; es la potencia de un
nimero primo p; (no necesariamente distintos). Vamos a considerar a cada grupo ciclico Zg,
con la notacién multiplicativa. Sea m el minimo comun multiplo de los dy, ds, ..., d,. Notemos

4 =1y asi a™ = 1 ya que d; divide a m. Entonces,

que m < dy.ds. . ... d,. Sia € Zg,, entonces a
para cada a € G, @™ = 1 y asi cada elemento de GG es una raiz del polinomio X — 1. Como
G tiene di.dy. .. .. d, elementos y el polinomio 2™ — 1 tiene a lo sumo m raices (ver Corolario
5.6.21), tenemos que d;.ds. . ... d, < m. Luego m = dy.ds. .. .. d,. Esto prueba que los niimeros

primos pi, pa, . . ., pr son todos distintos. Por lo tanto, si n := dy.ds. . ... d,, tenemos que
GgZdl X XZdT:Zn
lo prueba que G es ciclico. [ |

Corolario 6.5.2. Si K es un cuerpo finito, entonces el grupo multiplicativo (K*,.) de elementos

no nulos de K es ciclico.

Ahora mostraremos que todo cuerpo finito es de orden la potencia de un niimero primo.

Sea K un cuerpo finito. Entonces sabemos que K es de caracteristica un nimero primo p
y que P(K)={0,1,2,...,(p— 1)} =2 Z, es el subcuerpo primo de K. Vamos a considerar que
de hecho Z, es el cuerpo primo de K, asi Z,, C K.

Proposicién 6.5.3. Sea F' un cuerpo finito de orden r. St K es una extension finita de F de

grado n, entonces K tiene r" elementos.

Demostracion. Como K es una extension de F' de grado n, K tiene una base de n elementos
sobre F', digamos {vy,...,v,}. Entonces, todo elemento w de K se escribe de manera unica en
la forma

W = a1V1 + Aoy + - -+ 4+ A, Uy

con ay,...,a, € F. Luego, ya que cada escalar a; puede tomar cualquiera de los r elementos

de F', tenemos que todas las posibilidades de elegir los a; en F' es r™. [ |

Proposicion 6.5.4. Sea K un cuerpo finito de caracteristica p. Entonces K tiene p" elementos

para algiun entero positivo n.

Demostracion. Ya que K es de caracteristica p # 0, tenemos que Z, = P(K) es un subcuerpo
de K, en otras palabras, K es una extensién del cuerpo primo Z,. Como K es finito, es directo
que K es un extension finita de Z,, digamos [K : Z,| = n para algin entero positivo n. Luego,

por la proposicion anterior, tenemos que K tiene p" elementos. [ |
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Ahora la idea es probar que para todo nimero primo p y todo entero positivo n existe un

unico cuerpo K de orden p".

Lema 6.5.5. Sea p un nimero primo y n un entero positivo. Entonces, el polinomio f(X) =

X?" — X de Z,|X] no tiene raices miiltiples en ningin cuerpo de caracteristica p.

Demostracion. Sea K cualquier cuerpo de caracteristica p. Con lo cual K es una extensién de
Z,. Es claro que 0 es una rafz del polinomio f(X) = X*" — X = X(X?"~1 — 1) y no es rafz del
polinomio X?"~! — 1. Entonces 0 es una rafz simple de f(X). Supongamos ahora que a € K es

una raiz de f(X). Entonces o”" = . Luego por la Proposicién 6.1.6 tenemos lo siguiente:

n

fX—a)=(X—a)l" = (X —a)=X"" -’ — X +a=X" - X = f(X).

Con lo cual,

fX)=fX-a)=X-a)' —(X—a)=(X—a) [(X—a) " —1].
Asf podemos notar que f(X) es divisible por X —«a y como (X — a)?"~! — 1 no es divisible por
X — «a (ya que es claro que a no es una rafz de (X — «)?"~! — 1), entonces (X — «)? no divide
f(X). Esto implica que « es una rafz simple (no miltiple) de f(X) = X?" — X. [

Teorema 6.5.6. Para todo entero primo p y cualquier entero positivo n, existe un cuerpo K

de p" elementos.

Demostracion. Consideremos el polinomio f(X) = X?"— X de Z,[X]. Por la Observacién 6.4.7,

sabemos que existe un extension finita K de Z, tal que el polinomio f(X) se factoriza en K[X]

como
fX)=(X—-a)..... (X — apn).

Por el Lema 6.5.5, tenemos que las raices oy, ..., o, son simples. Entonces oy, ..., an son p”

elementos distintos de K. Ademas, por el Corolario 5.6.21, sabemos que ay, ..., a,n son todas

las rafces del polinomio f(X) = X?" — X, ya que f(X) es de grado p".

Ahora tomemos el conjunto de todas las raices de f(X)
A={aeK:fla)=0}={a€ K :a’ =a}.

Como vimos en el parrafo anterior, A tiene exactamente p" elementos. Veamos ahora que A
es un cuerpo, de hecho un subcuerpo de K. Es claro que 1 € A. Sean o, € A. Luego,
(a.B)P" = aP" BP" = a.B y entonces a.3 € A. Para ver que a + 8 € A, notemos que K es de
caracteristica p (por ser una extension finita de Z,), entonces por la Proposicién 6.1.6 tenemos
que (a+B)P" = a?" + " = a+ . Luego, por ser A un subconjunto finito del cuerpo K cerrado
bajo las operaciones de K (ver Ejercicio 6.1), obtenemos que A es un subcuerpo de K. Por lo

tanto, A es un cuerpo con p" elementos. [ |
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1. Sea K un cuerpo y sea A C K finito tal que 1 € A y A es cerrado bajo las

operaciones de suma y producto de K. Entonces, A es un subcuerpo de K.

Ejercicio 6.2. Probar que todo subcuerpo de R contiene a Q.

(Sug.:Probar que todo subcuerpo de R contiene a Z, y notar que Q es el cuerpo cociente de 7Z.)

Ejercicio 6.3. (a) Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Sea Z = {n.1x : n € Z}. Probar que

Z es un subanillo de K y es isomorfo a Z.

(b) Sea P(K) = {m.1g(n.1g)"':m,n € Z con n # 0}. Probar que P(K) es un subcuerpo de

K y es isomorfo a Q.

Ejercicio 6.4. Sea K un cuerpo de caracteristica p primo. Sea P(K) = {0g, 1x,2.1x,...,(p—
1).1x}. Probar que P(K) es un subcuerpo de K, y que es isomorfo a Z,.

Ejercicio 6.5. Probar que los cuerpos Q y Z, no contienen subcuerpos propios no triviales.

Ejercicio 6.6. Probar que si K es una extensién finita del cuerpo Z,, entonces K es de

caracteristica p.

Ejercicio 6.7. Sea p primo. Sea f(X) un polinomio de grado n irreducible de Z,[X]. Determinar
la caracteristica del cuerpo Z,[X]/(f(X)).

Ejercicio 6.8. Sea K un cuerpo y sea p un entero positivo. Probar que p es la caracteristica

de K siy sélo si p es el menor entero positivo n tal que n.1x = 0.

Ejercicio 6.9. Sea L un cuerpo extensién de K tal que [L : K| es un nimero primo. Probar

que no existe un subcuerpo E de L tal que K C F C L.
Ejercicio 6.10. Probar la Proposicion 6.3.11.

Ejercicio 6.11. Sea K un cuerpo extension de F'y sea o € K algebraico sobre F' con polinomio
minimo p(X) € F[X]. Probar que si f(X) € F[X] es tal que f(«) = 0, entonces p(X) divide a
f(X).

Ejercicio 6.12. Sea K un cuerpo extensién de F'. Sean S C K y a € K. Probar que F(S U

{a}) = F(9)(a).

Ejercicio 6.13. Probar que los siguientes mimeros son algebraicos sobre Q.

(a) a =vV3+VT7eR. (b) o =+/5i € C. (c) a=+v3+V2€R
Ejercicio 6.14.

(a) Encontrar [Q (v3+ v/5) : Q (v/15)] (primero compruebe que Q (v/15) C Q (V3 + V5)).
(b) Probar que Q(v/3 4 v/5) = Q(v15)(v3 + v/5).
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(c) Hallar una base de Q(v/3 4 v/5) sobre Q(v/15).

Ejercicio 6.15. (a) Probar que v2 ¢ Q(v/3).

(b) Hallar el polinomio minimo de v/2 + v/3 € Q(v/2 + v/3) sobre Q(+/3).
(c) Hallar el polinomio minimo de v/2 + /3 € Q(v/2 + v/3) sobre Q.

Ejercicio 6.16. Hallar el polinomio minimo de /1 + V2 sobre Q. Probar que /1 + V2 ¢
Q[v/2] y hallar su polinomio sobre Q(v/2).

Ejercicio 6.17. Probar que Q(v/2) = Q(—2 + v/2).

Ejercicio 6.18. Describir los elementos de Q(+/5) e ejemplificar el producto de alguno de sus

elementos.

Ejercicio 6.19. Sea F' un cuerpo y sea p(X) un polinomio irreducible en F[X]. Si a es una
raiz de p(X) en alguna extensién K de F, entonces F'(«) es isomorfo a F[X]/(p(X)). Ademas,

si gr(p) = n, entonces

F(CY) = {anlanil +---t+ax+ag:ag,,...,0,-1 € F}
Ejercicio 6.20. Encontrar un polinomio p(X) en Q[X] tal que Q ( 1+ \/3> sea isomorfo a
Q[X]/{p(X))-

Ejercicio 6.21. Sea f(X) = X2 + X + 1 en Zy[X]. Suponga que « es una raiz de f(X) en
alguna extension K de Z,. Determinar cudntos elementos tiene F'(«). Describir los elementos

de F(«) en termino de «. Hacer una tabla completa de la operacién producto para F'(«).

Ejercicio 6.22. Sea F(«a) el cuerpo descrito en el Ejercicio 6.21.

P a2y o' en la forma ¢y + ¢ + cpa? (con ¢; € Zy).

(a) Expresar los elementos «
(b) Probar que a? y a? + a son raices del polinomio f(X) = X3+ X + 1.

Ejercicio 6.23. Probar que si K y L son dos cuerpos finitos del mismo orden (misma cantidad

de elementos), entonces son isomorfos.
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Modulos

En este capitulo veremos los conceptos mas basicos de la teoria de modulos. Podemos decir
que un moédulo es como un espacio vectorial, pero en lugar de usar un cuerpo como escalares
se utiliza un anillo conmutativo.

A lo largo de este capitulo, A denotard siempre, a menos que se indique otra, un anillo
conmutativo con unidad 1 o 14 (si queremos enfatizar que es la unidad correspondiente al
anillo A). También, trabajaremos con grupos abelianos, asi que denotaremos a la operacién del

grupo por +, al elemento neutro del grupo por 0 y al opuesto de un elemento a por —a.

7.1. Definicién y ejemplos. Submaddulos.

Definicién 7.1.1. Sea A un anillo conmutativo. Un médulo sobre A es un grupo abeliano M
junto con un producto escalar -: A x M — M, denota por (a, m) — am, tal que se cumplen

las siguientes condiciones para todos m,n € M, a,b,1 € A:
(M1) a(m +n) = am + an;

(M2) (a+b)m = am + bm;

(M3) a(bm) = (ab)m;

(M4) 1m =m.

Llamaremos a M un A-mdédulo.

Ejemplo 7.1.2. (1) Todo espacio vectorial V' sobre un cuerpo K es un K-mdédulo.

(2) Todo anillo conmutativo A, es en si mismo un A-médulo. Tenemos que (A4, +) es un
grupo abeliano, y el producto escalar es el producto mismo del anillo A.

(3) Todo ideal I de un anillo conmutativo A es un A-médulo.

(4) Por las propiedades de multiplo, todo grupo abeliano G es un Z-mdédulo. [
Proposicion 7.1.3. Sea M un A-mddulo. Entonces:

1. a0 =0, para todo a € A.

151
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2. 0m = 0, para todo m € M.
3. (=1)m = —m, para todo m € M.

Definicién 7.1.4. Sea M un A-mdédulo. Un subconjunto N C M es llamado un A-submédulo
de M si N es un subgrupo de M y cerrado bajo el producto escalar, esto es, para todon € N
ytodoa € A, an € N.

Proposiciéon 7.1.5. Sea M un A-modulo y N C M no vacio. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
1. N es un A-submddulo de M.
2. Para todos n,n’ € N y todo a € A, n+n',an € N.
Ejemplo 7.1.6. Sea M un A-mdédulo.
1. Sea a € A. Entonces el conjunto aM = {am : m € M} es un A-submédulo de M.
2. Sea I un ideal de A. Entonces el conjunto
IM = {aymy+---+amp:a;, €I ym; € M}
es un A-submodulo de M.
3. Sean S y T A-submoddulos de M. Entonces el conjunto
S+T={s+t:seSyteT}
es un A-submodulo de M que contiene a S'y T.

4. Si {S, : @ € I'} es una familia de A-submédulos de M, entonces () S, es también un
a€el

A-submoddulo. [ |

Definicién 7.1.7. Sea M un A-moddulo. Sea X C M. El A-submddulo generado por X es

el menor A-submédulo de M que contiene a X, y lo denotamos por (X).
Proposiciéon 7.1.8. Sea M un A-mdodulo. Sea X C M. Entonces:

1. (X) =S :S es un A-submddulo de M y X C S}.

2. (X)=Aax1 4+ -+ aprp:a;, € A yz; € X}.

Definicién 7.1.9. Un A-mddulo es finitamente generado si es generado por un conjunto
finito.
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7.2. Homomorfismos, médulo cociente, y teoremas de

isomorfismos

Definicién 7.2.1. Sean M y N dos A-médulos. Una funcién f: M — N es un A-homomorfismo

si, para todos my,my € M y todo a € A se cumplen:
(1) f(mi+ma) = f(m1) + f(mo);

(2) flami) = af(ma).

Diremos que un A-homomorfismo f: M — N es un A-monomorfismo si f es inyectivo;
diremos que f es un A-epimorfismo si f es sobreyectiva; y finalmente diremos que f es un

A-isomorfismo si f es biyectiva.

Ejemplo 7.2.2. 1. Sean G y H dos grupos abelianos. Luego, ellos son Z-mddulos. Entonces,

todo homomorfismo (de grupo) f: G — H es un Z-homomorfismo.

2. Sea M un A-mdédulo. Para cada a € A, la funcién f,: M — M definida por f,(m) = am,

es un A-homomorfismo. [ |

Definicién 7.2.3. Sean M y N A-médulos, y sea f: M — N un A-homomorfismo. Se define
el Nicleo! A-homomorfismo de f por Nu(f) = {m € M : f(m) = 0}.

Proposicién 7.2.4. Sea f: M — N un A-homomorfismo. Entonces:
1. Nu(f) es un A-submddulo de M.
2. f es un A-monomorfismo si y sdlo si Nu(f) = {0}.
Sean M y N A-médulos. Se define el conjunto

Homu(M,N):{f:f: M — N es un A-homomorfismo}.

Sobre el conjunto Homy (M, N) se puede definir la siguiente operacién: para todos f,g €
Homy (M, N), sea f + g: M — N definida por

(f +9)(m) = f(m) + g(m)

Para todo m € M. También podemos definir un producto escalar -: A x Homu(M,N) —
Hom(M, N) por: para cada a € Ay f € Homy(M,n), se define af: M — N por

(af)(m) = af(m)
para todo m € M.

Proposicién 7.2.5. El conjunto Homa (M, N) con las operaciones antes definidas es un A-

modulo.
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Definicién 7.2.6. Sea M un A-médulo y sea N un A-submédulo de M. El A-médulo cociente
de M por N es el grupo cociente M/N equipado con el producto escalar: a(m+ N) = am+ N.
La funcién natural 7: M — M/N dada por w(m) = m + N es un A-homomorfismo.

Teorema 7.2.7 (Primer teorema de isomorfismo). Si f: M — N es un A-epimorfismo, en-

tonces existe un A-isomorfismo ¢: M/Nu(f) — N tal que f = po.

Teorema 7.2.8 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea M un A-mddulo y sean S y T A-

submodulos de M. Entonces,

S _S+T
ST T
Teorema 7.2.9 (Tercer teorema de isomorfismo). Sea M un A-mddulo y sean S y T A-
submaodulos de M tales que T'C S C M. Entonces,

[a¥)

M
<

Sl wN| =

Teorema 7.2.10 (Teorema de correspondencia). Sea T un A-submddulo de un A-médulo M.

Entonces, hay una correspondencia biunivoca
p:{S: 8 A-submddulo de M tal que T C S} — {N : N A-submdédulo de M/T'}

dada por
p(S) = S/T.

Proposicién 7.2.11. Un A-mddulo M is ciclico si y solo si M = A/l para algin ideal I de
A.

Definicién 7.2.12. Un A-médulo M es llamada simple si M # {0} y no tiene A-submédulos

propios no nulos. Es decir, M es simple si sus inicos A-submédulos son {0} y M.

Proposicién 7.2.13. Un A-mddulo M es simple siy solo si M = A/I para algin ideal mazimal
I de A.

7.3. Productos y sumas directas
Sean M y N dos A-médulos. Recordemos que M x N con la operacién
(m1,m1).(m2,n2) = (M1.Mm2,n1.12)

es un grupo abeliano, llamado el grupo producto. Definiendo el siguiente producto escalar: para
cada par ordenado (m,n) € M x N y todo a € A,

a(m,n) = (am,an)

tenemos que M x N es un A-modulo, llamado el producto directo de M por N.
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Proposiciéon 7.3.1. Sea M un A-mddulo y sean S y T A-submddulos de M. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.
1. La funcion f: S xT — (S+1T) definida por f(s,t) = s+t es un A-isomorfismo.
2.5NT ={0}.
3. Cada elemento m de S+ T se escribe de forma tunica comom =s+t conse S yteT.

Si alguna de las condiciones de la proposicién anterior se cumplen, diremos que la suma
S + T es directa, y lo denotaremos por S @ T.

Si M es un A-médulo tal que M = S @ T, diremos que S y T son sumando directos del
M.

Definicién 7.3.2. Sea S un A-submodulo de un A-moédulo M. Diremos que S es un retracto
de M si existe un A-homomorfismo f: M — S, llamado una retraccion, tal que f(s) = s para
todo s € S.

Proposicién 7.3.3. Un A-submddulo S es un sumando directo de un A-moddulo M si y solo

s1 existe una retraccion o: M — S.

Definicién 7.3.4. Un A-médulo M es dicho a ser libre sobre un subconjunto X de M si
cada elemento m de M puede escribirse de forma tinica como combinacion lineal de elementos
de X. Esto es, para cada n € M, existen unicos elementos no nulos aq,...,a, € A y uUnicos

elementos x1,...,x, € X tal que m = a1x1 + - - - + a,T,.

Si M es un A-modulo libre sobre el conjunto X, diremos que X es una base o un conjunto

de generadores libres para M. También diremos que M es libremente generado por X.

Observacion 7.3.5. Queremos enfatizar la unicidad en la representacion de los médulos libres.
Supongamos que M es un A-moddulo libre sobre el conjunto X. Sea m € M. Si m se puede

escribir de dos formas como
m=ar+--+axs y m=by +-+ by
con los a; y los b; no nulos, entonces s =t, a; = b; y ; = y; paratodoi =1,2,...,5s =1.

Teorema 7.3.6. Sea M un A-mddulo libre sobre un subconjunto X. Entonces, para cada A-
mddulo N y cada funcion f: X — N, ewxiste un unico A-homomorfismo ¢: M — N tal que
o(x) = f(x), para todo x € X.

Demostracion. Sea N un A-médulo y f: X — N una funcién. Recordemos que cada elemento
m € M se escribe de forma tinica como m = a1z + - -+ + agx, con a; € A no nulos y z; € X.

Definimos ¢: M — N por: para cada m = ajx1 + - - - + agx, de M,

o(m) = arf(x1) + -+ apf(wr).

De la unicidad en la forma de escribir m, se deduce que ¢ esta bien definida. Es sencillo probar
de forma directa que ¢ es un A-homomorfismo. Ademads, observemos que cada x € X se escribe

de forma tnica como z = 142. Entonces, p(x) = 14f(x) = f(x). |
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Proposiciéon 7.3.7. Sea M un A-mddulo libremente generado por X y sea N un A-mddulo

libremente generado porY. Si X =Y, entonces M = N.

Teorema 7.3.8. Para cualquier conjunto X existe un A-mddulo libre M (X) sobre el conjunto

X.

Demostracion. Sea M(X) el conjunto de todas las funciones f: X — A tal que f(z) = 0 para
todo z € X salvo un ntmero finito!. Definimos sobre M(X) una operacién y un producto

escalar sobre el anillo A como sigue: para cada f,g € M(X)y a € A:

(f+9)@) = flx)+g(z) vy  (af)(2) =af(z).

Es sencillo probar que efectivamente M (X ) con las operaciones recién definidas es un A-mdédulo.
Ahora identificamos cada elemento x del conjunto X con la funcién f,, donde f,(y) = 0 para
todo y # = vy f.(x) = 14. Denotemos el conjunto de todas las funciones f,, z € X, por X.
Es claro que X 2 X. Por la Proposicién 7.3.7, es suficiente probar que M (X) es libremente
generado por X. Sea f € M(X).

e Sea {z1,...,x} C X tal que f(x;) # 0,y f(x) = 0 para todo z # x;, con i = 1,... k.
Digamos que f(x;) = a;, parai=1,...,k. Paracadai=1,...,k, sea f,,: X — A dada por

1 six=ux
fai(7) = )
0 sixz#ux;

Obviamente cada f,, € M(X). Entonces, se puede comprobar que f = ayfy, + -+ + agfa, -
e Supongamos que f = aify + -+ asfo, ¥ f = bify, + - + befy, con los a; y los b,
no nulos. Primero podemos comprobar que {z1,...,xs} = {y1,...,y:}. Supongamos que un

x; ¢ {y1,...,y:}. Entonces tenemos que:
flai) = a; y flzi) =0

Con lo cual, a; = 0. Absurdo!. Entonces, {z1,..., 25} C {y1,...,y,}. Andlogamente, se puede

obtener la otra inclusién. Asi s =ty {z1,...,2s} = {v1,...,y:}. Ahora paracadai=1,...,s,
tenemos que f(x;) = a; y f(z;) = b;. Entonces, a; = b;. [ |
Corolario 7.3.9. Si X = {z1,...,x,} es finito, entonces A™ es, salvo isomorfismo, el A-

modulo libremente generado por X.

Definicién 7.3.10. Un elemento m de un A-mdédulo M es llamado un elemento de torsiéon
si am = 0 para algin a € A no nulo. El conjunto de elementos de torsién de M es denotado
por

T(M)={m € M :am = 0 para algin a € A no nulo}.

Proposicién 7.3.11. Si A es un dominio de integridad y M es un A-mddulo, entonces T (M)

es un A-submddulo de M.

'En otras palabras, M(X) es el conjunto de todas las funciones f: Z — A para las cuales el conjunto
{r e X: f(x)#04} es finito (posiblemente vacio).
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Ejemplo 7.3.12. Consideramos el anillo Zg. Entonces Zg es un Zg-méddulo. Se tiene que

T(Zs) = {0,1,2,3,4}. Por ejemplo, 3.4 = 0, entonces ambos 3 y 4 estén en T(Zg). Pero
T(M) no es un Zg-submédulo de Zg, pues 1+ 4 =5 ¢ T(Zg). |

Si A es un dominio de integridad y M es un A-médulo, el A-submédulo T'(M) es llamado

el A-submddulo torsién de M.

Definicién 7.3.13. Un A-mdédulo M es llamado un A-mdédulo de torsién si (M) = M. Si
T (M) = {0}, M es llamado A-médulo libre de torsién.

En otras palabras, un A-mdédulo M es un A-médulo torsiéon si para cada m € M, existe un

a € A no nulo tal que am = 0. En general, la existencia del a depende del m.
Ejemplo 7.3.14. Todo grupo abeliano finito es un Z-médulo torsién. [

Proposicion 7.3.15. Sea A un dominio de integridad, y sean M y N A-mddulos. Sea f: M —

N un A-homomorfismo. Entonces:
1. T(M/T(M)) ={0}.
2. Si N es libre de torsion, entonces T (M) C Nu(f).

3. Si M es de torsion, entonces Im(f) C T(N).

Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1. Sean A y B anillos conmutativos, y sea f: A — B un homomorfismo de anillos.
Probar que si M es un B-médulo, entonces es posible definir un producto escalar tal que M

sea también un A-méddulo.

Ejercicio 7.2. Sean M y N dos A-médulos, y sea f: M — N una funcién. Probar que f es

un A-homomorfismo si y sélo si para todos a,b € Ay mq, ms € M se cumple que
flamy +bms) = af(mi) + bf(ma).

Ejercicio 7.3. Sea M = (X) un A-médulo generado por X. Probar que si f,g: M — N son

dos A-homomorfismos tales que f(x) = g(z) para todo = € X, entonces f = g.

Ejercicio 7.4. Probar que efectivamente M /N de la Definicién 7.2.6 es un A-médulo. Probar
también que 7: M — M /N es un A-homomorfismo.

Ejercicio 7.5. Sea f: M — N un A-homomorfismo y sea S un A-submédulo de N. Probar
que f71(S) es un A-submddulo de M tal que Nu(f) C f~1(9).

Ejercicio 7.6. Sea A un anillo conmutativo. Probar que los A-submddulos de A (visto A como

A-médulo) son exactamente los ideales de A.
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Ejercicio 7.7. Sea M un A-médulo finitamente generado por el conjunto X = {zy,...,x%}.
Sea F' un A-médulo libremente generado por el conjunto {vy,...,v;}. Probar que existe un

tnico A-epimorfismo f: F' — M tal que f(x;) = v;.

Ejercicio 7.8. Sea A un anillo conmutativo con divisores de cero. Sea M A-médulo. Probar

que T'(M) # {0}. Es decir, probar que existe al menos un elemento de torsién no nulo.

Ejercicio 7.9. Sea M un A-médulo. Se define el conjunto
T(M) :={m € M : am = 0 para algiin a € A que no es un divisor de cero de A}.

Probar que T(M) es un A-submédulo de M.

Ejercicio 7.10. Sea P el conjunto de todos los enteros positivos primos. Supongamos que

P ={p1,ps,...,Dk,...}. Sea M el conjunto de todas las sucesiones @ = (a1,az,...) € [[ Z,
peP
que tiene en todas sus coordenadas, salvo en un ntimero finito, el valor cero. Entonces, M es

un subgrupo del grupo abeliano producto [[ Z,. Probar que el Z-médulo M es un Z-moédulo
peEP

torsién. Esto es, probar que T (M) = M.
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Z(a) centralizador de a 48
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[K : F] grado de K sobre F 137
subcuerpo generado sobre F' por S 141
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Lista de comandos de GAP

Vamos a listar algunos de los comandos predefinidos de GAP, dando una breve explicacién

de como utilizarlo.

Comandos basicos
1. quit; Para cerrar el programa, o cuando se produce un error y queda brk>.
2. Utilizar la flecha 1 para ir a los comandos anteriormente ingresados.

3. Ingresando 7divisors; Le pedimos a GAP ayuda, en este caso, para hallar los divisores

de un entero.
4. := es para asignar un valor a una variable en GAP.
5. k mod n; Determina el resto de dividir k por n.
6. Ged(a,b); Maximo comun divisor entre a y b.
7. Lem(a,b) ; Minimo comun miltiplo entre a y b.

8. Gcdex(a,b); Provee el maximo comin divisor de a y b, junto con los valores s y ¢ con
los cuales se puede escribir al médximo comun divisor como combinacién lineal de a y b.
gap> Gcdex(4,15);
rec( coeffl:=4, coeff2:=-1, coeff3:=-15, coeff4d:=4, gcd:=1)

gap>
Grupos

1. sn:=SymmetricGroup(n); Genera el grupo simétrico .S,, de orden n.

2. Dn:=DihedralGroup(IsPermGroup, 2n); Genera el grupo Dihedral de orden n como un
grupo permutacion.

3. CyclicGroup(IsPermGroup, n); Genera una grupo ciclico de orden n como un grupo de

permutaciones.

161
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4. GL(n,p); Genera el grupo multiplicativo de las matrices cuadradas de orden n con en-

tradas en Z,.

5. SL(n,p); Genera el grupo multiplicativo de las matrices cuadradas de orden n con en-

tradas en Z, cuyo determinante es igual a 1.

6. An:=AlternatingGroup(n); Genera el grupo alternante de orden n.

Propiedades sobre grupos

7. Size(G); Determina el orden del grupo G.
8. Elements(G); Lista (si es posible) los elementos del grupo G.

9. Elements(G) [i]; Da el elemento del grupo G que ocupa el lugar i-ésimo en la lista que

genera el comando Elements(G).
10. a:=Dn.i; Asigna a la variable a el i-ésimo generador del grupo Dihedral Dn.
11. Inverse(a); Da como resultado el inverso de a.
12. Order(a); Da el orden del elemento a.
13. IsAbelian(G); Le pregunta a GAP si el grupo G es abeliano.
14. IsCyclic(G); Le pregunta a GAP si el grupo G es ciclico.
15. Subgroup(G, [a,bl); Genera el subgrupo de G generado por a y b.
16. G=H; Le pregunta a GAP si los grupos G y H son iguales.
17. Generators0fGroup(G); Da como resultado un conjunto de generadores del grupo G.
18. Intersection(G,h); Genera el grupo que es interseccién de los grupos G y H.

19. GroupHomomorphismByImages(G,H, [1ista de generadores de G], [lista de las imagenes

de estos generadores]);
20. Center(G) Genera el centro del grupo G.
21. RightCosets(G,H); Genera las clases laterales derechas del subgrupo H.

22. Elements(RightCoset(H,a)); Da como resultado la clase del elemento a con respecto

al subgrupo H.

23. FactorGroup(G,H); Genera el grupo cociente del grupo G con respecto al subgrupo nor-

mal H.
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Algunos comandos extras de GAP

1. Read("C:/Users/Dropbox/Algebra/GAP/nombre.txt"); GAP lee este archivo que con-

tiene la funcién nombre. Ahora esta disponible para usarla en GAP.

2. Read("C:/Users/Dropbox/Algebra/GAP/ulist.txt"); GAP lee este archivo que con-

tiene la funcién ulist. Ahora esta disponible para usarla en GAP. Ejemplo:

» ulist(n); Genera el grupo multiplicativo U(n) de los enteros médulo n que son

invertibles.

3. cyclic(n,a); Genera la lista de elementos del subgrupo ciclico de U(n) generado por

elemento a de U(n).

4. orderFrequency(G); Determina la cantidad de elementos de cada orden del grupo G.
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