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Capitulo 1

Grupos

En este capitulo presentamos los conceptos basicos en teoria de grupo y una serie de ejemplos

tendientes a que el lector se familiarice con las nociones introducidas.

1.1. Definiciones y ejemplos

Dado un conjunto no vacio A, una operacion binaria * sobre A es una funcién que asigna
a cada par (a,b) de elementos de A un elemento a * b de A. Esto es, x: A x A — A es una

funcion. También se dice que A es cerrado bajo *.

Definicién 1.1.1. Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es un

operacion binaria sobre G' que verifica las siguientes condiciones:

(G1) Asociativa: a x (b c) = (a * b) % ¢, para cualesquiera a,b, ¢ € G;

(G2) Elemento neutro: existe un elemento e € G tal que a x e = e x a = a, para todo a € G}
(G3) Inverso: para cada elemento a € G existe un elemento b € G tal que axb=bxa =e.

A menudo, cuando no haya peligro de confusion, nos referiremos a un grupo (G, *) simple-

mente con Gy ademas, para elementos a y b en (G, escribiremos ab en lugar de a * b.
Ejemplo 1.1.2.

(1) Sea Z el conjunto de los niimeros enteros y sea + la suma ordinaria entre enteros. Entonces

(Z,+) es un grupo.

(2) Sea @ = Q\ {0} el conjunto de los nimeros racionales distintos de cero. Sea * la mul-

tiplicacion ordinario entre racionales. Entonces, (Q', ) es un grupo. jes (Q,*) un grupo
o

(3) Sea G = M,,,(R) la familia de todas las matrices de orden n x m con entradas en los

numeros reales y considere la suma usual entre matrices. Entonces, GG es un grupo.
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(4) Sea S un conjunto no vacio y Sym(S) = {f: S — S: f es biyectiva}. Sea o la composicién
usual de funciones. Por lo tanto, (Sym(S), o) es un grupo. Cuando S es un conjunto finito
de n elementos, Sym(S) es llamado el grupo simétrico de grado n y es denotado por S,
(véase §1.5).

(5) Dado n > 2 consideremos el conjunto U,, de todas las raices n-esimas de la unidad, esto es,

U, = {COS(%)—I—iSiD(M)Z conk::(),l,Q,...,n—l}.

n

Usando el producto usual de niimeros complejos podemos probar que U,, es un grupo con

respecto a €l.

(6) Sea R el conjunto de los niimeros reales y sea G el conjunto de todas las funciones 7,,: R — R
definidas por T,(z) = x + a para cualquier z € R y con a € R. La operacién o es la

composicién usual de funciones. Entonces, (G, o) es un grupo.

Diremos que un grupo G es finito si G' tiene un nimero finito de elementos. El nimero de
elementos de un grupo finito G es llamado el orden de G y lo denotaremos por |G| y también
por o(G), segtin nos convega. En general para un conjunto X, denotaremos por #(X) el cardinal
de X. Es decir, si G es un grupo, entonces |G| = #(G).

Definicién 1.1.3. Un grupo G es llamado abeliano si la operacion * es conmutativa. Esto es,

si axb=bx*a para todos a,b € G.

Cuando G sea un grupo abeliano, usaremos el simbolo + en lugar de * para representar a
la operacién de Gy también denotaremos al elemento neutro de G por 0 (el cual no deberd
confundirse con el entero 0) en lugar de e. Los grupos en (1)-(3), (5) y (6) del Ejemplo 1.1.2

son todos abelianos. Veamos algunos ejemplos de grupos no abelianos.

Ejemplo 1.1.4.

(1) Sea R el conjunto de todos los niimeros reales y sea G el conjunto de todas las funciones
Top: R — R definidas por T,,(z) = ax + b para cualesquiera z € R, donde a,b son
reales y a # 0. La operacion o es la composicion usual entre funciones. Comprobar que

(Tap o Ted)() = Tocaars(z) y que (G, 0) es un grupo no abeliano.

(2) Sea S = {(x,y): z,y € R} el plano y considere las funciones f,g: R? — R? definidas por
flx,y) = (—z,y) v g(z,y) = (—y,x) respectivamente. Observemos que f es la reflexion
con respecto al eje y y g es la rotacién de 90° en sentido contrario a las manecillas del reloj
con respecto al origen. Definimos el conjunto G' = {fi¢’ : i1 =0,1; j=0,1,2,3} yoesla

composicién usual de funciones. Por lo tanto, (G, o) es un grupo no abeliano de orden 8.

(3) Sea GL2(R) el conjunto de todas la matrices cuadradas de orden 2 que son invertibles. Esto

()

con a,b,c,d € R tal que ad — be # 0. Entonces, GLs(R) con el producto usual de matrices

es, todas las matrices de la forma

es un grupo no abeliano, llamado el grupo lineal general de grado 2.
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Antes de continuar con el estudio de grupos y sus propiedades veamos dos ejemplos mas de

grupo que merecen una atenciéon especial.

Ejemplo 1.1.5 (Grupos Dihedrales). Tomemos en C el circulo unidad (el circulo centrado en
el origen y radio 1) U = {z € C: |2| =1} = {z = ¢® : a € R}. Para cada argumento «,
vamos a denotar el complejo z € U con argumento « por z,, esto es, z, = €'*. Por propiedades

usuales del producto de complejos tenemos que

ZaZ8 = Zatp Y 2;1 =2Z_4.
Luego, tenemos que U es cerrado bajo el producto usual de niimeros complejos.
La rotacion en un dangulo « del circulo unidad es la funcién R, : U — U definida simplemente
por

Ra (Z,B) = Za+p

para cada zg € U. Ademads, se cumple que R,io1r = R, para todo k € Z. Si L, es la recta
que pasa por 0 y el punto z, € U, entonces la simetria con respecto a la recta L, es la funcién
Sa: U — U definida por

Sa(28) = 220-5 = 22a(28) ™"

para cada zz € U. Ademds, Soirx(25) = 2204208 = 22a—5 = Sa(25), €sto es, Sqir = S, Luego,

podemos considerar el conjunto
D={R,,S3: 0<a<2ry0<p<m}

de todas las rotaciones y simetrias del circulo unidad. Sea o la composicién usual de funciones

ysean 0 < a, aq, a0 < 21y 0 < 3, 1, B < w. Entonces, no es dificil verificar que

R, 0 Ry = Raytas
R, o Sg = Sﬁ+%
Sg o) Ra = Sg,%

Spy © 5B, = 5281 p2)-

También tenemos que Ry = idy € D y las funciones inversas de R, y Sz son R_, y Ss. Por lo
tanto (D, o) es un grupo.

Consideremos ahora el grupo U, de las raices n-esimas de la unidad con n > 2. Entonces
como ya sabemos U, es un poligono regular de n lados centrado en el origen y con n ejes de
simetria. Sea D, el subconjunto de D formado por todas las rotaciones y simetrias A tales que
A(U,) = U,. De una manera similar al caso de D, se puede comprobar que D,, con o es un
grupo. Ademads, un simple andlisis muestra que las rotaciones en D,, son de la forma Ratx con
k=0,1,2,...,n—1y las simetrias en D,, corresponden a los n ejes de simetria de U,,. EntT(L)nces,
o(Dy) = 2n y el grupo D,, es llamado el n-enésimo grupo dihedral. Este es otro ejemplo
de grupo no abeliano (;podria mostrar un ejemplo donde no se cumple la ley conmutativa?).
Observe que si R = Rz« (rotacién de angulo 27”) y S = Sy (simetria respecto del eje x) entonces

para cada zg € U, (S OnROS)(Zﬁ> = S(R(S(25)) = S(R(2-p)) = S(z_6+277r) =25 2 = R (z3),
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Cuadro 1.1: El grupo Qs.

Esto es, SoRoS = R™'. Por otra parte, como R*(z3) = 25, 2ir = Raix(25), R*, R", R*,..., R""!
son las n rotaciones distintas de D,,. Dado que (R' o S)(23) = z_g, 2« = Six(23), entonces las
composiciones R oS con 0 < i < n son n simetrfas distintas de D,, y por lo tanto son todas

las simetrias de D,,. Luego,
D,={R" R" R*...,R" S, RoS ,R*cS,...,R" oS}
Ejemplo 1.1.6 (Grupos Cuaterniones). El grupo cuaternion, Qs, es definido por
Qs ={1,—-1,i,—1,5,—j, k, —k}

con el producto . definido por medio del Cuadro 1.1.
El tnico punto tedioso para probar que (Qs, .) es un grupo, es chequear la ley asociativa, las
restantes leyes se prueban sin dificultad. Para esto podemos realizar la siguiente identificacién.

Consideremos en M;(C) las siguientes cuatro matrices

=(oy) =0 ) () = (0

Luego, se puede comprobar que el producto de estas matrices corresponde exactamente con el
producto dado en el Cuadro 1.1. Entonces, como ya sabemos que el producto de matrices es

asociativo, podemos concluir que el producto . en Qg es asociativo y por lo tanto Qg es un

grupo.

Terminamos esta seccién mostrando algunas propiedades béasicas y sencillas que cumplen

los grupos en general. Dejamos las demostraciones a cargo del lector.
Proposicion 1.1.7. Sea G un grupo. Entonces,
(1) El elemento neutro e de G es unico.

(2) Cada elemento a € G tiene un tnico inverso a™' € G.
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(3) Sia € G, entonces (a™)7! = a.
(4) Para a,b€ G, (ab) ' =b"1a"t.
Proposicion 1.1.8. Sea G un grupo y sean a,b,c € G. Entonces,
(1) Siab= ac, entonces b = c.
(2) Siba = ca, entonces b = c.

Sea G un grupo. Vamos a definir qué se entiende por a” con a € G y n € Z. Para cada

a € Gy cada entero no negativo n, se define la potencia n-ésima de a por

a’ = e

n n—1

a”=a xa para cadan > 1.

Y dado n un entero positivo se define
a" = (a")"
Compruebe que las reglas usuales de exponentes se satisfacen: para cualesquiera m y n enteros
(P1) a™xa™ = a™*™;
(P2) (")~ =a™"
(P3) (a™H)" = a—n;
(P4) (a™)" = a™;

Si G es un grupo abeliano, la definicién anterior se expresa como sigue. Para cada a € G y

cada entero no negativo n:
0a=ce
n.a=(n—1).a+a paracadan>1

y para cada entero positivo n

(—n).a = n.(—a).

Observe que en la dltima ecuacién —n es el opuesto del entero (positivo) n en Z y —a es el

opuesto del elemento a en el grupo G.

1.2. Subgrupos

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo. Un subconjunto H de G es dicho a ser un subgrupo de

G si cumple las siguientes condiciones:

(1) e € H, esto es, el elemento neutro de G pertenece a H;
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(2) sia,b€ H, entonces ab € H,;
(3) sia € H, entonces a™! € H.
Escribiremos H < G para indicar que H es un subgrupo de G.

Para cada grupo G existen dos subgrupos especiales llamados los subgrupos triviales y ellos
son: Gy {e}. Diremos que un subgrupo H de un grupo G es propio si H # G. Dado que
todo subgrupo H de GG debe contener al elemento neutro de GG, resulta sencillo en algunos casos
identificar cuales subconjuntos de G no pueden ser subgrupos. Es decir, si A C G tal que e ¢ A,

entonces A no puede ser un subgrupo de G.

Proposicién 1.2.2. Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. H es un subgrupo de

G si y sélo si para cualesquiera a,b € H, ab™' € H.
Ejemplo 1.2.3.
(1) Z es un subgrupo de Q y Q es un subgrupo de R, con la operacién suma.

(2) Sea G = Q)\ {0} el grupo con la multiplicacién usual. Entonces, H = {u? : u € Q\ {0}} es
un subgrupo de G.

(3) Sea G un grupo.

(a) Sea a € G. Entonces, por las propiedades de los exponentes, tenemos que A = {a" :
n es un entero} es un subgrupo de G, llamado el subgrupo ciclico de G generado por a
y es denotado por (a).

(b) Sea a € Gysea Z(a)={x € G: za = ax}. Luego, Z(a) es un subgrupo de G.
(¢) Sea H un subgrupo de G'y a € G. Definimos

a'Ha={a""ha: h € H}.

Veamos que a 'Ha es un subgrupo de G usando la caracterizacién de la Proposicién
1.2.2. Sean z,y € a 'Ha. Asi, existen hy,hy € H tal que x = a thia e y = a 'hya.
Entonces, zy~! = (a"'hya)(a " hea) ™ = (a " hia)(a"'hy'a) = a='(hihy)a. Dado que
hi,hy € H y H es un subgrupo de G, tenemos que h := hih,* € H. En consecuencia,

2y ' =a 'ha € a"*Ha. Por lo tanto, a~' Ha es un subgrupo de G.

(4) El n-enésimo grupo dihedral (D,,, o) es un subgrupo de (D, o) (véase en pag. 3).

Proposicion 1.2.4. Sea G un grupo y sean Hy, y Hy dos subgrupos de G. Entonces, Hy N Hy

es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean Hy, y Hy dos subgrupos del grupo GG. Notemos primero que e € Hy N H,
ya que Hy y Hsy son subgrupos. Sean a,b € H; N Hy. Esto es, a,b € H; y a,b € Hy. Entonces,
como H; y H, son subgrupos, ab™! € H, y ab~! € H,. Luego, ab~' € H, N Hy. Por lo tanto,
H, N Hy es un subgrupo de G. [
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1.3. Subgrupos generados

Para describir un subgrupo a veces no es necesario especificar todos sus elementos. Serd
suficiente indicar ciertos elementos claves del subgrupo para tener un descripciéon completa
del subgrupo. Por ejemplo, si H es el subgrupo de nimeros pares del grupo aditivo (Z,+),
entonces podemos representar cada elemento de H usando el elemento 2 € H. En efecto, si
k € H, entonces podemos escribir £k = 2n para un n € Z y ademéas cada ntimero de la forma
2n con n € Z pertenece a H. Esto es, H = {2n : n € Z} y asi tenemos generado el subgrupo
H usando el elemento 2. También, hemos visto en la pagina 4 que el n-enésimo grupo dihedral
D,, puede ser construido usando solo la rotacion Rzx y la simetria Sy.

La siguiente proposiciéon es una generalizacion dT(La la Proposicion 1.2.4 y dejamos la demos-
tracion a cargo del lector.

Proposicién 1.3.1. Sea G un grupo y sea {H;}icr una familia de subgrupos de G. Entonces,

Mics Hi es un subgrupo de G.

Consideremos un grupo G y A C G. Por la proposicién anterior podemos concluir que
(A) = ﬂ{H : H es un subgrupode Gy AC H} (1.1)

es un subgrupo de G. Note que siempre hay un subgrupo de G que contiene a A, de hecho
es el mismo G. El subgrupo (A) es llamado el subgrupo generado por A. Si H = (A) diremos
que A genera H o que A es un conjunto generador para H. Cuando A es finito, digamos
A = {ay,...,a,}, denotaremos (A) = (ay,...,a,). Si G = (ay,...,a,), diremos que G es un

grupo finitamente generado.

Proposicién 1.3.2. Sea G un grupo y A un subconjunto de G. Entonces, (A) es el menor

subgrupo de G que contiene a A. Esto es,

(1) (A) es un subgrupo de G;

(2) AC (A);

(3) si H es un subgrupo de G tal que A C H, entonces (A) C H.

Demostracion. Sea G un grupoy A C G. Es claro de (1.1) que A C (A). Para probar 2, sea H
un subgrupo de G tal que A C H. Entonces, por (1.1) de nuevo, tenemos que (A) C H. [ |

La proposicion anterior es muy 1util para demostrar que un subgrupo H es generado por un
conjunto A. Es decir, si H es un subgrupo de GG y queremos probar que es generado por un
conjunto A es suficiente con probar que:

(i) AC H;
(ii) si H' es un subgrupo de G tal que A C H’', entonces H C H'.

Observacién 1.3.3.
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(1) Sea G un grupo. Entonces () = {e}.
(2) Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces (H) = H.

(3) Sea H un subgrupo de un grupo G. Para probar que (A) C H es suficiente mostrar que
ACH.

Ejemplo 1.3.4.
(1) Consideremos el grupo aditivo Z. Entonces Z = (1) = (—1).

(2) Sea G un grupo y a € G. Entonces el subgrupo ciclico (a), es el subgrupo generado por

a.
Proposicién 1.3.5. Sea G un grupo y sea A C G no vacio. Entonces,

(A ={al"a .. .af": neN, a,...,an € Ayky,... k, €Z}.

n

Esta proposicién nos dice que un elemento esta en el subgrupo generado por A si y sélo si

es un producto de potencias de elementos o de inversos de elementos de A.
Demostracion. Escribimos

—{a'flaf?... ak: neN, ay,...,an, € Ay ky,... .k, € Z}.

T'L

Vamos a probar que H es el menor subgrupo de G que contiene a A. Veamos primero que es
un subgrupo. Como A es no vacio, sea a € A. Entonces e = a' € H. Ahora sean z,y € H.

Entonces, x = a’fla?...aﬁn ey = blfbl;...bi;y donde n,m € N, ay,...,a,,b1,...,b,, € Ay

ki,.... ko, li, ... 1, € Z. Asi,

vy = (a¥'ak? .. aF)(Ohv . ok,
Por asociatividad nos queda que

zy = aak . atpbiel b e H.

Ahora, 7! = (a¥ab> .. af")" = (aF) 71 (dB)7N = a* . oa7™ € H. Por lo tanto, H es

un subgrupo de G. Sea a € A. Entonces, a = a* € H. En consecuencia, A C H. Ahora sea H’

un subgrupo de G tal que A C H'. Queremos probar que H C H'. Sea = = a’flagz ...ak e H.

Entonces, aq,...,a, € A. Como A C H', ay,...,a, € H'. Dado que H' es un subgrupo,
r=a"al? .. af € H'. Conlocual HC H'. Por lo tanto, de la Proposicién 1.3.2, (A) = H. W

Corolario 1.3.6. Sea G un grupo abeliano y aq,...,a, € G. Entonces,
(ay,...,an) ={kr.a1 + -+ kpan: ky,... .k, € Z}.

Ejemplo 1.3.7. Por el Ejemplo 1.1.5 tenemos que el n-ésimo grupo dihedral es
={R" R"R* ..., R"' S, RoS,R*cS,...,R" 1o S}.

Asi podemos observar que todo elemento de D, es el producto de potencias de Ry S. Entonces

D,, es generado por Ry S.
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1.4. Congruencias de Enteros

Sea n un entero positivo. Dos enteros a y b se dicen congruentes mdédulo n, denotado

POr @ = D(modn), Si y s6lo si n|a — b. En otras palabras,
a = bmodn) <= (3¢ € Z)(a — b = nq).

Cuando no haya peligro de confusién denotaremos la relacion de congruencia moédulo n
simplemente por =,,.
El siguiente resultado es una caracterizacion de la congruencia modulo n que resulta de

utilidad en muchas situaciones.

Proposicion 1.4.1. Sea n un entero positivo y sean a,b € Z. Entonces, a =, b si y solo si a

y b tienen el mismo resto cuando son divididos por n.

No es dificil mostrar que la relacién =,, es de equivalencia sobre los enteros. Esto es, =,, es
reflexiva, simétrica y transitiva. Asi, para cada entero a se define la clase de equivalencia de a
por [a| . ={m € Z: m=,a},y Z, =7/ =, siendo el conjunto de las clases de equivalencias.
Recuerde que cada entero pertenece exactamente a una clase de equivalencia. Entonces, por la
proposicion anterior, los elementos de Z, pueden ser representados por los restos posibles de

dividir por n,

0] = {meZ: m=,0}

N = {meZ: m=,1}

2] = {meZ: m=,2}
m—1 = {meZ: m=,n—-1}.

Para simplificar un poco la notaciéon en el trabajo con enteros modulo n, denotaremos
también a la clase de equivalencia de un entero a por a. Asi, Z, = {0,1,2,...,n—1} y lo
llamaremos conjunto de enteros modulo n.

La siguiente proposicion nos muestra que la relacién congruencia médulo n se comporta
bien con las operaciones de suma y producto de enteros. Ademas, bajo cierta condicion hay

una ley de cancelacién.
Proposicién 1.4.2. Sea n un entero positivo.
(1) Sia=,byc=,d, entonces

a+c=,b+d y ac=,bd.

(2) Siab=, ac y a es relativamente primo a n, entonces b =, c.

Demostracion. (1) Es un buen ejercicio para que realice el lector. Probemos (2). Ya que a es
relativamente primo a n, existen enteros x e y tales que 1 = ax + ny. Asi, 1 =, ax. Luego,
por (1) tenemos que b =, abxr y ¢ =, acx. También, ya que ab =, ac y por (1) nuevamente,

abr =, acx. Entonces, por simetria y transitividad obtenemos que b =, c. [
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+/0 1 2 3 4 01 2 3 4

0j]0 1 2 3 4 0(0 0 0 0 O

111 2 3 4 0 110 1 2 3 4

212 3 4 0 1 210 2 4 1 3

313 4 0 1 2 310 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Cuadro 1.2: Tablas de suma y multiplicacién para Zs

Sea n un entero positivo. Ahora podemos dotar al conjunto Z, con dos operaciones, suma

y multiplicacién. Sean a,b € Z. Definimos
a+b:=a+b y ab:=ab. (1.2)
La proposicion anterior nos permite probar que ambas operaciones, suma y multiplicacion,
en Z, estan bien definidas. Esto es, sia=a/ y b=1V, entoncesa+b=da +b ya.b=d.l.
En las tablas del Cuadro 1.2 se muestran las operaciones de suma y multiplicacion en Zs.

Las siguientes dos proposiciones son consecuencias inmediatas de las propiedades conocidas de

los nimeros enteros.
Proposicién 1.4.3. Sea n un entero positivo. Entonces, (Zy,+) es un grupo abeliano.

Proposicién 1.4.4. Sea n un entero positivo. Entonces, la multiplicacion para Z,, es asociativa,

conmutativa y 1 es el elemento neutro.

Observe que en Z, el 0 no tiene inverso multiplicativo. También pueden existir otros ele-
mentos en Z, que no posean inverso multiplicativo. Por ejemplo, en Z, el 2 no tiene inverso
multiplicativo. Asi, nos surge la siguiente pregunta:;cuando un elemento de Z,, tiene un inverso

multiplicativo? La siguiente proposicién responde a esta pregunta.

Proposiciéon 1.4.5. Sea n un entero positivo y sea 1 < a < n. Entonces, a tiene un inverso

multiplicativo en Z,, si y solo si a y n son relativamente primos.

Demostracion. Sea n un entero positivo y sea 1 < a < n. Entonces,

@ tiene un inverso multiplicativo <= existe b € Z,, tal que @.b =1
<= existe b € Z, tal que ab =1
<— ab=,1
<= ab—1=ngq para algin q € Z
<= 1 =ab—ngqg para algin q € Z

<= a es relativamente primo an. W

Denotaremos por U(Z,) el conjunto de todos los elementos de Z, que tienen un inverso
multiplicativo y llamaremos a sus elementos unidades. El conjunto U(Z,,) es cerrado bajo la
multiplicacién . definida en (1.2). En efecto, sean @,b € U(Z,) con 0 < a,b < n. Por la
proposicion anterior, a y b son ambos relativamente primos a n. Entonces, ab es relativamente

primo a n. Por lo tanto, @.b € U(Z,). Ver el Cuadro 1.3 para la multiplicacién en U(Zs).
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UZs) |1 2 3 4
1 |1 2 3 4
2 |2 4 1 3
3 131 4 2
4 |4 3 2 1

Cuadro 1.3: Tabla de multiplicacién en Zs

Corolario 1.4.6. Para cada entero positivo primo p, tenemos que U(Z,) = Ly, = {1,2,...,p—1}.

Proposicién 1.4.7. Para cada entero positivo n, (U(Zy),.), donde . es la multiplicacion here-

dada de Z,, es un grupo abeliano.
La @-funcion Fuler es una funcién ¢: N — N definida de la siguiente manera:
= (1) =1

» paran > 1, ¢(n) es el nimero de enteros positivos menores que n que son relativamente

primos a n. En otras palabras, p(n) = #({m € N: m <ny (m,n) = 1}).

Proposicién 1.4.8. Para cada entero positivo n > 1, p(n) = #(U(Z,)). Ademds, sip es un

entero primo, entonces p(p) =p — 1.
Las siguientes propiedades de la funcién ¢ seran probadas mas adelante.
Proposicién 1.4.9.

(1) Para cada primo p yn € N,
") =p" —p =" - 1),
(2) Sim yn son enteros positivos relativamente primos, entonces
p(mn) = o(m)p(n).
(3) Sin=pit.ps®. ... pRr, entonces

a1—1

pn) = pi"(pr—1)..... P (o — 1)

Finalizamos esta seccion con dos resultados importantes de la teoria de niimeros.

Teorema 1.4.10 (Generalizacién de Euler del Pequeno Teorema de Fermat). Sea n un entero

positivo y sea a un entero tal que (n,a) = 1. Entonces,

™ = 1.
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Demostracion. Recordemos que ¢(n) = #(U(Z,)). Teniendo en cuenta la Proposicién 1.4.8

podemos suponer que

U(Zn) = {]_17 %7 e vjso(N)}
donde cada j; con i = 1,2,...,¢(n) es tal que 1 < j; < n y es relativamente primo a n. Ahora
definimos la funcién f: U(Z,) — U(Z,) como sigue f(j) = aj. Es directo mostrar que f estd
bien definida. Veamos que es inyectiva. Supongamos que f(j) = f(k). Asi, aj = ak y con lo
cual, aj =, ak. Como a es relativamente primo a n, nos queda j =, k (ver Proposicién 1.4.2).

Entonces, j = k. Por lo tanto, f es una funcién inyectiva. Ahora, como U(Z,) es finito, podemos

concluir que f es una biyeccién. Esto nos da que {J1,ja, - - -, o)} = {1, aja, - - ., @jp(n) }- Con
lo cual,

12 Gp(n) Zn @J10J2 - - - @fpim) Zn AP 12 G-
Ya que ji,J2, ..., Jp(m) son todos relativamente primos a n, obtenemos que 1 =, a?™ . como
queriamos demostrar. [ |

Teorema 1.4.11 (Pequeno Teorema de Fermat). Sea a un entero no divisible por el entero
primo positivo p. Entonces,

p—1 —
a’ " =, 1.

1.5. Grupos Simétricos

Sea S un conjunto no vacio. Denotaremos por Sym(S) al conjunto de todas las funciones
biyectivas de S sobre S y llamaremos permutaciones a los elementos de Sym(.S). El simbolo o
denota la composicién usual de funciones. Como ya hemos visto en el Ejemplo 1.1.2, (Sym(.S), o)
es un grupo. Llamaremos a los subgrupos de Sym(S) grupos de permutaciones sobre S. Vere-
mos en el Capitulo 2 que de hecho todos los grupos pueden ser considerados como grupos de
permutaciones sobre algin conjunto (Teorema de Cayley).

Cuando S es un conjunto finito no vacio denotamos al conjunto Sym(S) por S,, y llamamos
al grupo permutacion (S, o) el grupo simétrico de orden n. Si S es un conjunto finito, digamos
S = {ay,as,...,a,}, de n elementos lo podemos identificar, sin pérdida de generalidad como
S ={1,2,...,n}!. Observe que S, tiene n! elementos.

A cada permutacién o de S, la vamos expresar como

Una de las ventajas de considerar las permutaciones en esta manera es que la composicion de
dos permutaciones puede ser hecha graficamente y asi de una manera més sencilla. Veamos un

ejemplo. Consideremos las permutaciones o y 7 de S3 dadas abajo

1 2 3 1 2 3
g = T = y
1 3 2 213

'El grupo permutaciéon Sym(S) depende solo de la cardinalidad de S y no de los elementos que componen a

S
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la composicion de o por 7 puede ser entonces realizada como sigue

1 2 3 1 2 3 1 2 3
ooT = =
1 3 2 213 3 1 2

donde

Ahora introducimos otra notacién para representar las permutaciones de S,. Un k-ciclo de
S, es una expresién de la forma (a; as ... ax) donde todos los a; son distintos. Este ciclo
representa la permutacién de S, que envia a; a ao, as a as,..., envia ap_, a a; y finalmente

envia ay a ap, mientras deja fijos todos los otros elementos en {1,2,...,n} que no aparecen en

1 23 45
25 341

en Ss. Entonces esta permutacién se puede escribir como el 3-ciclo (1 2 5). Y el 4-ciclo (325 4)

1 2345
152 3 4]

El producto de dos ciclos es simplemente la composicién de las permutaciones que repre-

el ciclo. Por ejemplo, sea
representa la permutaciéon

sentan. Por ejemplo, el producto de los ciclos (132 4)y (325) en S5 es

waznaz- (4251 7)

Observemos también que si o es un k-ciclo (a; ... ai) de S, entonces

o(ay) = ay, o2(ay) =o(ag) =as, o*(a)) =oc(as) =ay, ...

o Nay) = ap, of(a) = ay

Con lo cual, la permutacién o se puede expresar como el k-ciclo
(a1 o(ar) o*(a1) ... " Yay)).
Lema 1.5.1. Si o es un k-ciclo, entonces k es el menor entero positivo tal que o* = idg, .
Demostracion. Consideremos un k-ciclo 0 = (ay as ... ai) de S,. Debemos probar que
(i) o% =idg, (la permutacién identidad de S,,);

(i) si o™ =idg,, entonces k < m.
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Sea z € {1,2,...,n}. Si  no aparece en el k-ciclo (a; ay ... ai), entonces o(z) = z, lo cual

implica que o%(z) = . Sea a; con 1 < i < k. Entonces,

o*(a;) = 0" Nai) o*(ar) = 0" ()
_ Uk—(k—z‘)(ak> _ O’k_(k_l)<ak_1)
= ai(ak) = O'(&kfl)
= o Yay) = ay.
— Uz’—2<a2)
_ aif(ifl) (ai71>
= O'(ai_l)
= q;.

Luego, o* = idg,. Ahora sea m tal que 0™ = idg, . Supongamos que m < k. Con lo cual,
a) = O'k<CL1) = O'kierm(CLl) = O'kim(O'm(CLl)) = ak*m(al) = Ak—m+1-
Esto es una contradiccion. Luego, & < m. [ |

Corolario 1.5.2. Sea 0 un k-ciclo. Si m es un entero tal que o™ = idg, , entonces k divide a

m.

Demostracion. Sea m tal que o™ = idg,. Supongamos que m no es divisible por k. Entonces
m = k.q+1r con 0 <r < k. Luego, idg, = 0™ = 0" = (¢*)%.0" = (idg, )9.0" = o". Esto, por
la proposicién anterior, contradice que k es el menor entero positivo tal que o* = idg, . Por lo

tanto, m es divisible por k. [ |

Diremos que dos ciclos son disjuntos si no tienen nimeros en comun. Por ejemplo, en Ss,
los ciclos (1 3 4) y (2 5) son disjuntos, mientras los ciclos (1 3 4) y (3 1 5 2) no son disjuntos
porque tienen en comun los enteros 1y 3.

Observemos que podemos comprobar facilmente que la siguiente permutacién se puede
expresar como el producto de dos ciclos disjuntos y que ademés el producto de estos dos ciclos

disjuntos es conmutativo:

(123456

5492 3 1 6>=<15)<243>:(243)(15>.

Ahora veremos formalmente que estos dos hechos se cumplen siempre. Esto es, probaremos
que el producto de dos ciclos disjuntos es conmutativo y que cada permutacion de S, se puede

escribir como producto de ciclos disjuntos.
Lema 1.5.3. Sean o y B dos ciclos disjuntos. Entonces, aff = fa.

Demostracion. Sean o = (ay ag ... ar) y B = (by by ... b)) dos ciclos disjuntos de S,,.

Debemos probar que para cada entero j € {1,2,...,n}, af(j) = fa(j). Sea primero j tal que
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no aparece en ninguno de los dos ciclos. Entonces, a(j) = jy 5(j) = 5. Asi, afB(j) = a(j) = J
y Ba(j) = B(j) = j. Con lo cual af(j) = pa(j). Ahora, sea a; € {aj,as,...,a,_1}. Ahora,
tenemos que af(a;) = afa;) = a1 y Bafa;) = B(air1) = ai1. Entonces, af(a;) = Ba(a).
También, af(ax) = alar) = a1 y Ba(ax) = B(a1) = ay. Por lo tanto, af(j) = fa(j) para todos
los enteros que aparecen en el ciclo «. Similarmente, podemos probar que a5(j) = Sa(j) para
todos los enteros j que aparecen en el ciclo 5. Por lo tanto, hemos probado que af(j) = Ba(j)
para todo j € {1,2,...,n}. [ |

Teorema 1.5.4. Cada permutacion en S, se puede escribir como un producto de ciclos dis-

Juntos.

Demostracion. Sea o € S,. Definimos primero el ciclo a; = (o(1) 0%(1) ... o*(1)). Observe
que 0¥ (1) = 1y ky < n. Si k; = n, entonces la permutacién o se puede escribir con el tinico
n-ciclo (o(1) 02(1) ... o™(1)). Si ky < n, entonces hay un i; € {1,2,...,n} que no aparece en

el ciclo a;. Consideremos el ciclo
Qg = (0(21) 02(2.1> Ce UkQ(il)).

Observe que o*2(i1) = iy y ks < n — k;. Los dos ciclos son disjuntos. Pues, si ¢/(1) = o™ (i)
y | < m (similarmente si m < [), entonces 1 = 0™ !(i1) lo que implica que los dos ciclos son
iguales. Esto es una contradiccion pues elegimos i; que no estuviera en el ciclo ;. Ahora, si ko =
n— k1, entonces la permutaciéon o se puede escribir como ajas. Si ke < n— k1 entonces podemos
elegir un entero iy € {1,2,...,n} tal que no aparezca en los ciclos a; y as. Consideramos el
ciclo ag = (0(iy) 02(iz) ... *(iy)). Podemos observar que o*(iy) = iy y ks < n — ky — ky.
De la misma manera que vimos antes podemos probar que los ciclos aq, as ¥ ag son disjuntos
dos a dos. Como el conjunto {1,2,...,n} es finito en algin momento este procedimiento debe
detenerse. Esto es, para algun entero positivo r, hay un i, € {1,2,...,n} que no aparece en
los ciclos disjuntos ay,as,...,a,_; y podemos formar el ciclo o, = (o(i,) o%(i,) ... o (i,))
con k. =n — (ky + ks + -+ k,_1). Por lo tanto, la permutacién o se puede escribir como

arQy ... Q. [ |

Observe que la prueba anterior no sélo da la demostracién de que se puede descomponer
una permutacién en un producto de ciclos disjuntos sino que también nos da un procedimiento

para determinar la descomposicion de un ciclo.

Ejemplo 1.5.5. Consideremos el grupo simétrico Sy y la siguiente permutacion
12 3 4567289 10
o= .
3810 15 9 276 4

a; = (a(1) (1) 6*(1) o*(1)) = (3 10 4 1).

Primero formamos el ciclo

Luego, elegimos un entero que no aparece en ap, por ejemplo 2, y formamos el ciclo

as = (0(2) 0%(2) *(2)) = (8 7 2).



16 1.5. Grupos Simétricos

Ahora, elegimos un entero que no aparezca en aq ni en aw, por ejemplo el 5, y formamos el ciclo

ag = (0(5)) = ().

Como todavia quedan enteros en {1,2,4,5,6,7,8,9,10} que no aparecen en los ciclos anteriores
continuamos de la misma manera. Tomemos un entero que no aparece en los ciclos ay, as v ag,
por ejemplo el 6, y formamos

oy = (0(6) 6%(6)) = (9 6).

Ahora, podemos ver que todos los enteros de {1,2,4,5,6,7,8,9,10} aparecen exactamente en

uno de los ciclos anteriores. Entonces,

(12 3 45678910
3810159276 4

) = (3104 1)(8 72)(5)(9 6).

Lema 1.5.6. Sea 0 € S,,. Si 0 tiene la descomposicion en ciclos disjuntos o = o105 ...0%

de longitudes mq, mo, ..., my, respectivamente, entonces el minimo comun maltiplo M de los
nimeros my, my, ..., my es el menor entero positivo tal que o™ = idg, .
Demostracion. Sea M el minimo comun multiplo de los ntimeros my, mo, ..., m. Como los
ciclos 01,09, ..., 0 son disjuntos dos a dos, tenemos que 0;0; = 0;0; para 1 <1, j < k. Luego
M M M _M M _ .

o = (01.09..... o) =010y o, =idg,,
porque m; | M paracadai € {1,...,k}. Por otra parte, si 0V = idg, , entonces oi¥.ol¥. .. .. o =
idg,. Luego, o = idg, para todo i € {1,...,k}. Entonces, por el Corolario 1.5.2, tenemos que

m; | N para todo i € {1,...,k}. Entonces, M | N y por lo tanto, M es el menor entero positivo
tal que o™ =idg, . [ |

Finalizamos esta seccion con algunos resultados referidos a permutaciones pares e impares.
Una transposicion es un 2-ciclo (a; az). Observemos que todo k-ciclo (a3 as ... ai) de S, se

puede escribir como producto de transposiciones:

(a1 ag ag ... ap—1 ax) = (a1 az)(ag az) ... (a1 ax).

El lector debe notar que la manera de escribir un k-ciclo como producto de transposiciones no
es unica. {Puede hallar dos formas de escribir el siguiente 4-ciclo o = (1 2 3 4) de S5 como
producto de transposiciones?

Por el Teorema 1.5.4, tenemos que cada permutacién se puede representar como producto
de ciclos disjuntos y como hemos observado recién, cada ciclo se puede escribir como producto
de transposiciones. Por lo tanto, podemos concluir que toda permutacion de S, se puede escribir
como producto de transposiciones.

Si bien la representacién en producto de transposiciones de una permutacién no es unica,
tenemos el siguiente resultado. Una demostracién del mismo puede verse en [8, Theorem 3.3.1]
o en [1, Section 3.5].
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Proposicion 1.5.7. Toda permutacion de S, es o bien el producto de un numero impar de
transposiciones o bien el producto de un niumero par de transposiciones y ningun producto de

un numero par de transposiciones puede ser el producto de un numero impar de transposiciones.
Ahora podemos realizar la siguiente definicion.

Definicién 1.5.8. Una permitacion o de .S, es llamada par si es el producto de un niimero par

de transposiciones y es llamada tmpar si es el producto de un niimero impar de transposiciones.

Sea A, el conjunto de todas las permutaciones pares de S,,. Afirmamos que A,, es de hecho

un subgrupo de S, (véase el Ejercicio 1.2). A,, es llamado el grupo alternante de grado n.

1.6. Grupos ciclicos

Los grupos ciclicos son los grupos que pueden ser generados por un solo elemento. Al final
de la seccién veremos que basicamente hay solo dos tipos de grupos ciclicos: Z y Z,. En esta
seccion estudiaremos las propiedades de los grupos ciclicos y los subgrupos ciclicos, los cuales

juegan un rol fundamental en la clasificacién de todos los grupos abelianos.
Definicién 1.6.1. Un grupo G es llamado ciclico si existe un elemento a € G tal que G = (a).
Como ya hemos visto anteriormente, si G' es un grupo ciclico generado a, tenemos que
G ={a) ={d": keZ}).
Y si sabemos que G es abeliano, escribimos
G = (a) ={ka: keZ}.
Ejemplo 1.6.2.
1. El grupo aditivo Z = (1) es ciclico. También, Z, = (1) es ciclico.

Observacién 1.6.3. No todo grupo es un grupo ciclico. Veamos el siguiente ejemplo. Sea

S ={1,2,3} y consideremos el grupo simétrico de orden 3, S3. Explicitamos los elementos de

532
(123 1 2 3 1 23
/L: = =
123 ™ 2 3 1 P2 31 2
(123 (123 (123
=11 3 9 2= 1 3 91 Fs=1 9 1 3

La operacion o es dada en el cuadro 1.4. Los subgrupos de S3 son mostrados en la Figura

N DN

w N

1.1. Observe que todos los subgrupos propios de S3 son ciclicos; sin embargo, ningin elemento

genera al grupo entero. Por lo tanto, S3 no es ciclico.

Teorema 1.6.4. Todo grupo ciclico es abeliano.
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o lid p1 p2 p1 M2 3
id | id prop2 o pa H3
pr | p1 p2 id pz o opn o
p2 | p2 id pr po p3 fha
| p2 gy ido opro po
Po | p2 p3 f1 p2 id py
ps | p3 fa p2 pr p2oid

Cuadro 1.4: La operacién o en S3

53\

{id, pr, p2}  {id, 1} {id, po}  {id, ps}

NN

{id}

N

Figura 1.1: Los subgrupos de S3

Teorema 1.6.5. Cada subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo ciclico generado por un elemento a, esto es, G = (a) y supon-
gamos que H es un subgrupo de G. Si H = {e}, entonces claramente es ciclico. Supongamos
que H contiene un elemento ¢ distinto del neutro e. Asi, g = a™ para algin entero n (porque
g € HC G = (a)). Podemos suponer sin perdida de generalidad que n > 0. Sea m el menor
entero positivo tal que a™ € H. Tal m existe por el Principio de Buena Ordenacion. Vamos
a mostrar que h = a™ es un generador de H. Sea h' € H. Luego, h' € G y entonces h' = aF
para algin entero k. Por el algoritmo de la division, podemos encontrar enteros q y r tales que

k =mq+r con 0 < r < m. En consecuencia, nos queda que
a® = a™*" = (a™)%" = hid".

Asi, a" = a*h™7 = h'h™9. Ya que ' v h™7 estdn en H, a” pertenece también a H. Pero, dijimos
que m era el menor entero positivo tal que a™ € H y, obtuvimos que a" € Hy 0 < r < m.

Luego, r = 0 y asi kK = mgq. Entonces,
b =af =a™ = .
Por lo tanto, H es generado por h [ |

Sea a un elemento de un grupo G. El orden de a, denotado por o(a), es definido a ser
o(a) :=inf{n € N: a" = e}. En caso que el conjunto {n € N: a" = e} sea vacio, o(a) = co.

Claramente podemos ver que en cualquier grupo G, o(e) = 1.
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Proposicion 1.6.6. Sea a un elemento de orden finito en un grupo.
(1) Sia™ = e entonces o(a)|n.
(2) Sia' = da’ entonces o(a)|i — j.
(3) o(a) =o(a™ ).

Demostracion. Para probar (1), supongamos que a” = e. Como sabemos existen ¢, r € Z unicos
tales que
n=o(a)g+r, 0<r<o(a).

Asi, a" = a" @7 = ¢"(q°@)~7 = e. Como o(a) es el menor entero positivo k tal que a* = e,
tenemos que r = 0. Entonces, n = o(a)q y asi o(a)|n.

El punto (2) es consecuencia de (1). Para probar (3), sea o(a) = n. Asi, (a™1)" = (a™)™! =
e~! = e. Supongamos que ¢ es un entero positivo tal que (a™!)! = e. Con lo cual, (a!) ' =ey
entonces a' = e. Luego, n < t. Por lo tanto, o(a™) = n = o(a). |

Proposicion 1.6.7. Sea G un grupo y a € G.
(1) Sio(a) = oo, entonces a’ = a’ si y sdlo si i = j.
(2) Sio(a) =n €N, entonces para cualquier i € Z, a* = a* para un tinico 0 < k <n — 1.

Demostracién. (1) Sea a € G tal que o(a) = co. Supongamos que a’ = a’. Tenemos que i < j

'=¢e. Como o(a) = o0, j—i =0y por lo

07 <1i.Sii<j,entonces ' * = a’(a’)"! = d(a’)”
tanto ¢ = j. Similarmente si j < 7. La reciproca es trivial.

(2) Supongamos que o(a) = n € N. Sea i € Z. Asi, existen ¢,r € Z tal que i = nq + r con
0 <r <n-—1. Luego,

T

nET = (a™)9a" = ela” = a’.

ad=a

Para ver que r es el tinico con tal propiedad, sea j tal que a® = @/ y 0 < j < n — 1. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que j < r. Asi, a” = a' = /. Por la proposicién anterior

tenemos que n|r — j mientras 0 < r — j < n. Esto implica que r — j = 0, esto es, r = j. [ |

Los dos corolarios siguientes son consecuencia de la proposicién anterior y sus demostracio-

nes se deja a cargo del lector.
Corolario 1.6.8. Para cualquier elemento a en un grupo G, se cumple que o({a)) = o(a).
Corolario 1.6.9. Sea G un grupo finito.

(1) Un elemento a es un generador de G si y sdlo si o(a) = o(Q).

(2) El grupo G es ciclico si y solo si existe un a € G tal que o(a) = o(G).

Proposicién 1.6.10. Sea G un grupo abeliano y sean a,b € G. Si o(a) y o(b) son relativamente

primos, entonces o(a + b) = o(a)a(b).
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Demostracion. Llamemos o(a) = n y o(b) = m. Asi, (n,m) = 1 (n y m son relativamente
primos). Tenemos que probar que mn es el orden del elemento a + b. Primero, como G es
abeliano, tenemos que mn.(a + b) = mn.a + mn.b = e + e = e. Sea ahora ¢ un entero positivo
tal que t.(a + b) = e. Entonces, t.a + t.b = e y asi t.a = t.(—b). Luego, nt.a = nt.(—b). Como
n = o(a), e = nt.a = nt.(—b). Entonces, o(—b) | nt. Ya que o(—=b) = o(b) = m, m | nt. Y
ahora, dado que m y n son relativamente primos, m | t. Andlogamente, podemos obtener que
n | t. Luego, como m y n son relativamente primos y m | t y n | ¢, tenemos que mn | t. En

consecuencia, mn < t. Por lo tanto o(a + b) = nm = o(a)o(b). |

Sea G = (a) un grupo ciclico. Supongamos que o(a) = co. Definimos la funcién a: Z — G

de la siguiente manera: para cada ¢ € Z,
a(t) =a'.

Entonces, por la Proposicién 1.6.7, podemos probar sin dificultad que « es una funcién biyectiva

y verifica la siguiente identidad
a(i+j) = a(i)a(y). (1.3)

La funcién inversa de «, denotada por #: G — Z es definida por:
Bla’) =i.
Y cumple con la siguiente identidad
Ba'a’) =i+ j. (1.4)

Ahora, supongamos que o(a) = n es finito. Entonces, las aplicaciones « y [ antes definidas se
restringen de manera biyectiva a Z,. Es decir, las funciones a: Z,, - Gy 8: G — Z,, definidas
respectivamente por a(i) = a' y B(a’) = i son biyectivas. Ademds, ellas también verifican las
identidades andlogas a (1.3) y (1.4). Esto es, a(i + j) = a(i)a(j) y f(a‘a?) =i+ ;.

Ahora podemos ver que la estructura algebraica de un grupo ciclico es en cierto sentido

“idéntica” a la de Z o Z,, dependiendo del orden del grupo.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1. Sea GG un grupo y sea A un subconjunto finito no vacio de G cerrado bajo la

operaciéon de G, esto es, si a,b € A, entonces ab € A. Probar que A es un subgrupo de G.

Ejercicio 1.2. Probar que el conjunto A,, de todas las permutaciones pares de S,, es de hecho

un subgrupo de S,, y se cumple que o 170 € A,,, para todo o € S,, y todo 7 € A,,.



Capitulo 2
Homomorfismos y Grupo Cocientes

En este capitulo introducimos dos conceptos importantes para estudiar las estructuras de
grupos y estos son la de homomorfismos entre grupos y la de grupos cocientes de un grupo. Un
grupo cociente de un grupo es otra manera de obtener un grupo mas “chico” a partir del grupo
original y asi, como con los subgrupos, la estructura de un grupo es reflejada en la estructura
de sus grupos cocientes. Un homomorfismo entre dos grupos es una funcién que preserva las
operaciones de los grupos y los vincula entre si. El estudio de grupos cocientes es esencialmente

equivalente al estudio de los homomorfismos sobreyectivos.

2.1. Teorema de Lagrange

Comenzamos esta secciéon probando el Teorema de Lagrange, el cual afirma que el orden de
todo subgrupo divide al orden del grupo, y mostramos alguna de sus muchas consecuencias que
tiene este teorema.

Sea H un subgrupo de un grupo G. Definimos sobre G la siguiente relacion binaria: para

cada a,b € G,
a~b siysélosi ab™' e H.

Afirmamos que esta relacién es de equivalencia sobre el grupo GG. Dejamos los detalles al

lector. Note que la clase de equivalencia [a] de un elemento a € G es
Ha={ha: he H}.

En efecto, sea b € [a]. Entonces, b ~ a y asi, ba™* € H. Con lo cual, existe h € H tal que
ba~! = h. Luego, b = ha € Ha. Esto prueba que [a] C Ha. Sea ahora b € Ha. Esto es, existe
h € H tal que b = ha. Asi, ba~! = h € H. Entonces, b ~ a y con lo cual, b € [a]. Por lo tanto,
Ha C [a]. Hemos demostrado que [a] = Ha.

El conjunto Ha es llamado la clase lateral derecha de H representada por a. Observemos

que una clase lateral derecha puede estar representado por cualquiera de sus miembros.

Ejemplo 2.1.1. Considere el grupo Zg y el subgrupo H = {0,3} de Zs. Entonces, las clases

21
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laterales derechas son

ol

H+0={beZs: b~0} b—
H+1={becZ¢: b~1y={bEZs: b—
H+2={b€Z: b~2} b—

€HY= {03} = H+3
TeH) = {13} = H+1
2€ H} ={2,5} = H+5.

Como sabemos, las clases laterales derechas forman una particién del grupo. En particular,
si G contiene solo un nimero finito de clases laterales derechas de H (particularmente cuando

G es finito), entonces podemos encontrar representantes ay, .. .,as; € G tales que
G=HaWHay W ---¥ Hay.

Donde & denota la unién disjunta, esto es, Ha; N Haj; = () si i # j. Llamaremos al nimero de

clases laterales derchas distintas de H en G el indice de H en G, y lo denotaremos por [G : H].
Ejemplo 2.1.2. Si G =Zs y H = {0, 3}, entonces [G : H| = 3.

Ya estamos listos para enunciar y probar el Teorema de Lagrange sobre grupos finitos. El
Teorema de Lagrange asegura que el orden de un subgrupo de un grupo finito es un divisor del
orden del grupo. Por ejemplo, si G es un grupo de orden 6, entonces los 6rdenes posibles de un

subgrupo de G son 1, 2, 3 0 6.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de G.
Entonce, |H| es un divisor de |G|. Ademds, |G : H| = |G|/|H].

Demostracion. Por la discusion previa, tenemos que G = Ha; W Has W - - - W Ha, para alguna
eleccién de representantes ay, ..., as € G. Entonces, tenemos que |G| = |[Hay| + |Hag| + -+ +
|Has|. Ahora vamos a probar que cada clase lateral derecha Ha de H en G tiene el mismo
numero de elementos que H. Para esto vamos a construir una funcién biyectiva entre H y Ha.

Definimos ¢: H — Ha por ¢(h) = ha. La funcién ¢ es claramente sobreyectiva. Veamos
que es inyectiva. Supongamos que ¢(h1) = @(hs). Esto es, hya = hsa. Por la ley de cancelacién,
tenemos que h; = hs. Entonces, ¢ es inyectiva. Por lo tanto, ¢ es una biyeccién. Esto implica

que |H| = |Ha| para cada a € G. Ahora, nos queda que
|G| = |Hai| + |Has| + -+ + |Has| = s|H]|.
Se sigue que |H| es un divisor de |G|. Ademads, [G : H] = s = |G|/|H]|. |

Ejemplo 2.1.4. Sea S5 el grupo simétrico de orden 3. Sea o = (1 2 3) y 5 = (1 2). Entonces,

tenemos que
53 = {eaaa@Qaﬁaaﬁ7Q26} = {e,a,az,ﬂ,ﬁa,ﬁa2}.

Sea H = (a) = {e,a, a*} el subgrupo generado por a. Entonces,
Sea K = () = {e, }. Entonces,

Sy =KWKaWwKao?
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La reciproca del Teorema de Lagrange no es cierta. Esto es, si G es un grupo arbitrario de

orden finito n y d | n, no necesariamente existe un subgrupo de G de orden d.

Ejemplo 2.1.5. Sea A, el grupo alternante de grado 4 (véase pagina 17). Explicitamente,

observamos que

A ={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(123),(132),(124),
(142),(134),(143),(234),(243)}.

Asi vemos que el orden de Ay es 12. El 6 es un divisor del orden de Ay, pero A4 no posee ningin
subgrupo de orden 6. En efecto, supongamos por absurdo que H es un subgrupo de A4 de
orden 6. Observemos que A, tiene 8 elementos de orden 3, ellos son los ocho 3-ciclos. También
vemos claramente que el indice [A, : H] es 2, esto es, A4 tienen exactamente dos clases laterales
derechas de H. Sea ahora a cualquier elemento de A4 de orden 3. Como [A4: H| =2y H, Ha

y Ha? son tres clases laterales derechas, tenemos que
H=Ha o H=Hd* o Ha= Hd.

En cualquiera de los tres casos anteriores, se tiene que a € H. Hemos mostrado que H contiene
los 8 elementos de A4 de orden 3, lo cual es absurdo, pues H es de orden 6. Por lo tanto, Ay

no posee un subgrupo de orden 6.
Ahora veremos que algunas reciprocas parciales del Teorema de Lagrange son posibles.

Lema 2.1.6. Sea G un grupo ciclico de orden finito n. Si d | n, entonces existe un unico

subgrupo Hy de G de orden d.

Demostracion. Sea G = (a) de orden n. Tomemos H; = (a™/?). Obviamente, H, es un subgrupo

de G. Veamos que es de orden d. Primero tenemos que

(a"/d)d =a" =e.

nk/d nk

= e. Luego, & = ng para algin entero

Supongamos ahora que (a™/4)F = e. Entonces, a y

positivo ¢q. Asi, k = dq y entonces d < k. Por lo tanto,
|Hy| = o(a™?) = d.

Ahora, probemos que es el tinico subgrupo de GG de orden d. Supongamos que H es un subgrupo
de G de orden d. Con lo cual, H = (a*) para algtin entero positivo k. Como H es de orden d,

kd

(a*)? = e. En consecuencia, a®® = e. Luego, n | kd, esto es, kd = nq para algin entero positivo

q. Entonces,

a" = (a"/ d)q.
Entonces, a* € Hy. Luego, H C H, y, como tienen mismo orden (finito), asi H = Hj. [ |

Los siguientes teoremas importantes, que expresan una reciproca parcial del Teorema de

Lagrange, seran probados en capitulos siguientes.
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Teorema 2.1.7. Si G es un grupo abeliano finito y d es un divisor del orden de GG, entonces

existe un subgrupo H de G de orden d.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al

orden de G, entonces G tiene un elemento de orden p.

Teorema 2.1.9 (Teorema de Sylow). Si G es un grupo finito de orden p®m, donde p es un

primo y ptm, entonces G tiene un subgrupo de orden p®.

Veamos algunas consecuencias inmediatas del Teorema de Lagrange. Entre ellas veremos

otra manera de probar la generalizacion de Euler del Pequeno Teorema de Fermat.
Corolario 2.1.10. Sean H y K subgrupos de un grupo finito G. Si K C H C G, entonces
G: K|]=|G: H]|H: K].

Demostracion. Por el Teorema de Lagrange tenemos que

e PL<d N (11 [ .
G K] = (1 = 1~ (G HI < ) n

Corolario 2.1.11. Sea G un grupo finito y a € G. Entonces, o(a) es un divisor de |G| y en

particular, a!® = e.

Corolario 2.1.12 (La generalizacién de Euler del Pequenio Teorema de Fermat). Sean n y a

enteros relativamente primos. Entonces, ™ =, 1.
Demostracion. Se sigue del hecho que el grupo U(Z,) es de orden ¢(n). |
Corolario 2.1.13. Si G es un grupo de orden primo p, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea x € G tal que x # e. Luego, |(z)| > 1. Ahora, por el Teorema de Lagrange,
|(x)| | |G| = p. Entonces, |(z)| = |G|. Con lo cual, (x) = G. [

2.2. Homomorfismos

En esta seccion estudiaremos las nociones de homomorfismo e isomorfismo. El concepto
de isomorfismo entre dos grupos establece que ambos grupos son "iguales®, esto es, tienen
exactamente la misma estructura de grupo. La nociéon de homomorfismo es mas débil que la
de isomorfismo pero igualmente es muy importante dentro de la Teoria de Grupo (y dentro de

cualquier teoria sobre estructuras algebraicas) como veremos a lo largo de todo el curso.

Definicién 2.2.1. Sean (Gi,*1) y (Ga, *9) dos grupos. Una funcién ¢: G; — G5 es llamada

un homomorfismo de grupo si

p(a*1b) = p(a) *9 p(b)

para todos a,b € G.
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Ejemplo 2.2.2.

(1) Consideremos los grupos (R,.) y (R,+) de los nimeros reales positivos con el producto
usual y el conjunto de todos los nimeros reales con la suma usual, respectivamente. Sea

¢: R — R, la funcién definida por

p(r) = €.
Entonces, ¢ es un homomorfismo del grupo (R, +) al grupo (R, .). En efecto, sean x,y € R.
Entonces,

p(z+y) =" =" = (x).p(y).

(2) Sea n un entero positivo. Se define m,: Z — Z,, como sigue
(1) = 1.

Verifiquemos que es un homomorfismo. Sean i y j dos enteros. Entonces, m,(i+j) =1+ j =
i+ 7 = m(i) + m.(j). Por lo tanto, 7, es un homomorfismo. Adem4s, 7, es una funcién

sobreyectiva.

(3) Sea GLy(R) el grupo lineal general de grado 2 y sea R* = R — {0} el grupo de los nimeros
reales no nulos con el producto habitual. Definimos ¢: GLy; — R* como sigue p(A) =

det(A). Verifique que ¢ es un homomorfismo.
Veamos algunas propiedades basicas que cumplen los homomorfismos.
Lema 2.2.3. Sean Gy y G5 dos grupos y ¢: Gy — Gy un homomorfismo.
(1) Sea ey el elemento neutro de Gy y sea eq el elemento neutro de Gy. Entonces, p(e1) = es.

(2) Para cada elemento a € Gy, p(a™) = p(a)™.

n

(3) Para cada elemento a € Gy y cadan € Z, p(a™) = p(a)".
(4) Si Hy es un subgrupo de Gy, entonces p(Hy) es un subgrupo de Gj.
(5) Si Hy es un subgrupo de Go, entonces, o '(Hy) es un subgrupo de Gj.
(6) Sia€ Gy es tal que o(a) < oo, entonces o(p(a))|o(a).

Demostracion. Los puntos (1) — (3) son sencillos de verificar y quedan a cargo del lector. Para
probar (4) sea H; un subgrupo de G;. Sean a,b € H;. Debemos probar que p(a)p(b)™t €
¢(H,). Por el punto (2) y del hecho que ¢ es un homomorfismo, tenemos que p(a)p(b)™! =
o(a)p(b™) = p(ab™!). Como H; es un subgrupo, ab~' € H;. Entonces, ¢(a)p(b)™' = ¢(ab™!) €
©(Hy). Por lo tanto, ¢(H;) es un subgrupo de G5. Ahora probamos (5). Sea Hy un subgrupo de
G. Sean a,b € ¢! (H,). Entonces, p(a), p(b) € H,. Dado que H; es un subgrupo, p(a)p(b)™! €
H,. Como ¢ es un homomorfismo, tenemos que ¢(a)p(b)™' = ¢(ab™'). Con lo cual, ab™! €
¢~ '(H,). Entonces, ¢~ !(H;) es un subgrupo de G;. La propiedad (6) es consecuencia de que

p(a)"” = p(a™) = ¢(e1) = ey y del Lema 1.6.6. |
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Observacién 2.2.4. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. Entonces, la imagen de G; por ¢,

Im(y) es un subgrupo de Gj.

Lema 2.2.5. Sea G un grupo y sea a un elemento arbitrario de G. Entonces, hay un tinico

homomorfismo de Z a G que envia el 1 a a.

Demostracion. Primero probemos la existencia. Definimos la funcién ¢: Z — G como ¢(n) =
a". Es claro que esta funcién cumple que ¢(1) = a. Veamos que es un homomorfismo. Para n
y m dos enteros cualesquiera, tenemos que ¢(n +m) = a"™™ = a"a™ = p(n)e(m). Entonces,
¢ es un homomorfismo. Ahora probemos que es tunica. Supongamos que ¥: Z — G es un
homomorfismo tal que ¥(1) = a. Sea n € Z. Entonces, ¢(n) = a™ = ¢(1)" = ¢(n.1) = ¥(n).
Por lo tanto, ¢ = . |

Lema 2.2.6. Sean Gy, Gy y Gz grupos y sean ¢: Gy — Gy y ¥: Gy — G3 homomorfismos.

Entonces, ¥ o p: G1 — G3 es un homomorfismo.
Demostracion. A cargo del lector. [ |

Definicién 2.2.7. Sea ¢: G; — GGy un homomorfismo. El siguiente subconjunto de G

Nu(p) ={a € G1: p(a) =es}
es llamado el nicleo de ¢.

Lema 2.2.8. Si ¢p: Gy — Gy es un homomorfismo, entonces Nu(p) es un subgrupo de Gj.
Ademds, para cada g € Gy y cada a € Nu(yp), gag™ € Nu(yp).

Demostracion. A cargo del lector. [ |

Ejemplo 2.2.9. Consideremos el homomorfismo 7,,: Z — Z, definido por m,(i) = i (véase el

Ejemplo 2.2.2). Calculemos el nicleo de ,. Sea i € Z. Entonces
i € Nu(m,) < m,(i)=0 < i=0 < n|i < i=nk para algiin k € Z.
Entonces Nu(m,) = {nk : k € Z} = (n).

Definicién 2.2.10. Diremos que un homomorfismo ¢: G; — G5 es un monomorfismo si ¢
es una funcién inyectiva y diremos a ¢ un epimorfismo si ¢ es sobreyectiva. Un homomor-
fismo que es monomorfismo y epimorfismo es llamado tsomorfismo. Si p: G; — G5 es un

isomorfismo diremos que GGy es tsomorfo a G, y lo denotaremos por G = Gs.

Se puede probar sin dificultad que la relacién “ser isomorfo a” sobre la clase de todos los
grupos es una relacion de equivalencia. Esto es, para cada grupo G, G = G si G; = G,
entonces Gy = (G y; si G; = Gy v Gy = (3, entonces G = Gjs.

Ejemplo 2.2.11. Sea G = (a) tal que o(a) = co. En la pdgina 20 probamos que la funcién
aZ — G definida por a(i) = a’ es biyectiva y cumple que a(i + j) = a(i)a(j). Por lo tanto,

es un isomorfismo. Ademds su funcién inversa es 3: G — Z definida por 3(a') = 1.
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Sea ahora G = (a) tal que o(a) = n < co. En la pagina 20 también probamos que la funcién
a: Z, — G definida por a(i) = a’ es biyectiva y cumple que a(i + j) = a(i)a(j). Entonces, a
es un isomorfismo. También, la funcién 3: G — Z, definida por B(a’) =i es la funcién inversa
de a.

Por lo tanto, tenemos que para cada grupo ciclico G = (a) tenemos que:
» Sio(G) =o(a) = 0o, entonces G = Z.
» Sio(G) =o0(a) =n < oo, entonces G = Z,.

Lema 2.2.12. Sea ¢: G; — G5 un homomorfismo. Entonces, ¢ es un monomorfismo si y solo
si Nu(p) = {e}.

Demostracion. [ |

Ejemplo 2.2.13. Suponga que queremos determinar todos los homomorfismos posibles ¢ de
Zr a Zy5. Dado que el nicleo de ¢ es un subgrupo de Zz, tenemos por el Teorema de Lagrange
que el orden de Nu(y) divide al orden de Zr, es decir, divide a 7. Con lo cual el orden de Nu(y)
es 1 o 7. Entonces, tenemos que Nu(¢) = {e} o Nu(y) = Z;. Si Nu(p) = {e} entonces ¢ es un
monomorfismo y asi el orden de Im(y) es 7. Como Im(p) es un subgrupo de Zis, nos queda
que 7 divide al 12. Lo cual es una contradicciéon. Entones nos queda que Nu(y) = Z7. Por lo
tanto, el inico homomorfismo posible ¢ de Z; a Z15 es el que envia todos los elementos de Z;

al elemento neutro de Zi,.

Lema 2.2.14. Sea ¢: G; — Gy un isomorfismo. Entonces,
(1) o(a) = o(¢(a)), para todo a € G1;
(2) Gy es abeliano syss Gy es abeliano;
(3) G es ciclico syss Go es ciclico.

Demostracion. Como ¢: G; — G5 es un isomorfismo, tenemos que p~1: Gy — G es también
un isomorfismo.
Ahora para probar (1), sea a € G1. Supongamos primero que o(a) < oo. Entonces, usando

la propiedad (6) del Lema 2.2.3 para ¢ y ¢!, tenemos que

o(p(a))lo(a) y o(a) = ol (p(a)))|o(e(a)).

Entonces, o(a) = o(¢(a)). Supongamos ahora que o(a) = 0o. Debemos probar que o(¢(a)) = oo.

Supongamos que o(p(a)) = k < co. Entonces

p(a") = p(a)" = ez = p(er).

Dado que ¢ es isomorfismo, en particular es inyectiva, tenemos que a*

= e;. Entonces o(a) <
k < 00, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, o(p(a)) = oco.

Es directo probar (2).
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Para (3), supongamos que G es ciclico y esta generado por el elemento a, esto es, G; = (a).
Veremos que Go esta generado por el elemento ¢(a). Sea g € G3. Como ¢ es un isomorfismo,
existe n € Z tal que p(a™) = g. Asi, p(a)" = ¢(a") = g. Entonces, Go = (p(a)). Si ahora
suponemos que Gy es ciclico, entonces usamos que ¢ ': Gy — G es un isomorfismo para

probar que G es ciclico. [ |
Teorema 2.2.15. Dos grupos ciclicos son isomorfos syss ellos tienen el mismo orden.

Demostracion. Es claro que si dos grupos son isomorfos, entonces tienen el mismo orden. Su-
pongamos que G = (a) y Gy = (b) son dos grupos ciclicos con el mismo orden. Recuerde
que o(a) = |G1| = |G| = o(b). Definimos ¢: G; — G5 por p(a™) = b" para cada n € Z.
Dado que o(a) = o(b), tenemos que ¢ estd bien definida y es inyectiva. Para cada n,m € Z,
pla™a™) = p(a™™) = "M = "M = p(a™)p(a™). Entonces, ¢ es un homomorfismo. Ademas

es claro que ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo. |
Ahora consideraremos homomorfismos sobre grupos ciclicos.

Lema 2.2.16. Sea G = (a) un grupo ciclico y sea H un grupo arbitrario. St ¢,v: G — H son

homomorfismos tales que @(a) = (a), entonces p = .

El lema anterior nos dice que los homomorfismos desde un grupo ciclio G = (a) a un grupo

arbitrario H estan determinados por su valor en el generador a.

Lema 2.2.17. Sea G = (a) un grupo ciclico infinito y sea b un elemento de un grupo H.

Entonces, eziste un unico homomorfismo ¢: G — H tal que ¢(a) = b.

Ahora, si G = (a) es un grupo ciclico de orden finito, ya no es més verdad que para cada
elemento b de un grupo H existe un homomorfismo ¢: G — H tal que ¢(a) = b. Por ejemplo,
sea G = Zs = (1) y sea 1 € H = 7. Supongamos que ¢ : Zs — Z es un homomorfismo tal
que ¢(1) = 1. Luego, 0 = p(0) = ¢(5.1) = 5.¢(1) = 5.1 = 5, lo cual es imposible. De manera
més general, si G = (a) es de orden finito n y ¢: G — H es un homomorfismo, entonces
e(a)™ = p(a™) = p(0) = 0. Con lo cual, p(a) es de orden finito. Ahora, veremos una condicién

necesaria y suficiente para que tales homomorfismos existan.

Lema 2.2.18. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden finito n y sea b un elemento de orden

finito de un grupo H. Entonces, existe un unico homomorfismo ¢: G — H tal que @(a) = b si
y solo si o(b) divide al orden de G.

Demostracion. Supongamos primero que existe un homomorfismo ¢: G — H tal que p(a) = b
(el cual sabemos que es tnico por el Lema 2.2.16). Por el Lema 2.2.3, tenemos que o(p(a)) |
o(a) = n. Reciprocamente, supongamos que o(b) divide al orden de G, esto es, o(b) | n. Como
G = {(a) = {e,a,a®,...,a" '}, definimos ¢: G — H como ¢(a’) = b’ para cadai=0,1,...,n—
1. Es claro que ¢ esta bien definida. Veamos que es un homomorfismo. Sean i, j € {0,1,...,n—
1}. Sii+j < n, entonces a’a’ = a"™ y con lo cual p(a’a’) = (a™™) = b7 = b'b = p(a’)p(a?).
Ahora, si i +j > n, a'a’ = a"™7". Entonces, p(a‘a’) = p(a’™™") = b = p"Tp=". Como
o(b) | n, tenemos que b™" = (b")~! = e7! = e. Luego, p(a’a’) = b = b'b = p(a’)p(a?). Asi,

@ es un homomorfismo y, por el Lema 2.2.16, es tnico. |
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Por lo tanto, con el lema anterior, hemos reducido la determinacién de la existencia de
homomorfismos ¢: (a) — H a la determinacién de la existencia de elementos en H cuyo orden
es un divisor de n = o(a). En particular, si H es un grupo finito de orden m, como todo elemento
de H tiene orden que divide a m, se trata de determinar los elementos de H cuyos érdenes son
divisores de d = med(n, m). Como consecuencia, podemos ver que si n y m son relativamente
primos, esto es, d = med(n,m) = 1, existe un tnico homomorfismo ¢: (a) — H y es el que

¢(x) = ey para todo = € (x) (pues, el inico elemento de H de orden 1 es ey).

Ejemplo 2.2.19. Determinemos todos los homomorfismos posible de Zgg a Z45. Como med(30,42) =

6, buscamos los elementos de Z,s que tienen orden un divisor de 6, esto es, elementos de Zgs

que tienen ordenes 1, 2, 3 o 6.
Orden 1: El tinico elemento de Zg de orden 1 es el 0 y el homomorfismo ¢ es el trivial.
Orden 2: El elemento de Zjs de orden 2 es: 21. Entonces, el homomorfismo es definido por:
= 09(i.1) =421 coni € {0,1,2,...,29}.

Orden 3: Los elementos de Zjs de orden 3 son: 14 y 28. Entonces, los homomorfismos posibles son

definidos por:

» p14(i.1) =414 con i € {0,1,2,...,29}.
» pgg(i.l) =i.28 coni € {0,1,2,...,29}.

Orden 6: Los elementos de Zg, de orden 6 son: 7 y 35. Entonces, los homomorfismos posibles son

definidos por:

» o7(i.1) =47 conie€ {0,1,2,...,29}.
L ()035(1T) = @% con ¢ € {0, ]., 2, ce ,29}

Observacién 2.2.20. Sean G = (a) y H = (b) grupos ciclicos finitos de érdenes n y m,
respectivamente. Sea d = mcd(n, m). Para Cualqmer homomorfismo ¢: G — H, sabemos que
|0[G]] es un divisor de m. Como ¢[(a)] = {e, p(a),p(a)?, ..., ¢o(a)" '} = {(p(a)), tenemos que
lo[{a)]] = o(p(a)). Luego, por (6) del Lema 2.2.3, tenemos que |p[(a)]| | o(a) = n. Entonces,
|©[G]| es un divisor de n'y m y asi es un divisor de d. Luego, ¢[G] C H,, donde Hy es el tnico
subgrupo de H de orden d. Ahora bien, cada elemento de H, tiene un orden que divide a d
y asi, para cada elemento de H; hay un homomorfismo de G' a H. Y estos son todos, pues si
b € H es tal que o(b) divide a n, y como o(b') divide a m (pues, m = |H|), asi t/ € Hy. Por lo

tanto, hay exactamente d homomorfismos de G a H.

Finalizamos esta seccion probando el Teorema de Cayley, el cual afirma que todo grupo es
isomorfo a un grupo permutacion.

Sea G un grupo y a un elemento de G. Se define la funcién L,: G — G como sigue L, (z) =
ax. Veamos que L, es una biyeccién. Supongamos que L,(x) = L4(y). Asi, por definicién de

Ly, ar = ay. En consecuencia, xr = y. Entonces, L, es inyectiva. Sea y € (. Considere el
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elemento © = a'y. Asi, L,(z) = ax = aa™'y = y. Entonces, L, es sobreyectiva. Por lo tanto,
L, € Sym(G).

Teorema 2.2.21 (Teorema de Cayley). Cada grupo G es isomorfo a un subgrupo de Sym(G).

Demostracion. Definimos la funciéon ¢: G — Sym(G) como ¢(a) = L,. Observemos que para

todo x € G, tenemos que
(Lo o Ly)(x) = Lo(Lp(x)) = La(bz) = abr = Lgp(x).

Entonces, ¢(ab) = Lo, = L, o Ly = ¢(a) o ¢(b). Lo que prueba que ¢ es un homomorfismo.
Ahora probamos que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(a) = ¢(b). Asi, L, = L. Con lo cual,
a=ae = Ly(e) = Ly(e) = be = b. Entonces, ¢ es un monomorfismo. Por lo tanto, G es isomorfo
al subgrupo Im(p) de Sym(G). [

Ejemplo 2.2.22. Consideremos el grupo Zs = {0, 1,2} de enteros médulo 3. Entonces,

(1) (1) (1)

Si identificamos 0, 1,2 con 1, 2, y 3 respectivamente, entonces obtenemos que

012 1 2 3 1 2 3
01 2 1 2 3 2 31
012 123

LEZ___:
2 01 3 1 2

Por lo tanto, tenemos que Zs es isomorfo al grupo permutacién G = {(1), (1 2 3),(1 3 2)}.

ol Ol
= =
N DN
= Ol

Nl

=l Ol
ol

1
2

Ejemplo 2.2.23. Sea G4 = {e,a,a? a®: a* = e} el grupo ciclico de orden 4. Entonces,

e a a® a®
Lo = 2 3
a a®> a® e

Si denotamos e, a,a?,a® por 1,2,3,4 respectivamente, L, es identificable con la permutacién
o = (123 4). Entonces,

2

e id = (1)
ar—L,=(1234)=0
1 2 3 4
a® s Ly = =(13)(24) =0
341 2
a® > Lgs = (1432) =0"
Por lo tanto, G4 es isomorfo al subgrupo H = {e, 0,02 03} de S,.
El Teorema de Cayley nos dice que para entender todos los grupos es suficiente con conocer
el comportamiento de todos los grupos de permutacién. En particular, para entender todos los

grupos finitos es suficiente entender todos los simétricos S,, para todo n y sus subgrupos. Pero,

entender, por ejemplo, todos los S,, resulta muy complicado a medida que el entero n crece.
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2.3. Grupos Cocientes

En este seccién estudiaremos la nocion de grupo cociente de un grupo G. Esta es otra manera
de obtener un grupo menor de un grupo GG. Como en el caso de subgrupos, los grupos cocientes
nos permiten obtener un mayor entendimiento de la estructura de un grupo G. También veremos
que el estudio de grupo cociente es esencialmente equivalente al estudio de los homomorfismos

de G. Comenzamos considerando una clase especial de subgrupos de un grupo G.

Definicién 2.3.1. Un subgrupo H de un grupo G es llamado normal si ghg™! € H para todo
g € G ytodo h € H. Cuando H sea un subgrupo normal de GG lo denotaremos por H <1 G.

Ejemplo 2.3.2. Sea G un grupo.
1. Ambos G y el subgrupo trivial {e} son normales en G.

2. Sea p: G — G’ un homomorfismo. Entonces, por el Lema 2.2.8, el nicleo de ¢, Nu(yp),

es un subgrupo normal de G.

Lema 2.3.3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(1) H<G;
(2) aHa ' C H para todo a € G
(3) aHa™' = H para todo a € G;
(4) aH = Ha para todo a € G.
Lema 2.3.4. Sea G un grupo abeliano. Entonces, todo subgrupo de G es normal.
El producto de dos subgrupos H y K de un grupo GG dado por
HK ={hk: he Hyke K}
no es en general un subgrupo de GG. Consideremos el ejemplo abajo.

Ejemplo 2.3.5. Tomemos el grupo simétrico de orden 3, S3. Sean H = {(1), (1 2)} y K =
{(1), (1 3)}. Compruebe que son subgrupos de S3. Ahora el producto de H por K es

HK ={(1), (12), (13), (132)}.

Si HK fuera un subgrupo de S3 se deberfa cumplir que (1 3)(1 2) € HK. Verificar que esto no

se cumple. Por lo tanto HK no es un subgrupo de Ss.

Lema 2.3.6. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G. Entonces, HK es un subgrupo de
G sty solo st HK = KH.
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Demostracién. =) Supongamos que HK es un subgrupo de G. Sea hk € HK . Luego, (hk)™' €
HK. Asi, (hk)™' = hik,. Es claro que hk = (hk)™' = k;'h' € KH. Por lo tanto, hemos
mostrado que HK C KH. Un argumento similar prueba que KH C HK. Entonces, HK =
KH.

<) Asumamos que HK = K H. Sean hk, hik; € HK. Queremos probar que (hk)(hik;)™! €
HK. Observemos que (hk)(hiki)™" = hkk;*hy' = h(kk;')hy' = hhyk, para algunos hy € H y
ko € K. Entonces, (hk)(hik;)™* € HK. Por lo tanto, HK es un subgrupo de G. |

Lema 2.3.7. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. Si K es un subgrupo normal de G,

entonces KH es un subgrupo de G.
Demostracion. Es claro que e € KH. Sean kh, ki h; € K H. Entonces,
(kh)(kihy) = [k(hkih™ Y] (k) € KH
porque hkih™ € K por ser K un subgrupo normal. También, tenemos que
(k)™ =h 'k = (" 'k 'R)h e KH
pues, h 'k~'h € K. [ |

Como hemos visto en el Lema 2.2.8, todo homomorfismo da lugar a un subgrupo normal,
a saber el nicleo del homomorfismo. El ejemplo siguiente muestra un caso donde un subgrupo
normal es el nicleo de un homomorfismo. En la seccién siguiente veremos que esta relacién se

cumple, de hecho, en general.

Ejemplo 2.3.8. El grupo lineal especial SLy(R) de grado 2 de todas las matrices cuadradas
de orden 2 tal que el determinante es igual 1 es un subgrupo normal del grupo G'Ly(R) de todas
las matrices cuadradas de orden 2 invertibles ya que el determinante det: GLy(R) — R* es un

homomorfismo y su nicleo es SLy(R).

Definicién 2.3.9. Un grupo G es llamado simple si G' no tiene subgrupos normales no tri-

viales.
Ejemplo 2.3.10. Todo grupo G de orden primo p es simple.

Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Recordemos la definicién de la relacion
~ dada en §2.1: sean a,b € G,

a~pgb syss ab™' € H.

Como hemos dicho alli, la relacién ~g es de equivalencia. Para cada elemento a € G denota-
remos a su clase de equivalencia por [a]g o por a/~pg. Y cuando no haya peligro de confusién,
simplemente denotaremos la clase de equivalencia del elemento a por la relaciéon ~g por [a] o
a/~.

Como ya hemos visto, la clase de equivalencia de un elemento a de G es la clase lateral
derecha, esto es, [a] = Ha. Dado que H es un subgrupo normal de G tenemos, por el Lema
2.3.3, que [a] = Ha = aH para todo a € G. Denotaremos al conjunto cociente por G/H.

Ahora veremos que la relacién de equivalencia ~ g sobre un grupo G dada por un subgrupo

normal H de GG se comporta bien con las operaciones del grupo G.
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Lema 2.3.11. Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Sean a,b,c,d € G.
(1) Sia~byc~d, entonces ac ~ bd.
(2) Sia~b, entonces a=* ~ b1

Demostracién. (1) Supongamos que a ~ by ¢ ~ d. Por definicién ab~!,ecd™' € H. Ahora,
ac(bd)™' = acd™'b~!. Denotemos h := cd™' € H. Asi, ac(bd)™* = ahb™' = a(b~'b)hb~! =
(ab~1)(bhb'). Como H es un subgrupo normal, bhb~! € H. Entonces, nos queda que ac(bd)™! €
H. Por lo tanto, ac ~ bd.

(2) Supongamos que a ~ b. Entonces, ab~' € H. Esto es, ab™! = h para algin h € H.
Esto es, a = hb. Como H es un subgrupo normal de G, a = hb = bh/ para algin h' € H.
Asi, a™t = W71b71. Luego, a™'b = K~ € H. Con lo cual, a™'(b7')™! = a7'b € H. Entonces,
al~bt [ |

Ahora estamos en condiciones de definir una operacién binaria sobre el conjunto cociente

G/H de la siguiente manera. Sean a,b € G,
[a][b] := [ab] o en términos de clases laterales (Ha)(HDb) := H(ab).

Tenemos que probar que esta operacién estd bien definida sobre G/H. En otras palabras,
debemos chequear que esta operacién sobre G/H no depende de los representantes tomados en
las clases [a] y [b]. Supongamos que se cumple que [a] = [@'] y [b] = [b']. Entonces, a ~ a' y

b~ b'. Por el lema anterior, tenemos que ab ~ a'/. Asi, [a][b] = [ab] = [a'V] = [/][V].

Teorema 2.3.12. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces, G/H forma un grupo

con respecto a la operacidon [a[b] = [ab].

Demostracion. Como vimos en el parrafo anterior la operacién [a][b] = [ab] estd bien definida.

Veamos que es asociativa. Sean a, b, c € GG. Entonces,

[al([b][e]) = [al[be] = [a(be)] = [(ab)c] = labl[c] = ([a][b])]c].

El elemento neutro en G/H es [e]. En efecto, [a]le] = [ae] = [a]. Andlogamente, [e][a] = [al.
Dado a € G, el inverso de [a] es [a™!]. Pues, [a][a™!] = [aa™!] = [¢] y también (con el mismo
argumento) [a!][a] = [e]. Luego, [a]~! = [a™!]. El teorema queda demostrado. |

El grupo G/H recién obtenido es llamado el grupo cociente de G por H o, a veces
también es llamado el grupo factor de G por H. Es usual denotar la operacién del grupo
cociente G/H por el mismo simbolo que es usado para la operacién del grupo original G. Por
ejemplo, en el caso de un grupo aditivo (G, +), uno deberia escribir la operacién del grupo
cociente como [a] + [b] = [a + b].

Note que la condicién de que el subgrupo H de G sea normal para definir el grupo cociente
G/H es fundamental.
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Ejemplo 2.3.13. Consideremos el grupo aditivo de los enteros Z. Como Z es abeliano, todos los
subgrupos de Z son normales. También, ya sabemos que los subgrupos de Z son los subgrupos
ciclicos (n) donde n es un entero positivo. Sea n > 1. Entonces, las clases laterales (o clases de

equivalencia) del grupo cociente Z/(n) son de la forma
[al] =a+ (n) ={a+kn: keZ}.

Asi, podemos ver que las clases laterales del subgrupo (n) son las clases de equivalencia de la
relacion congruencia médulo n en Z. Esto es Z, = Z/(n). El punto que queremos senalar aqui

es que el grupo de enteros médulo n es un disfraz perfecto para el grupo cociente de Z por (n):
(Zn,+n) = (Z/(n),+).

Teorema 2.3.14. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces, la aplicacion 7: G —

G/H definida por m(a) = [a| para cada a € G es un epimorfismo. Ademds, Nu(mw) = H.

Demostracion. Veamos que 7 es un homomorfismo. Sean a,b € G. Entonces, 7(ab) = [ab] =
[a][b] = w(a)7(b). Es claro que 7 es una aplicacién sobreyectiva. Por lo tanto, 7 es un epimorfismo

del grupo G sobre el grupo cociente G/H. Sea a € G. Entonces,
a€Nu(r) <= 7(a)=[e] & ae'€ H <= acH.

Por lo tanto, Nu(r) = H. |

2.4. Teoremas de Homomorfismos

En esta seccién veremos varios resultados los cuales expresan la relacion existente entre
homomorfismos de grupos y grupos cocientes. Entre ellos, el Primer Teorema de Isomorfismo
afirma que la imagen homomorfica de un grupo es isomorfico al grupo cociente del grupo por
el correspondiente ntcleo. También analizaremos diferentes ejemplos y aplicaciones de estos

resultados.

Teorema 2.4.1. Sea f: G — G' un homomorfismo. Sea H un subgrupo normal de G tal que
H C Nu(f). Entonces, existe un inico homomorfismo ¢: G/H — G’ tal que f = ¢ o donde

7 es el epimorfismo candnico. Ademds, si H = Nu(f), entonces ¢ es un monomorfismo.

G———¢

—

al) = f(a) para cada
l[a] € G/H. Veamos que ¢ estd bien definida. Supongamos que [a] = [b]. Asi, ab™! € H vy,
por hipétesis, ab™t € Nu(f). Esto es, f(ab™') = €. Con lo cual, f(a)f(b)~" = ¢ y, entonces

Demostracion. Vamos a definir ¢: G/H — G’, como es natural, por ¢(

—



Capitulo 2. Homomorfismos y Grupo Cocientes 35

f(a) = f(b). Entonces, ¢([a]) = f(a) = f(b) = ¢([b]). Con lo que ¢ estd bien definida. Ahora

veamos que es un homomorfismo. Sean [al, [b] € G/H. Entonces,

p(lallb]) = ¢([ad]) = f(ab) = f(a) f(b) = ([al)e([0]).

Sea a € G. Por definicién de ¢, tenemos que f(a) = ¢([a]) = ¢(7(a)) = (pom)(a). Entonces, se
cumple que f = pomw. Ahora probamos que ¢ es el inico homomorfismo con esas propiedades.
Supongamos que ¥: G/H — G’ es un homomorfismo tal que f = 1 o w. Entonces, para
cada [a] € G/H, ¢([a]) = f(a) = (¢ o7)(a) = ¥([a]). Por lo tanto, ¢ = 1. Finalmente,

supongamos que H = Nu(f). Sea [a] € Nu(p). Asi, ¢([a]) = €. Con lo cual, f(a) = €.
Entonces, a € Nu(f) = H. Esto es, [a] = [e]. Hemos probado que Nu(y) = {[e]}. Por lo tanto,

© es inyectivo. [

Teorema 2.4.2 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — G un epimorfismo de G sobre
G'. Entonces,

G/Nu(f) = G

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que existe el monomorfismo ¢: G/Nu(f) — G
tal que f = ¢ o 7. Solo nos resta probar que ¢ es sobreyectivo. Sea ¢ € G'. Como f es
sobreyectivo, existe a € G tal que f(a) = ¢’. Entonces, (pom)(a) = ¢'. Con lo cual, p([a]) = ¢'.
Luego, ¢ es sobreyectivo. Por lo tanto, ¢: G/Nu(f) — G’ es un isomorfismo. [ |

Si G' = f(G) para algin homomorfismo f, decimos que G’ es imagen homomdrfica de G. El
Primer Teorema de Isomorfismo nos dice que los subgrupos normales estan en correspondencia

con las imagenes homomorficas de G (ver la Figura 2.1).

H subgrupo normal de G = 7: G — G/H es un epimorfismo y
Nu(m) = H
f: G — G es epimorfismo = Nu(f) es un subgrupo normal y
G' = G/Nu(f)

Figura 2.1: Correspondencia entre subgrupos normales y epimorfismos.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos Z como un subgrupo aditivo de los ntimeros reales R. Es de

hecho un subgrupo normal ya que R es abeliano. Entonces,
R/Z={r+7Z: r € R}.
Note que ry + Z = ry + 7 Syss r, — ro € Z. Entonces, se puede mostrar que

R/Z={r+7Z: 0<r<1,reR}
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Consideremos el circulo unidad S*' = {e*™* : 0 <z < 1} = {cosf +isinf: 0 <6 < 27} con

el producto usual de complejos, esto es,

627rzxe27rzy _ e27rz(z+y)

donde 0 < z,y < 1. Definimos la funcién f: R — S como f(x) = ™. Entonces, f es un

epimorfismo y Nu(f) = Z. Por lo tanto, por el Primer Teorema de Isomorfismo,
R/Z = S*.

Ejemplo 2.4.4. Sea G = Q[x] el grupo aditivo de los polinomios con coeficiente racionales y

H = {p(r) € Q[z] : p(0) = 0}.

Entonces, H es el nucleo del epimorfismo f: G — Q definido por

Por lo tanto, tenemos que G/H = Q.

Teorema 2.4.5 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea H un subgrupo de un grupo G y sea

K un subgrupo normal de G. Entonces,
HK ={hk: he Hyke K}

es un subgrupo de G, H N K es un subgrupo normal de H y

H _ HK
HNK K

Demostracion. Como K es un subgrupo normal de GG, ya sabemos que H K es un subgrupo de
G. Es facil mostrar que H N K es un subgrupo normal de H. También es claro que K es un
subgrupo normal de H K. Asi, podemos definir ¢: H — (HK)/K como ¢(h) = [h]k. La funcién
¢ es un homomorfismo dado que es la composiciéon del homomorfismo inclusion i:: H - HK y
el homomorfismo canénico HK — (HK)/K. Ademés, verifica que

h e Nu(y) <= [h|lxk =e]Jx <= he HNK.

Con lo cual, Nu(¢) = HN K. Ahora queremos ver que ¢ es sobreyectiva. Sea [hk|x € (HK)/K.
Entonces, p(h) = [h]x = [hk]x (pues, h(hk)™' = hk~'h~! € K dado que K es un subgrupo
normal de G). Ahora, aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo obtenemos el resultado
buscado. |

Introducimos a continuacién algunas notaciones que nos permitiran entender un poco mas
facilmente el teorema de correspondencia. Sea G un grupo y sea N un subgrupo de G. Deno-

tamos los siguientes conjuntos:

» Sub(G) = {H : H es un subgrupo de G};
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= Sub™(G) = {H : H es un subgrupo de Gy N C H};
» Subp,-(G) = {H : H es un subgrupo normal de G};

= Sub¥,,(G) = {H : H es un subgrupo normal de Gy N C H}.

Teorema 2.4.6 (Teorema de Correspondencia). Sea N un subgrupo normal del grupo G. En-
tonces hay una correspondencia biyectiva entre los conjuntos Sub”™ (G) y Sub(G/N). También,

los conjuntos Sub., (G) y Subn,.(G/N) estin en correspondencia biyectiva.

Demostracion. Definimos la funcion
©: Sub™(G) — Sub(G/N)

por
p(H) =nn(H) = H/N.

Sea H € Sub™(G). Dado que N es también un subgrupo normal de H, H/N tiene sentido.

Como H es un subgrupo de G, tenemos que ¢(H) = H/N es un subgrupo de G/N. Asi, ¢ esta

bien definida.

Sea S un subgrupo de G/N. Sea H := 75'(S) = {g € G : 7n(9) € S} = {9 € G :
l[g] € S} donde mn: G — G/N es el epimorfismo candnico. Por el Lema 2.2.3 tenemos que
H es un subgrupo de G. Claramente, N C H. Dado que my es una funcién sobreyectiva,
o(H) = nn(H) = mn(my'(S)) = S. Luego, hemos probado que ¢ es sobreyectiva.

Supongamos que Hy, H; € Sub™ (G) son tales que ¢(H,) = ¢(H,). Esto es, H,/N = Hy/N.
Sea h € Hy. Asi, [h]| € H{/N vy, con lo cual, [h] € Hy/N. Luego, h € Hy. Entonces, H; C Hs.
De la misma manera podemos mostrar que Hy C H;. Entonces, H; = H, y por lo tanto, ¢ es
inyectiva.

Sea H € SubX,,.(G). Veamos que H/N es un subgrupo normal de G/N. Sean [h] € H/N y
lg] € G/N. Ahora, [¢][h][g] " = [ghg™ ']y, como H esnormal, ghg~! € H. Entonces, [g][h][g] ' €
H/N. Finalmente, probemos que si S es un subgrupo normal de G'/N, entonces H = 75" (5)
es un subgrupo normal de G. Sean h € H y g € G. Asi, [h] € S. Como S es normal, tenemos
que [ghg™'] = [g][h][g] * € S. Esto es, ghg™" € H. |

Teorema 2.4.7 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sea f: G — G’ un epimorfismo del grupo G
sobre el grupo G'. Suponga que H' es un subgrupo normal de G' y sea H := f~'(H'). Entonces,

H es un subgrupo normal de G y

G G

H H"
Demostracion. Definimos ¢: G — G'/H' como ¢(g) = [f(g)]m. Observemos que ¢ es un
epimorfismo por ser composicién del epimorfismo f: G — G’ y del epimorfismo canénico G’ —
G'/H'. Es directo chequear que H := f~'(H’) es un subgrupo normal de G. Ahora queremos

probar que el ntcleo de ¢ es H. Esto es asi ya que
heNu(p) <= ¢(h) = [f(h)|a = [e]lu
<~ f(h)e H'
< he fH)=H.
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Por el Primer Teorema de Isomorfismo, tenemos que G/H = G'/H'. |

Ejemplo 2.4.8. La funcién exponencial exp: C — C* es un epimorfismo. Sea S' = {z € C :
|z| = 1}. Se puede comprobar sin dificultad que S! es un subgrupo de C* y que exp~'(S') =

Im(C) = {ib: b € R}. Entonces, por el Tercer Teorema de Isomorfismo, tenemos que
C/Im(C) = C*/S' =2 1(R", ).

Por el Primer Teorema de Isomorfismo podemos probar que C/Im(C) = (R, +)?. Por lo tanto,

concluimos que la funcién exponencial induce un isomorfismo entre (R, +) y (Rt .).

Corolario 2.4.9. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos normales de G tales que K C H C G.
Entonces,

G _G/K

7K
Demostracion. Consideremos el epimorfismo canénico mx: G — G/K. No es dificil ver que
H' =ni(H) = H/K <G/K. Dado que 7 es sobreyectiva, m;' (H') = H. Entonces, aplicando
el Tercer Teorema de Isomorfismo con G' = G/ K, obtenemos que

EEG_/K [ |
H_H/K'

Este corolario (que es una consecuencia del Tercer Teorema de Isomorfismo) junto con el

Teorema de Correspondencia nos esta diciendo que no obtendremos informacién nueva al tomar

cocientes de un grupo cociente.

2.5. Teorema de Cauchy
El centro de un grupo G es definido a ser el subgrupo normal
Z(G):={a € G: ax = xa para todo = € G}.
Si a € G, consideramos también el subgrupo (no necesariamente normal)
Z(a):={r € G: ar =za}

llamado el centralizador de a en G.

Sea GG un grupo finito. Si a,b € GG, definimos la relacién binaria

a~b < existe z € G tal que b = zar!

Es inmediato verificar que la relacién ~ es de equivalencia y que para cada a € G, [a] =

{zaz™! : x € G}. Queremos determinar el cardinal de [a]. Para esto definimos una funcién

LConsidere la funcién ¢: C* — (R, .) definida por ¢(z) = |z|. Es claro que ¢ es un epimorfismo. Ademés,
2z € Nu(p) <= |z| =1 <= 2z € S'. Entonces, por el Primer Teorema de Isomorfismo, C*/S! = (R* ).
2Es directo ya que, ¢: C — (R, +) dada por ¢(x + iy) = z is un epimorfismo y Nu(p) = Im(C).
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f:la] = {xZ(a) : = € G} como sigue: para cada z € G, f(zax™) = xZ(a). Recuerde que
{zZ(a) : x € G} es el conjunto de todas clases laterales de Z(a). Vamos a mostrar que la
funcién f es inyectiva. Sean x,y € G y supongamos que f(zrazr™') = f(yay™'). Entonces,

tenemos que

1 1

vZ(a) =yZ(a) = y 'z € Z(a) = y 'ra=ay 'z = zar~' =yay '

En consecuencia, f es inyectiva. Ademés es trivial observar que f es sobreyectiva, por lo tanto

podemos concluir que f es biyectiva. Por lo tanto, #([a]) = #({zZ(a) : = € G}) =[G : Z(a)].

1 1

Ademas, si a € Z(G), entonces [a] = {a}, pues zax™' = azz™" = a. Luego en la descomposicién

de G en clases de equivalencia bajo la relacion ~,
G=am]W- - Wlay,

tendremos que algunas de estas clases serdn las correspondientes a elementos a € Z(G). Con
lo cual, tenemos que

G=2(G)W[a]W- - a

y por lo tanto
Gl =1Z(G)|+[G: Z(a)] + -+ 1[G : Z(as)]. (2.1)

Teorema 2.5.1 (Teorema de Cauchy). Sea G un grupo finito y p un divisor primo de |G]|.

Entonces, G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Supongamos primero G es abeliano. Sea a € G. Si o(a) = pm sabemos que
o(a™) = p. Supongamos que p { o(a). Sea H = (a), que es un subgrupo normal de G (pues
estamos asumiendo que G es abeliano), con lo cual |G/H| < |G|. Por induccién podemos
suponer que G/H contiene un elemento b; de orden p®. Sea 7: G — G/H y b € G tal que
m(b) = by. Si b' = e, entonces bt = 7(b') = e y por lo tanto p | t. Luego, b*/? tiene orden p.
Pasemos ahora al caso general. Si p | |Z(G)|, como Z(G) es abeliano, por lo anterior Z(G)
contiene un elemento de orden p y por lo tanto G contiene un elemento de orden p. Supongamos
que p 1 |Z(G)|. Como p | |G|, de la ecuacién (2.1) tenemos que p 1 [G : Z(a;)] para algin i. Como
|G| = |Z(a;)||G : Z(a;)] y p es primo, necesariamente p | #(Z(a;)). Como #(Z(a;)) < |G|, por

induccién podemos suponer que Z(a;) (y por lo tanto G) contiene un elemento de orden p. W

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Sean G, Gy y G3 grupos y sean ¢: G5 — G2 y ¢: Gy — G3 homomorfismos.

Probar que ¢ o ¢: G; — G3 es un homomorfismo.

Ejercicio 2.2. Sea ¢: G — G5 un homomorfismo. Probar que Nu(p) es un subgrupo de Gj.
Ademds, probar que para cada g € Gy y cada a € Nu(p), gag™' € Nu(y).

16l _ 16l
[H|  (a)

3Observemos que |G/H| = Como p | |G|y pto(a), p||G/H|, por ser p primo.
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Ejercicio 2.3. Considere el grupo alternante A,, de grado (ver 17) el cual sabemos que es un

subgrupo normal de S,, (véase el Ejercicio 1.2). Sea «: S,, — Zy definida por

(0) 0 si o es una permutacion par
alo) =
1 si o es una permutacion impar.

Probar que a es un homomorfismo y su ntcleo es A,. Luego, probar que |4, | = %]S’n| = %n!.



Capitulo 3

Grupos Abelianos Finitos

En este capitulo veremos dos nuevos métodos de construir grupos a partir de unos dados,
a saber producto directo de grupos y suma directa de subgrupos. A diferencia de considerar
subgrupos y grupos cocientes, estos dos métodos nuevos permiten obtener grupos mayores que
los originales. Esto nos permitira establecer el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos

Finitos.

3.1. Producto Directo de Grupos

Sean GG; y G4 dos grupos arbitrarios. Consideremos el producto cartesiano de GGy por Gs:
Gl X Gg = {(al,ag) oap € G1 y as € GQ}

Podemos definir de manera natural una operacién binaria sobre G x G5 de la siguiente forma:
dados (al,aQ), (bl,bg) c Gl X GQ,

(Gl, @2)(b1> 52) = (albb ang).

Como (7 y G5 son grupos, esta operacion esta bien definida.

Lema 3.1.1. 5i Gy y G5 son dos grupos, entonces G1 X Gy con la operacion arriba definida es

un grupo. St Gy y Gy son abelianos, entonces G x Gy es abeliano.

Llamaremos al grupo G x G5 el producto directo de GG; por G5. En realidad, llamaremos
a (G1 X Gy el producto directo de G, y G4, porque es sencillo comprobar que G7 X Gy es
isomorfico a G x Gj.

Dados dos grupos G y G, tenemos dos funciones naturales del producto directo sobre una

de las componentes del producto. Esto es, se definen
7T1501XG2—>G1 y 7TQIG1XG2—>G2

como sigue:

771<a17a2):a1 y 772(017612):@2

para todo (ay,as) € G1 X G.

41
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Lema 3.1.2. Las funciones m y ma son epimorfismos.

Los epimorfismos m; y ms son llamados las proyecciones canonicas de la primera y

segunda coordenada (argumento), respectivamente.

Observacion 3.1.3. Para cualesquiera dos grupos G; y Gs, el producto directo G7 x Gs

contiene dos subgrupos normales particulares (aparte de los triviales), a saber
G, = {(a,e2) : a € G} y Gy = {(e1,b) : b€ Gy}.
Ademss, G; 2 G, v Gy 22 Gy,
Lema 3.1.4. Sean G1 y Gy dos grupos. Si G = G X G, entonces
G/GL =Gy y GGy ™G

Asi como hemos definido el producto directo de dos grupos, podemos definir el producto

directo de un numero finito de grupos (y ain mads, se puede definir el producto directo de

una familia arbitraria de grupos). Sean Gy, ..., G, grupos, con n > 1, y consideramos sobre el
producto cartesiano G X -+ - X G, la operacion binaria definida (de manara andloga al caso de
n = 2) por

(Cll, PN ,an)(bl, N 7bn) = (albl, ce ,anbn).
para todos (ai,...,a,),(b1,...,b,) € Gy X -+ X G,,. También, para cada i = 1,...,n, tenemos

la i-éstma proyecciéon canonica
mi Gy X - X Gy, = Gy

definida por

mi(ar, .., an) = a;.

Ejemplo 3.1.5. Sea (5 un grupo ciclico de orden dos y sea C3 un grupo ciclico de orden 3.
Esto es, Cy = (a) = {e,a: a®> = e} y C3 = (b) = {e,b,b* : b® = e}. Entonces, el producto
directo de Cy y C5 es

Cy x C3 = {(e,e), (e,b), (e,b*), (a,e), (a,b), (a,b?)}.

El producto directo Cy x C5 es un grupo de orden 6. No es dificil comprobar que el elemento
(a,b) de Cy x C5 es de orden 6. Entonces, Cy x C3 es un grupo ciclico generado por el elemento
(a,b), esto es, Cy x C3 = ((a,b)). En otras palabras

Cyx O3 =Cg ={e,c,c® 3 ¢t & =e}.
con ¢ = (a,b).

Proposicién 3.1.6. Sean G y Gy grupos finitos. Entonces, para todo (ay,as) € Gy X Gy,
tenemos que

o(a, az) = mem(o(ay),o(az)).
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Demostracion. Sea (ay,a2) € Gy X Gy. Supongamos que n = o(ay), m = o(az) y k = o(ay, az).
Como (e, ) = (a1, a2)k = (a¥, a%), resulta que a¥ = e; y a§ = ey y por tanton | k y m | k.
Luego, si t = mem(n, m), entonces ¢ | k. Por otra parte, comon |ty m | t, (a1,a2)" = (at, ab) =

(e1,€2). Entonces, k | t. Con lo cual, mem(n,m) =t =k = o(ay, az). [

Como hemos visto en §1.6, los grupos ciclicos de orden finitos son exactamente, salvo iso-
morfismo, todos los Z, con n > 1. Con lo cual, podemos generalizar y abstraer el ejemplo

anterior de una manera més general.

Lema 3.1.7. Sean n y m enteros positivos. Entonces, m y n son relativamente primos si y

8610 81 Ly, X Loy == Lo,

Demostracion. Supongamos primero que m y n son relativamente primos. El producto directo
de Z,, v Z,, €s

Loy X L, = {(a,;b) : a€{0,1,...,m—1}, be{0,1,...,n—1}}

y es un grupo de orden mn. Ahora por (2) del ejemplo anterior tenemos que o((1,1)) =
mem(o(1),0(1)) = mem(m,n) = mn. Luego, Z,, x Z, es un grupo ciclico de orden mn ge-
nerado por el par (1,1). Por lo tanto, Z,, X Z, = Zpp.

Ahora supongamos que Z,, X Zy, = Zp, y probemos que (m,n) = 1. Como Z,, X Z, es
ciclico, existe un par (a,b) € Z,, X Z, tal que o((a,b)) = mn. Veamos que o(a) = m y o(b) = n.
Como o(a)n.(a,b) = (0,0), tenemos que mn | o(a)n. Asi m | o(a). Ademds, ya que a € Zy,
o(a) | m. Con lo cual, hemos mostrado que o(a) = m. Andlogamente, o(b) = n. Entonces

tenemos que

mn = o((a, b)) = mem(o(a),o(b)) = mem(m,n)

y esto implica que m y n son relativamente primos. [ |

El resultado del lema anterior se puede generalizar de la siguiente forma: Z,,, X -« X Zy,,
es un grupo ciclico si y sélo si los enteros positivos my, ..., my son relativamente primos (ver
Ejercicio 3.2). Esta afirmacion se puede probar por induccién sobre el nimero de factores en

Loy X =+ X Ly, y utilizando el lema anterior.

Ejemplo 3.1.8. Considere el grupo G = Zoy X Z3s X Zeo- Como 24, 36 y 60 no son relativamente
primos, tenemos que G no es ciclico, en otras palabras, G no contiene un elemento de orden
51840 = 24 - 36 - 60. Pero podemos afirmar que el mayor orden posible de los elementos de
G es el minimo comun multiplo (mem) de 24, 36 y 60, el cual es 360. Para probar esto,
primero notemos que elemento (1, 1, 1) es de orden 360, pues o(1, 1, 1) = mcm(o(1), 0(1),0(1)) =
mem(24, 36,60) = 360. Ademads, ya que 360 es multiplo de 24, 36 y 60, tenemos que 360.a = 0
para todo a € G. Entonces, o(a) | 360. Asi, o(a) < 360 para todo a € G.
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3.2. Grupos Abelianos Finitos

Dado que en esta seccion todos los grupos son abelianos, denotaremos el elemento neutro
de dichos grupos por 0. Cuando haya peligro de confusion, usaremos subindice: Og denota el
elemento neutro del grupo abeliano G.

Sea GG un grupo abeliano. Sean H; y Hy dos subgrupos de G. Consideramos la funcion
s: Hy x Hy — G definida por

s(a, as) = a1 + as

para todos a; € Hy y ay € Hs. Es sencillo verificar que la funciéon s es un homomorfismo.

Recordemos que tenemos definida la suma de dos subgrupos de un grupo. Esto es,
H1+H2:{CL1+CL22 ai €H1 y as EHQ}

es un subgrupo de G, pues G es abeliano y asi todo subgrupo es normal. Con lo cual, la funcién
s tiene como imagen al subgrupo H;+ Hs. Esto es, s: H; x Hy — Hy,+ Hs es un epimorfismo. El
siguiente lema nos dice cudndo s es un isomorfismo. En otras palabras, el lema da condiciones

necesarias y suficientes para que los grupos H; x Hy y Hy + Hs sean isomorfos.

Lema 3.2.1. Sea G un grupo abeliano y sean Hy y Hs dos subgrupos de G. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) s: Hy x Hy — Hy + Hy es un isomorfismo;

(2) Hy N Hy={0};

(3) los elementos de Hy+ Hy se escriben de manera unica como ay+as con a; € Hy y ay € Hs.

Demostracion. (1) = (2) Sea a € Hy N Hy. Asi, —a € Hy. Luego, s(a,—a) = a+ (—a) =0 =
0+ 0 = 5(0,0). Como s es un isomorfismo, (a, —a) = (0,0). Entonces, a = 0. Por lo tanto,
H, N Hy, ={0}.

(2) = (3) Sea x € Hy + Hs y supongamos que * = aj; +ay y © = by + by con ay,by € Hy y
as, by € Hy. Entonces Hy 3 a1 — by = by —ay € Hy. Luego a; — by, by —ag € Hy N Hy = {0} y asi
tenemos que a; = by y as = by. Por lo tanto, todo elemento x € Hy + H, se escribe de forma
unica como r = a; + as con a1 € Hy y as € Hs.

(3) = (1) Como hemos visto anteriormente, s es un epimorfismo. Asi, solo resta probar que
s es inyectiva. Supongamos que s(ay, as) = s(b1, ba). Esto es, a; +ay = by + by. Por (3), tenemos
que a; = by y ag = by y asi (ay,ay) = (b1, be). Entonces s es inyectiva y por lo tanto es un

isomorfismo. [ |

Si alguna de las condiciones equivalentes del lema anterior se cumple, diremos que la suma
H, + H, es directa y escribiremos Hy & Hs en lugar de Hy + Hs.

Ejemplo 3.2.2.

(1) Sea G = G; x G5. Entonces, como vimos é\l y é\g son subgrupos de G y se verifica que
G =G 8 Gs.
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(2) Sea X un conjunto no vacio y consideremos el grupo P(X) de subconjuntos de X cuya
operacién es la diferencia simétrica, esto es, si A, B C X, entonces AAB = (AUB)—(ANB).
Supongamos que X = A U B para ciertos subconjuntos A y B de X tales que AN B = ().
Entonces, P(A) y P(B) son subgrupos de P(X) tales que P(X) = P(A) ® P(B).

(3) Sea p un nimero primo y para n € Z* considere
Epn =7, X Zy,x ---xZ, (n factores).

Entonces, E,» es un grupo abeliano de orden p” con la propiedad que o(x) = p para todo
x € E,n. Este grupo es llamado el grupo abeliano elemental de orden p". Ahora
vamos a mostrar que el grupo abeliano elemental de orden p? tiene exactamente p + 1
subgrupos de orden p. Ya que cada elemento no nulo de E,. tiene orden p, cada uno de
estos genera un subgrupo ciclico de orden p de E,.. Por el Teorema de Lagrange, subgrupos
distintos de orden p se intersecan trivialmente'. Asi, los p? — 1 elementos no nulos de E,»
son separados en subconjuntos (cuya intersecciones dos a dos solo contienen el 0) de tamano

p — 1. Entonces, debe haber

1
b1 =p+1

subgrupos distintos de orden p.

Podemos generalizar la nociéon de suma directa de subgrupos de la siguiente manera. Sea
G un grupo abeliano y sean Hy,..., H, subgrupos de . Consideremos la suma de dichos
subgrupos, Hy +---+ H, = {hy + -+ + hy, : h; € H; coni = 1,...,n}. Esta suma es un
subgrupo de G. Diremos que la suma Hy + - -- + H,, es directa y escribiremos H; ® --- ® H,, si
se verifica que:
hi+-+h,=hi+---+hl, = h;=h,Vi=1,...,n

donde h;, b, € H; parai=1,... n.
Sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Como hemos visto en el Capitulo 1 Seccion 1.6,

para cada a € G, o(a) | n. Asi, los érdenes de los elementos de G estan acotados superiormente.

Por lo tanto, podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Llamaremos exponente de G

al mayor de los 6rdenes de los elementos de GG. Lo denotamos por exp(G). Esto es,
exp(G) = méx{o(a) : a € G}.

Notemos que si m = exp(G), entonces existe un elemento a € G tal que o(a) = m y para
todo = € G, o(z) < m.

Lema 3.2.4. Sea G un grupo abeliano finito y sea m = exp(G). Entonces, para cada a € G,

o(a) | m.

'Dos subgrupos H; y Ho se intersecan trivialmente si H; N Hy = {0}.
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Demostracion. Sea a € G tal que o(a) = m y sea © € G con o(z) = f. Por definicién de
m = exp(G), f < m. Supongamos que f 1 m. Entonces, algin divisor primo p de m debe
figurar en f con mayor exponente que en m. Es decir, m = p*mqg y f = p¥fo con pfmg, p1 fo
y v > u > 0. Entonces, el elemento y = p“.a tiene orden mg? y el elemento 2z = fy.x tiene orden
pU3. Como mg y p¥ son relativamente primos?, el elemento y + z tiene orden® p’mg > p¥mg = e.

Lo cual es una contradiccién, pues m = exp(G). Luego, f divide a m. [ |

Corolario 3.2.5. Sea G un grupo abeliano finito y sea e = exp(G). Entonces, e.a = 0 para
todo a € G.

Demostracion. Sea a € G. Por el Lema anterior, o(a) | e. Con lo cual, e = o(a)q con ¢q € Z.
Asi, e.a = (o(a)q).a = q.(o(a).a)) = q.0 = 0. |

Ejemplo 3.2.6.

(1) Sea ¢: G — G’ un epimorfismo. Entonces, exp(G’) es un divisor de exp(G). En efecto, si
a' € G’ es tal que o(a') = exp(G’) = ¢/, sea a € G tal que ¢(a) = d'. Sit = o(a), entonces
0= p(0) = ¢(t.a) = t.p(a) = t.a’. Entonces, €’ divide a t, que a su vez t divide a exp(G).
Por lo tanto, exp(G') = ¢’ | exp(G).

(2) Sea G un grupo finito de orden n. Entonces, G es ciclico syss exp(G) = n.

(3) Sean G y G5 grupos abelianos finitos. Entonces, exp(G; x G3) = mem(exp(G1), exp(G2)).
En efecto, sea k = exp(Gy x G2), exp(G1) = n y exp(G2) = m. Entonces, existen a; € G
y ay € Gy tal que o(a;) = n 'y o(as) = m. Ahora, por el punto (2) del Ejemplo 3.1.5,
obtenemos que

o(ai,02) = mem(o(ay),0(02)) = mem(n,1) =n vy
o(e1,as) = mem(o(ey), o(as)) = mem(1l,m) = m.

Entonces, Por el Lema 3.2.4, n | k' y m | k. Con lo cual, k es miltiplo de n y m. Sea d un
miltiplo de n y m. Estoes, n | dym | d. Asi , d = ng; y d = mgy. Como k = exp(G; X Gs),

existe (a,b) € G; x G tal que o(a, b) = k. Entonces, por el Corolario anterior,
d.(a,b) = (d.a,d.b) = (ngy.a, mgs.b) = (01, 05)

y por tanto, k | d. Hemos mostrado que k = mem(n, m). por lo tanto, exp(G; x Gy) =

mem(exp(Gy), exp(Ga)).

Lema 3.2.7. Sea G un grupo abeliano finito no ciclico y sea a € G tal que o(a) = exp(G).
Entonces, (a) es un sumando directo de G, esto es, existe un subgrupo T de G tal que G =
(a)dT.

2En efecto, mo.y = mop*.a =m.a = 0. Si t.y =0 = tp.a =0 = m | tp* = pmyg | tp* = myp | t =

mo < t. Por lo tanto, o(y) = mo.

3Similar al caso anterior.

4Pues, si mg y p” no son relativamente primos, entonces hay un primo p’ tal que p’ | mo y p’ | p* = p' =
p = p | mp. Lo cual es absurdo.

5Ver en el Capitulo 1 Seccién 1.6.
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Demostracion. Como G no es ciclico y o(a) = exp(G) = e > 1, {0} & (a) & G. Veamos en
primer lugar la siguiente afirmacién:
AFIRMACION: Existe un primo p y existe un x ¢ (a) tal que p.x = 0.

Consideremos el conjunto X = {x € G: z ¢ (a)} que es no vacio. Podemos elegir en X un
elemento z con el menor orden posible. Es decir, o(z) < o(y) para todo y € X. Sea t = o(x).
Entonces, t > 1 (pues, si t = 1, entonces x = 1.z = 0 € (a) lo cual es absurdo). Asi, podemos
elegir un divisor primo p de t. Si p = ¢, no hay nada que probar. Supongamos que ¢t = p.s. Como
s.(p.x) = (sp).x =t.x =0, o(pr) < s <t Conlocual, pr ¢ Xy asi pr € (a). Si px =0,
no hay nada que probar. Supongamos entonces que p.z = i.a para algin 0 < i < o(a) = e.
Luego, como ¢ | e y por lo tanto p | e. Esto es, e = pf. Luego, 0 = e.x = f.(p.x) = f.(i.a) y
entonces e | fi, esto es, pf | fi. Con lo cual, p | i. Si i = pj, entonces p.x = i.a = (pj).a. Si
ponemos y = = — j.a entonces p.y = p.x — (pj).a = p.x — i.a = 0. Por otra parte, y ¢ (a), pues
si y € (a) tendriamos que y, j.a € (a) y, asi x = y + j.a € (a), lo que es imposible. Esto prueba
la afirmacion.

Sea x ¢ (a) y p un primo tal que p.z = 0. Afirmamos que (a) N (z) = {0}. Pues, sii.x € (a)
con 0 < i < p=o(x)®y por lo tanto (i.z) C (a). Como (i,p) = 1 tenemos que (z) = (i.z) C A"
Esto es, x € (a), lo cual es absurdo.

Sea el grupo cociente G' = G/(x). Luego, o(G") = O(S) < o(G). Sim: G = G es el

epimorfismo candnico, entonces de e.a = 0 resulta que e.m(a) = 0, es decir, o(w(a)) | e. Si

fm(a) = 0 entonces 7(f.a) = 0, esto es, f.a € Nu(m) = (x). Y como f.a € (a), tenemos que
f.a =0, asi e | f. Luego, o(m(a)) = e. Como G’ es imagen homomorfica de G sabemos que
exp(G’) divide a exp(G) = e y como 7(a) € G’ es tal que o(m(a)) = e tenemos que e divide a
exp(G’). Luego concluimos que exp(G’) = exp(G) = e. Ahora bien, como el orden de 7(a) es el
exponente de G’ y o(G") < o(G) por induccién sobre el orden de G podemos suponer que (m(a))
es un sumando directo de G', esto es, que existe un subgrupo 7" de G’ tal que G' = (7w (a)) ®T".

Sea T := 7~ }(T") que es un subgrupo de G tal que (z) C T (pues, (x) = Nu(rw), de donde
7((z)) = {0} C T"). Ahora probaremos que G' = (a) ® T

» Seau € (a) NT. Asi, u =i.ay w(u) =i.w(a) € (w(a)). Como u € T, w(u) € T". Luego,
m(u) € (m(a)) NT" = {0}, esto es, 7(u) = 0 y por lo tanto, v € Nu(w) = (z) y como
u € (a) resulta que v = 0. Hemos probado que (a) NT = {0}.

» Vamos a probar que G = (a) + 1. Sea g € G. Entonces, 7(g) € G' = (n(a)) & T". con
lo cual, 7(g) = i.m(a) +t con t’ € T'. Asi, ' = 7(t) con t € T, pues 7 es sobreyectiva.
Luego m(g) = m(i.a +t) y en consecuencia, g — (i.a +t) € Nu(w) = (x) C T vy, por lo
tanto g =7.a+ scon s € T. [

Ejemplo 3.2.8. Sea G = Zy X Zg. Por (2) y (3) del Ejemplo 3.2.6 sabemos que exp(G) = 12

y que el par (1, 1) tiene orden 12. Entonces, por el lema anterior, hay un subgrupo 7' de G tal

5Por ser p primo.
"Supongamos que (i, p) = 1. Es claro que (i.z) C (x). Sea n un entero. Como i y p son relativamente primos,

1 =iq + pk con q y k enteros. Asi, n = niq + npk. Luego, n.x = niq.x + npk.x. Como o(z) = p, npk.x = 0.

Entonces, n.x = niq.x = (ng).(i.x) € (i.x). Entonces, (x) C (i.x).
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que G = ((1,1)) & T. De aqui observamos que 7" debe tener orden 2. Por ejemplo el par (2, 3)
tiene orden 2 y (2,3) ¢ ((1,1)). Entonces, G = ((1,1)) @& ((2, 3)).

Teorema 3.2.9 (Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos). Sea G un grupo

abeliano finito. Entonces,

1) G=Gi8G®-- &G, &G,

donde G, ...,G, son subgrupos ciclicos de G y cuyos ordenes ey, e, ..., es son tales que
Y ) S ) ) Y S
es|es1 | |ea]er.
(2) Elndmero s de subgrupos y los ordenes ey, . .., es en (1) estdn univocamente determinados

por G (es decir, si G = H @ ---® H, con Hy, ..., H, subgrupos ciclicos de G, de ordenes
fi,.. o fr tales que f. | fo1 |-+ | fo | f1, entoncesr =s ye1 = f1,...,es = fs).

Demostracion. Sean e; = exp(G) y a; € G tal que o(a;) = e;. Por el Lema 3.2.7, tenemos
que G = (a;) & T para algin subgrupo 7" de G. Si T" = {0}, entonces G = (a;) es ciclico y
hemos terminado. Supongamos que 7' # {0}. Notemos que o(T) < o(G) y los 6rdenes de los
elementos de T son divisores de e;®, de donde e; = exp(T') es tal que ey | e;. Aplicando el
mismo razonamiento a T, si as € T es tal que o(ag) = eg, entonces T' = (az) @ T} para algun
subgrupo 77 de T. Con lo cual, G = (a;) ® (a2) & T1 y o(T1) < o(T) < o(G). Cada vez que
aplicamos este procedimiento obtenemos un subgrupo de menor orden y por lo tanto luego de
un numero finito de pasos obtendremos la descomposicién buscada.

Para probar la unicidad, vamos a probar primero por un lado que r < sy que o(H;) | o(G,)
para todo 7 = 1,...,r. Para esto, suponemos por contradiccion que una de las siguientes

afirmaciones se cumple:
(1) Existe un indice j tal que o(H;) t o(G;);
(2) r>s.

Supongamos que la condicién (1) se cumple. Recordemos que o(G;) = e;. Entonces, e;.G =
e;.G1®---®e;.Gj_1 (pues, ¢;.G; = {0} yaquee; | e; parai = j+1,7+2,...,n) ye;.H; # {0}
(pues, como H; = (b;) es ciclico, si e;H; = {0} entonces o(H;) = o(b;) | e; = o(G,) lo cual
es absurdo). Sea 1; = o(e;.H;) > 1 y consideremos el subgrupo K; de e;.G' cuyos elementos
tienen orden un divisor de rj, es decir, K; = {z € ¢;.G : 7z = 0}. Si v € K;, entonces
x=ex;+-+exjg, conx; €GPy 0=rx=rieju + -+ e

Como los z; € G; y los G; forman una suma directa, entonces rje;x; = 0 para todo ¢ =

1,...,j — 1. Esto implica que e;z; € K; para todoi=1,...,5 — 1, entonces
x € (Kl N Gl) ©---D (Kl N ijl)lo.

Conlo cual K7 C (K1NG1)®- - B (K1NG,-1). Ademads, se tiene que K1NG; coni =1,...,j—1
es ciclico de orden menor o igual que r;, pues es un subgrupo del grupo ciclico G;, y los elementos

de K tienen orden a lo mas r;.

8Fsto es consecuencia de que T C G y el Lema 3.2.4
9Pues, z € e;.G=¢;G1 D - Pe;.Gj1
9La suma (K3 NGy) + -+ (K1 NGj_1) es directa pues la suma Gy + -+ + G;_1 es directa.
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De lo anterior podemos concluir que o(K;) < 7“;_1 Por otro lado se tiene que para cada
i = 1,...,7, H; contiene un subgrupo 7; isomorfo a H; (pues, o(H;) divide a o(H;) para
i=1,...,5 vy H; es ciclico), entonces e;.T; = e;.H; y de aqui rje;.T; = r;e;.H; = {0}, por lo

tanto e;.T; C K, para todo i =1,...,7. De esto
GjTl D--- @6]‘.7} Q Kl,ll

lo cual implica que r] < o(K1) < 7712, lo que es una contradiccién, ya que r; > 1.

Ahora, si suponemos que se cumple (2), esto es, r > s, entonces r > s + 1. Tomemos
j=s+1,G; = {0} y claramente se tiene que o(H;) { o(G;). Aplicando el argumento anterior,
para este caso, se llega a una contradiccion.

Por lo tanto, hemos demostrado que
r<s y o(H;)|o(G;) paratodo j=1,...,r

De manera andloga, podemos probar que s <y o(G;) | o(H;) para todo j =1,...,s. Por lo

tanto el nimero s de subgrupos y los 6rdenes ey, ..., e estan univocamente determinados. W

Los enteros ey, es,...,¢es en el Teorema 3.2.9 son llamados los factores invariantes de
G. La descripcion de G en el Teorema 3.2.9 (1) es llamada la descomposicion en factores
invariantes de GG. Notemos que si GG es un grupo abeliano finito de orden ny G = G116+ - - PGy
es su descomposicién en factores invariantes con érdenes eq, ..., es respectivamente, entonces

n=ejey...e5y paracadai € {1,2,...,s}

y por lo tanto
G = ey X+ X L,

El Teorema 3.2.9 nos da una manera efectiva de listar todos los grupos abelianos finitos de un
orden dado. Para encontrar todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos finitos de orden n

debemos encontrar todas las sucesiones de enteros eq, ..., e, tales que
(FI1) e; > 2 para todo i = 1,2,...,s;

(FI2) ejrq | €

(FI3) n=eey. .. 6s.

Observacién 3.2.10.

(1) Sieg,es,...,es son los factores invariantes de G, entonces e; | e; para todo i = 1,2,...,s.
Si p es cualquier divisor primo de n, entonces por (3) tenemos que p debe dividir a algin
e; y con lo cual p divide a e;. Por lo tanto, cada divisor primo de n debe dividir al primer

factor invariante e; de G.

HEsta suma es directa porque T; = H; y la suma Hy + --- + H; es directa, con lo que la suma Ty + - - - + T

es directa.
12En efecto, tenemos que e;.T; & e;.H; para todo i = 1,...,j, entonces o(e;.T;) = o(e;.H;) = r; para cada

i = 17vj Luego, 0(ej~T1 @@CJTJ) :7"5,
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Factores Invariantes | Grupos Abelianos
22325 Zgo
2.3%5, 2 Ligy X Ly
2235, 3 Lo X 23
2.3.5, 2.3 Liyo X Lg

Cuadro 3.1: Todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos de orden 180.

(2) Sean ey, e, ..., e los factores invariantes de G. Si n es el producto de primos distintos (todos
de primera potencia), digamos por ejemplo n = pips...px, entonces por la observacion
anterior p; | e; para cada j = 1,2,..., k. En consecuencia n = pips...px | €1 y por lo
tanto n = e;. Asi, hemos probado que si n es el producto de primos distintos, entonces hay

solo una posible lista de factores invariantes para un grupo abeliano de orden n.

Corolario 3.2.11. Sin es el producto de primos distintos, todos de primera potencia, entonces

salvo isomorfismo el unico grupo abeliano de orden n es el grupo ciclico Z,,.

Ejemplo 3.2.12. Determinemos todos, salvo isomorfismo, los grupos abelianos de orden n =
180. Usando la factorizacion de n en producto de potencias de primos, tenemos que n = 180 =
22.3%2.5. Como hemos visto en la observacién anterior, debemos tener que 2.3.5 | ey, asf los

posibles valores para e; son
er =235, 2235, 2325 o 22.3%5.

Para cada uno de estos valores debemos encontrar todos los posibles valores de es. Luego, para
cada uno de los valores posibles de ey, todos los posibles valores de e3, y asi continuando hasta
que todas las listas satisfaciendo las condiciones (FI1)-(FI3) son obtenidas.

Por ejemplo, si e; = 2.32.5, el tinico ntimero e, que divide a e; tal que eje, divida a n = 180
es e; = 2. En este caso, obtenemos que e;ey = 22.32.5 = 180 = n, asf esta lista estd completa:
2.32.5 y 2. El grupo abeliano correspondiente a esta lista es Zgy X Zs.

Si e; = 2.3.5, los unicos candidatos para e; son e; = 2,3,2.3. Si es = 2 or 3, entonces ya que
es | ea debemos tener necesariamente que es = e3. Pero esto es una contradiccién porque ejeqes
seria divisible por 22 0 3% y n = 180 no es divisible por 2% ni 33. Con lo cual el inico nimero
posible para ey es 2.3 = 6. Luego, la tnica lista de factores invariantes cuyo primer término es
2.3.5 es: 2.3.5, 2.3. El correspondiente grupo abeliano es Zsy X Zsg.

Similarmente, todas las listas posibles de factores invariantes pueden ser obtenidas con sus

correspondientes grupos abelianos, ver el Cuadro 3.1.

En el ejemplo anterior se puede observar que el proceso para determinar todas las listas
posibles de factores invariantes de un orden dado n depende en gran medida de la factorizacién

de n en producto de potencias de primos. Los resultados a continuacién junto con el Teorema

I3Es consecuencia del hecho que los primos p1,pa, ..., pi son distintos.
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Fundamental de Grupos Abelianos Finitos nos permitiran obtener un proceso mas sistemaético
y computacionalmente mas rapido para determinar todos los grupos abelianos finitos de un
orden dado.

Sea GG es un grupo abeliano y n € Z. Definimos
Gn,={x€G: nax=0}
Se puede comprobar facilmente que G,, es un subgrupo de G (véase Ejercicio ?77?).

Lema 3.2.13. Sea G un grupo abeliano finito de orden n = st con s y t relativamente primos.

Entonces, G = G5 @ Gy y o(Gs) = s, o(Gy) = t.

Demostracion. Tenemos que 1 = us + vt con u,v € Z. Si v € G4, N G entonces x = 1l.x =
(us).x+(vt).x = u.(s.x)+v.(t.x) = u.0+v.0 = 0. Con lo cual, G;NG; = {0}. Sea x € G. Luego,
xr = (us).x + (vt).z. Ahora, como s.((vt).x) = (vst).x = (vn).x =0, (vt).x € G,. Similarmente,
(us).x € Gy. Entonces, G = G4 + G;. Por lo tanto, G = G5 & G;.

Para probar que o(Gs) = sy o(Gy) = t, vamos a ver que s y o(G) tienen los mismos
divisores primos e igual para o(G;) y t. Sea p un divisor primo de s. Entonces, p es un divisor
primo de n = o(G). Con lo cual, por el Teorema de Cauchy (ver Teorema 2.5.1), G contiene un
elemento x de orden p. Como p | s resulta s.z = 0, es decir, z € G, y, por lo tanto p | o(Gy).
Ahora supongamos que p es un divisor primo de o(Gy). Por el Teorema de Cauchy, G contiene
un elemento z de orden p. Como s.z = 0, p | s. Asi, s y 0o(G;) tienen los mismo divisores primos.
De manera similar, t y G; tienen los mismos divisores primos. Como s y ¢ son relativamente
primos y st = o(G5)o(Gy), tenemos que s = o(Gy) y t = o(Gy). |

k

Lema 3.2.14. Sea G un grupo abeliano de orden n > 1. Si n = pi'py?...p* es su unica

descomposicion en producto de potencias de primos distintos, entonces

G=G1oG @ - ®Gy

con G1,Gs, ..., Gy subgrupos de G de drdenes pi*, p3?, ...pe", respectivamente. Ademds, esta
descomposicion es unica, esto es, si G = H; @& --- @& Hy con o(H;) = pi" para i = 1,... k,
entonces H; = G; para todoi=1,... k.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 3.2.13, ya que los primos pi,ps,...,pr son todos

distintos (puede usar induccion sobre k). Veamos que la descomposicién es tinica. Supongamos
que G1 @ @G =G =H &---® Hg con o(G;) = o(H;) = p" para todo i = 1,...,k.
Sea i € {1,...,k} y probemos que G; = H;. Sea x € G;. Sabemos que x = hy + --- + hy con
h; € H; para todo j € {1,...,k}. Luego, como o(z) = mem(o(hy),...,0(hy)), tenemos que
o(h;) | o(x) para todo j € {1,...,n}. Ademés, o(h;) = p;’ para algin v; < ;. Entonces, para
cada j € {1,...,k} — {i}, pJ’ | o(x) | p*. Asi v; = 0y h; = 0. Luego & = h; € H;. Hemos
probado que G; C H;. Analogamente, H; C G;. Por lo tanto, G; = H,. [

Lema 3.2.15. Sea p un numero primo y sea o un entero positivo. St G es un grupo abeliano

de orden p®, entonces existen unicos enteros positivos i, ..., [ tal que
GgZpﬂl XZpﬁQ X oee XZpﬁs

confr=Po > 2B yfr+Pot- 40 =0
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Demostracion. Por el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos, sabemos que

G = Zey X Liey X -+ X L,

con e | es 1| | ey|e. Comoeres...eq =p*ye; >2paratodoi=1,2,..., s, obtenemos
que para cada i = 1,2,...,s, e; = p% con f3; enteros positivos. Dado que p®1p .. . p% =p*y
pﬁs pﬁs_l | |pﬁ2 |pf81,tenemosqueﬁl+ﬂ2—|—---+ﬁs:ay,ﬁl > By > > B> 1. u

Por los dos lemas anteriores observamos que cada grupo abeliano G de orden n = p{'p5?* ... pp*

se puede representar como

GEZL g X XLt X X Logpe X oo X L g (3.1)
Py Pt !

donde para cada i = 1,2,... k tenemos que 8] +---+ 8, =a; y B > --- > 5 > f].

Los enteros p” descritos en el parrafo anterior, dados por los Lemas 3.2.14 y 3.2.15, son lla-
mados los divisores elementales de G. La descripcion de G en (3.1) es llamada la descomposicion
en divisores elementales de G.

Por los Lemas 3.2.14 y 3.2.15, para encontrar todos los grupos abelianos de orden n =
PPyt oyt
invariantes para grupos de orden p;“. El conjunto de divisores elementales de cada grupo es

uno debe encontrar para cada ¢ =1,2,...,k, todas las listas posibles de factores

entonces obtenida tomando un conjunto de factores invariantes de cada una de las k listas. Asi,
los grupos abelianos son los productos directos de grupos ciclicos cuyos 6rdenes son los divisores
elementales. La ventaja de este proceso en comparacion con el descrito anteriormente radica
en el hecho que es mas facil sistematizar cémo obtener todas las listas posibles de factores
invariantes p”,p%2, ... pP para un grupo de orden p”. Las condiciones (FI1)-(FI3) para los

factores invariantes descrito antes se transforman ahora en las siguientes:
(DE1) ; > 1 para todo j € {1,2,...,s},

(DE2) B; > Bit1,

(DE3) By +---+ = 6.

Por lo tanto, la determinacién de todas las listas posibles de factores invariantes de un
grupo de orden p® queda reducida a la obtencién de todas las particiones posibles del entero 3
(ordenada en forma decreciente). En consecuencia, el niimero de grupos abelianos no isomorficos

es igual al nimero de particiones de f3.

Ejemplo 3.2.16. Determinemos todos lo grupos abelianos, salvo isomorfismo, de orden p° con
p un primo arbitrario. Para ello encontramos todas las particiones posibles del entero 5 que cum-
plan las condiciones (DE1)-(DE3), ver el Cuadro 3.2. Podemos observar que la determinacién,

y asf el nimero, de grupos abelianos de orden p® no depende del primo p.

Observemos que si n = pi"p3? ... pp* v ¢; es el numero de particiones posibles de a; entonces

el nimero de grupos abelianos de orden n es igual a ¢qs . . . qx.
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Divisores Elementales
Particiones de 5 Grupos Abelianos
5 Lo
4 + 1 L X Ly
3+ 2 Lops X L2
3+1+1 Lis X Ly X Ly
2+ 2+ 1 Lz X L2 X Ly,
2+1+1+1 Lo X Ly X Lapy X Ly,
1 + 1+ 1+ 141 |2y X2y XLy X Ly X Ly

Cuadro 3.2: Todos los grupos abelianos de orden p°.

Orden p”® Particiones de /3 Grupos Abelianos

23 3, 2—|-17 1+1+4+1 Zg, Z4XZQ, ZQXZQXZQ

32 2, 1+1 Zg, Z3 X Zg

5 2; 141 Los, L5 X Zs

Cuadro 3.3: Determinacion de los grupos abelianos de orden 1800.

Ejemplo 3.2.17. Sea n = 1800 = 233252 y listemos todos los grupos abelianos de orden n.
Para ello determinamos primero todas las particiones posibles de cada una de las potencias de

los primos 2, 3 y 5, lo cual se muestra en el Cuadro 3.3.
Ahora, obtenemos los grupos abelianos de orden 1800 tomando un grupo abeliano de cada

una de las tres listas en el Cuadro 3.3 y haciendo su producto directo. Por ejemplo,
ZgXZgXZ25, ZgXZgXZ5XZ5.

El lector puede continuar listando todos los restantes. Por el Cuadro 3.3 comprobamos que hay
3.2.2 = 12 grupos abelianos de orden 1800.

Concluimos este capitulo mostrando que en el caso de grupos abelianos finitos se cumple la
afirmacién reciproca del Teorema de Lagrange.

Proposicién 3.2.18. Si G es un grupo abeliano finito y d es un divisor del orden de G, entonces
existe un subgrupo H de G de orden d.

Demostracion. Supongamos primero que o(G) = p™ con p un entero positivo primo y se d tal

que d | p™. Consideremos la descomposicién en divisores elementales de G:

G T X - X Lo,



54 3.2. Grupos Abelianos Finitos

con By > - > By B+ + B =n Comod ]| p" d=pcont < n.Entonces, podemos
considerar una particiéon de ¢t como

t=t 4+t

tal que 0 < t; < Bi,...,0 <t < Bp. Luego, para cada i = 1,...,k, pi | p% v asf para cada

i=1,...,k existe un subgrupo H; de Z,s; de orden pli. Entonces,

H1X---XHk§ZpB1 ><---><Zpﬁ,c
cono(Hy x -+ x Hy) =ph..... phk = pt.

Ahora probemos el caso general. Sea G un grupo abeliano de orden n = p{*..... py*. Luego,

por el Lema 3.2.14, tenemos que
G = Gpin D XD Gp:k

donde o(G i) = p;". Sea d | n. Entonce d = pi'. ... PP con 0 < f; < oy paratodod = 1,..., k.
Asi, por lo anteriormente probado, para cada i = 1,...,k, existe un subgrupo H; de G o de

orden p;’. Con lo cual
H:=H & & H

es un subgrupo de Gp‘l)‘l oD sz‘k = (G de orden p’fl ..... pf’“ =d. |

Ejercicios propuestos
Ejercicio 3.1. Sea G, G5, Gz grupos. Sea G = G1 X Gy X G3 y (/J\l = {(a,ez,e3) : a € G1}.
Probar que G/é\l >~ Gy x Gs.

Ejercicio 3.2. Sean my,...,my enteros positivos. Probar que Z,,, x --- x Z,,, es un grupo

ciclico si y sélo si my, ..., my son relativamente primos.

Ejercicio 3.3. Sea GG un grupo abeliano y sean H; y Hs dos subgrupos de G. Probar que
H, x HQ/A = H, + HQ, donde A = {(CL, —CL) ca€ Hi N HQ}

Ejercicio 3.4. Probar las afirmaciones hechas en el Ejemplo 3.2.2 (2).
Ejercicio 3.5. Sea G un grupo de orden n. Probar que G es ciclico si y sélo si exp(G) = n.
Ejercicio 3.6. Probar que Z5 = <Z> &) <§>

Ejercicio 3.7. Considere el grupo abeliano elemental de orden p® (p primo) Es = Z, X Z, X Zj,.
Probar que Eps tiene exactamente p? +p+ 1 subgrupos de orden p. Si consideramos un n € Z7*

arbitrario, ;cudntos subgrupos de orden p tiene el grupo abeliano elemental E,n?

Ejercicio 3.8. Sea G un grupo abeliano y n € Z. Probar que G,, = {a € G : n.a = 0} es un
subgrupo de G.

Ejercicio 3.9. Sea G un grupo abeliano finito tal que (24,12,6,2) son sus factores invariantes.

Hallar la descomposicion en divisores elementales de G.

Ejercicio 3.10. Sea GG un grupo abeliano finito tal que 2, 3, 2, 25, 3, 2 son sus divisores

elementales. Hallar la descomposicién en factores invariantes de G.



Capitulo 4

Anillos

Como vimos en los capitulos anteriores, la teoria de grupo estudia aquellas estructuras
algebraicas teniendo una sola operacién binaria cumpliendo ciertas propiedades. Ademés, hemos
probado que los grupos se comportan como los grupos de permutaciones (ver Teorema 2.2.21).
También podemos decir que los grupos abelianos son un analogo abstracto del grupo de los
enteros con la suma. En este capitulo estudiaremos ciertas estructuras algebraicas con dos
operaciones binarias satisfaciendo algunas condiciones y las cuales se llamaran anillos . Veremos
que los anillos pueden ser considerados como una generalizaciéon abstracta de la estructura de

los enteros con las operaciones de suma y multiplicacion.

4.1. Definiciones y propiedades

Definicién 4.1.1. Diremos que una estructura (A, +,.) es un anillo si A es un conjunto no

vacio, + y . son operaciones binarias sobre A que cumplen lo siguiente:
(A1) (A,+) es un grupo abeliano;
(A2) la operacién . es asociativa,

(A3) la operacién . distribuye con respecto a +, esto es, para cualesquiera a, b, c € A

a.(b+c)=ab+ac y (b+c)a=ba+ca.

Al igual que en el caso de grupos, frecuentemente denotaremos a un anillo (A, +,.) simple-
mente por su conjunto universo A. Sea A un anillo. Diremos que A es un anillo conmutativo
si la operacién . es conmutativa. Un anillo A se dice con identidad (o con unidad) si existe

un elemento 1 € Atal que 1 #0 y 1l.a = a.1 = a para todo a € A.

Lema 4.1.2. Sea A un anillo. Entonces, para cualesquiera a,b,c € A:

95
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(3) (—a).(=b) = a.b;
(4) si A tiene una identidad 1, entonces la identidad es inica y se cumple que —a = (—1).a.

Definicién 4.1.3. Sea A un anillo.

(1) Un elemento no nulo a € A (a # 0) se dice divisor de cero si existe b € A tal que b # 0
y, a.b =00 b.a=0.

(2) El anillo A es llamado un dominio de integridad si es un anillo conmutativo con

unidad que no posee divisores de cero.

Dado un anillo A, denotaremos al conjunto de los elementos no nulos de A por A* := {a €
A: a#0}.

Proposiciéon 4.1.4. Sea A un anillo y sean a,b,c € A tal que a no es divisor de cero. Si

a.b=a.c, entoncesa =0 o b=c.

Sea A un anillo con identidad. Un elemento a € A es llamado tnvertible (o unidad) si
existe b € A tal que a.b = b.a = 1. En tal caso el b es tinico y lo denotaremos por a~*. También
denotaremos por U(A) el conjunto de todos los elementos invertibles de A. Si A es un anillo
con unidad donde todos los elementos no nulos son invertibles, diremos que A es un anillo

con division. Si ademads, A es conmutativo, A es llamado cuerpo.
Corolario 4.1.5. Si A es un dominio de integridad finito, entonces A es un cuerpo.

Lema 4.1.6. Sea A un anillo con identidad. Entonces, (U(A),.) es un grupo. Ademds, si A es
conmutativo, (U(A),.) es abeliano.

Ejemplo 4.1.7.
(1) (Z,+,.) es un dominio de integridad.

(2) El conjunto My(R) de las matrices cuadradas de orden 2 con la suma y multiplicacién
usuales entre matrices es un anillo con unidad, el cual no es conmutativo y tiene divisores

de cero.

(3) Sea A un anillo conmutativo con identidad. Se define el anillo de polinomios con coeficientes
en A de una manera similar al caso de polinomios con coeficientes reales. Sea X una

indeterminada. La expresién formal
an X"+ an X" P4+ X + ag

con n > 0y cada a; € A es llamado un polinomio en X con coeficientes en A. Si p(X) =
an X"+, 1 X" 1+ 4a; X +ag con a,, # 0 se dice que p(X) tiene grado n y a,, es llamado el
coeficiente principal de p(X). Vamos a denotar al conjunto de todos los polinomios en X con

coeficientes en A por A[X]. Las operaciones + y . en A[X] se definen como en el caso real.
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Sean p(X) = a, X" +a, 1 X" '+ +a1 X +agy ¢(X) =0, X"+ b, 1 X" 4+ X+
polinomios en A[X]. Entonces,

P(X) 4+ ¢(X) = (an +b2) X" + (@1 + bpe)) X" 4+ (a1 4 b)) X + (ag + bo)

p(X)q(X) = (aobo) + (a0b1 —|— albo)X + ((lobg —|— a1b1 —|— agbo)X2 + e

(en general, el coeficiente correspondiente a la potencia X* en el producto p(X)q(X) sera
Z?:o a;b,_;). Por lo tanto, no es dificil comprobar que A[X] con estas operaciones en un
anillo conmutativo con identidad y al cual llamamos el anillo de polinomios con coeficientes
en A. Ademads observe que el anillo A aparece en A[X]| como los polinomios constantes.
Estudiaremos mas en detalle el anillo de polinomios con coeficientes en un anillo A en la

seccion 5.5.

Una clase importante de anillos es obtenida considerando anillos de funciones. Sea X un
conjunto arbitrario no vacio y sea A un anillo. Sea A el conjunto de todas las funciones
f: X — A. En AX se definen las operaciones suma y multiplicacién como sigue: sean
f,g € AX entonces

(f+9)(x)=f(z)+g(z) v (fo)(x)=f(z)g(x)

para cada z € X. Usando las propiedades del anillo A, se puede probar sin dificultad que
AX | con las operciones recién definidas, es un anillo. Ademds, A esta representado en AX

como las funciones constantes.

Definicién 4.1.8. Sea A un anillo. Un subconjunto no vacio B de A es llamado un subanillo

de A si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) siz,y € B, entonces z —y € B;

(2) siz,y € B, entonces z.y € B.

Si ademas A tiene unidad 1, entonces se debe cumplir que 1 € B.

Se puede observar que B es un subanillo de A si B es un subgrupo de (A, +) y es cerrado

bajo la operacién producto.

Ejemplo 4.1.9.

(1)
(2)
(3)
(4)

Z es un subanillo de Q, QQ es un subanillo de R y R es un subanillo de C.
M3(Z) es un subanillo de My(Q).
Sea Z el anillo de los enteros. Todo subgrupo de Z es un subanillo de Z.

Sea C([0,1],R) la coleccién de todas las funciones f: [0,1] — R continuas. Entonces
C([0,1],R) es un subanillo del anillo de funciones R,
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(5) Una funcién f: R — R es llamada de soporte compacto si existen a,b € R tal que f(z) =0
para todo = ¢ [a,b]. Entonces, el conjunto de todas las funciones f: R — R de soporte

compacto es un subanillo del anillo de funciones R¥.

En el caso de teoria de grupos, vimos que una herramienta importante para el estudio
de un grupo era el conocimiento de sus subgrupos y mas especificamente el conocimiento de
sus subgrupos normales. En el caso de anillos ocurre algo similar, ademas de subanillos, otra

subestructura importante para entender la estructura algebraica de un anillo es la de ideal.
Definicién 4.1.10. Sea A un anillo y sea [ un subconjunto no vacio de A. Diremos que
(1) I es un ideal izquierdo de A si cumple con:

(a) six,y € I, entonces z —y € I;

(b) sia € Ay x € I, entonces a.x € 1.
(2) I es un tdeal derecho de A si cumple con:

(a) six,y €I, entonces z —y € I;

(b) sia€ Ay z €I, entonces x.a € I.
(3) I es llamado un ideal de A si lo es a izquierda y derecha.

Observe que todo ideal a izquierda o derecha de una anillo A es en particular un subanillo
de A. Ademas, es claro que si A es un anillo conmutativo entonces ideales a izquierda y derecha

coinciden y, simplemente los llamamos ideales.

Ejemplo 4.1.11.

(1) Dado un anillo A, A y {0} son ideales de A y son llamados los ideales triviales de A.
(2) Sea A un anillo y x € A. Entonces, Az := {a.x : a € A} es un ideal izquierdo de A.
(3) En un anillo con divisién A, los tinicos ideales son los triviales: A y {0} ;por qué?

El siguiente resultado, el cual es una reciproca del Ejemplo 4.1.11 (3), muestra que efec-
tivamente cierta informacién sobre los ideales de un anillo nos da cierta informacién sobre la

estructura del anillo.

Lema 4.1.12. Sea A un anillo con unidad. Si los inicos ideales de A son los triviales, A y

{0}, entonces A es trivial o es un anillo con division.

Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea X un subconjunto de A. Observemos
primero que siempre hay un ideal de A que contiene a X, es el mismo A. Ademas no es dificil
probar, y es un buen ejercicio para el estudiante (ver Ejercicio 4.3), que la interseccién arbitraria
de una coleccion de ideales de A es un ideal de A. Entonces, podemos considerar el siguiente
ideal

(X)=(WI: Iesunidealde Ay X CI}.
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Por lo tanto, (X) es un ideal de A que contiene a X y ademads si J es un ideal de A tal que
X C J, entonces (X) C J. En otras palabras, (X) es el menor ideal de A que contiene a X. El
ideal (X) es llamado el ideal generado por X. El siguiente lema nos da una caracterizacién

util del ideal generado por un subconjunto.

Lema 4.1.13. Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea X C A no vacio. Entonces,
(Xy={arx14+--+apxy: n>1, a; €A, z; € X}.

Para conjuntos unitarios {x}, denotamos al ideal generado por {z} por (z) en lugar de

({x}). Los ideales de la forma (x) son llamados ideales principales.
Ejemplo 4.1.14.

(1) Consideremos el anillo de enteros Z. Para cada n € Z, los ideales principales son (n) =
{kn: k € Z}. Sea I un ideal no nulo de Z. Sea n el menor entero positivo tal que n € I.
Como n € I, se sigue que (n) C I. Sea m € I. Por el algoritmo de la divisién, existen
enteros ¢ y r tales que m = nqg +r con 0 < r < n. Dado que r = m —nqg y m,nq € I,
obtenemos que r € I. Entonces, r = 0. Asi, m = ng € (n) con lo que hemos probado
que I C (n). En consecuencia, I = (n). Por lo tanto, hemos demostrado que todo ideal del

anillo Z es principal.

(2) Consideremos el anillo de polinomios con coeficientes enteros Z[X] y tomemos el ideal
generado por los polinomios 2 y X, esto es, (2, X) = {2.a(X) + X.b(X) : a(X),b(X) €
Z[X]}. Probaremos que (2, X) no es un ideal principal. Para ello supongamos hacia una
contradiccién que (2, X) = (p(X)). Como 2 € (p(X)), debe existir un a(X) € Z[X] tal que
2 = p(X).a(X). Entonces, p(X) y a(X) deben ser constantes y dado que 2 es primo tenemos
que p(X),a(X) € {£1,£2}. Si p(X) = £1, obtenemos que (p(X)) = (2, X) es todo Z[X],
lo cual es imposible. Entonces, p(X) = 42. Asi, obtenemos que X € (p(X)) = (2) y
entonces existe a(X) con coeficientes enteros tal que X = 2.a(X). Lo cual es claramente

imposible. Por lo tanto, (2, X) es un ideal no-principal.

4.2. Homomorfismos y cocientes de anillos

En este seccion introduciremos las otras dos nociones importantes en el estudio de anillos y

las cuales son: la de homomorfismo y la de anillo cociente.

Definicién 4.2.1. Sean A y B dos anillos. Una aplicacién f: A — B es llamada un homo-

morfismo de antllo si cumple con:
(1) fl(x+y) = f(x)+ f(y), para todo z,y € A;

(2) f(z.y) = f(x).f(y), para todo =,y € A.

Si Ay B son anillos con unidad se debe verificar también que
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(3) f(1a) =15.

Ademas, diremos que f es un monomorfismo de anillos si f es una funcién inyectiva y f
es llamada un epimorfismo de anillos si es sobreyectiva. Por ultimo, f is dicha a ser un
isomorfismo de anillos si es mono y epimorfismo. Si el contexto es claro y no hay peligro

de confusion eliminaremos el adjetivo anillo de las definiciones anteriores.
Lema 4.2.2. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces,

(1> f(OA) = Op;

(2) f(=a) = —f(a).
St A y B tienen unidad, se cumple que:

(3) sia € U(A), entonces f(a) € UB) y f(a)™' = f(a™t).

Sean Ay B dos anillos y sea f: A — B un homomorfismo. El conjunto Nu(f) :=={a € A :

f(a) = 0p} es llamado el nicleo de f.

Lema 4.2.3. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces,
(1) Nu(f) es un ideal de A;
(2) Im(f) es una subanillo de B.

Sea A un anillo e I un ideal (izquierdo y derecho). Como I es un subgrupo del grupo abeliano
(A, +), podemos tomar el grupo cociente (A/I,+). Como A es més que un grupo abeliano, es
un anillo e I es més que un subgrupo, es un ideal de A, podemos dotar al grupo cociente A/l

de una operacion que lo haga un anillo: definimos para [a], [b] € A/I,
[a].[b] = [a.b].
El lector debe chequear que la nueva opercacién . en A/I esté bien definida.

Lema 4.2.4. Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Entonces, (A/1,+,.) es un anillo y es
llamado el anillo cociente de A por I. Ademdas, si A es conmutativo asilo es A/I. La funcion
wa: A = A/I definida por ma(a) = [a] es un epimorfismo y Nu(mwa) = I. La funcidn ma es

llamada el epimorfismo candnico de A sobre A/I.

Ejemplo 4.2.5. Sea A = Z[X] el anillo de polinomios con coeficientes enteros. Sea I el conjunto
de todos los polinomios p(X) = a, X" + -+ + a1 X + ag tal que a9y = a; = 0 junto con
el polinomio nulo. El conjunto I es un ideal del anillo A. Observemos que para cada par
p(X)=a, X"+ -+ a X +ap,qX)=b,X"+- -+ X+b €A

[p(X)] = [¢(X)] <= p(X)—q(X) el
<~ ao—bO:Oyal—ble

> ag=0byya; =b.
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En consecuencia se sigue que un conjunto completo de representativos del anillo cociente A/
es dado por los polinomios de la forma aX + b, esto es, A/I = {[aX +b] : a,b € Z}.

Observe que en este anillo cociente A/I tenemos que [X]|[X] = [X?] = [0], asi A/I tiene
divisores de cero, aunque el anillo Z[X ] no tiene divisores de cero. Esto muestra que la propiedad

de no tener divisores de cero no se preserva bajo cocientes.

Ahora estamos en condiciones de establecer tres teoremas sobre homomorfismos y cocientes
de anillos. El lector debe percatarse de la similitud de estos teoremas con los Teoremas 2.4.2,
2.4.6 y 2.4.7 para grupos. Omitimos las demostraciones de los tres teoremas abajo y las dejamos

como un buen ejercicio para lector.

Teorema 4.2.6. Sea f: A — B un epimorfismo de anillos. Entonces,
A/Nu(f) = B.

Ejemplo 4.2.7. Sea A un anillo, X un conjunto no vacio y consideremos el anillo de funciones

AX . Para cada ¢ € X definimos la funcién
E.: A - A por E.(f) = f(c)

(llamada evaluacién en c). La funcién E. es un epimorfismo de anillos y Nu(E,) = {f € AX :
E.(f) =0} ={f € AX: f(c) = 0}. Por lo tanto, A* /Nu(E.) = A.

Teorema 4.2.8 (Teorema de Correspondencia). Sea A un anillo y sea I un ideal de A. Enton-
ces, la aplicacion que envia cada ideal J de A que contiene a I al ideal J/I del anillo cociente

A/l es una correspondencia biunivoca.

Ejemplo 4.2.9. Hallemos todos los ideales de Zg. Notemos que Zg = Z/(6). Luego, por el
Teorema de Correspondencia, tenemos que los ideales de Zg son exactamente los ideales de la
forma J/(6) con J un ideal de Z tal que (6) C J. Recordemos que todos los ideales de Z son

principales; ademas (6) C (n) <= n | 6. Entonces, los ideales de Zg son

Teorema 4.2.10. Sea f: A — B un epimorfismo de anillo. Sea J un ideal de B y sea I :=
f7YJ]. Entonces, I es un ideal de A y

A/l = B/J
Corolario 4.2.11. Sea A un anillo y sean I y J ideales de A tales que J C I C A. Entonces,

AT = (A))/(L]J).
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4.3. Cuerpo cociente

En esta seccién veremos cuales anillos se pueden sumergir en un cuerpo. En otras palabras,
veremos que para ciertos anillos podemos construir un cuerpo, a partir del anillo original, tal
que el anillo este representado dentro de dicho cuerpo.

Sea A un dominio de integridad, esto es, un anillo conmutativo con unidad y sin divisores
de cero. Ademas recuerde que A no es trivial, es decir, 1 # 0. Ahora consideremos el siguiente

conjunto:

M ={(a,b) :a,b € Ay b#0}.

Se define la relacién binaria ~ sobre M como sigue:
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be. (4.1)

Se observa sin dificultad que la relacion ~ se reflexiva y simétrica. Veamos que es también
transitiva: supongamos que (a,b) ~ (¢,d) y (c¢,d) ~ (e, f). Luego, por la definicién (4.1),
tenemos que ad = bc y c¢f = de. Entonces adf = bcf = bde. Dado que A es un dominio de
integridad y d # 0, tenemos que af = be y asi (a,b) ~ (e, f). Por lo tanto, ~ es una relacién
de equivalencia sobre M y asi determina una particién de M. Vamos a denotar a la clase de
equivalencia del par (a,b) por a/b, esto es, a/b = {(c,d) € M : (¢,d) ~ (a,b)}. Segin esta
definicién y (4.1) tenemos que

%:2 <~ (a,b) ~ (¢,d) <= ad = bec.

A continuacién vamos a dotar al conjunto cociente M/~ con dos operaciones: suma + y pro-

ducto .. Ellas se definen como la suma y producto usuales en los niimeros racionales:

@ ,c_gdtbe o oa c_ac
b dT T bd Y b d wd

Lo primero que debemos chequear es que las operaciones de suma y producto estan bien defi-

nidas en M /~. Observemos que bd # 0 ya que A es un dominio de integridad y b # 0y d # 0.
Supongamos que a/b = a'/b'y ¢/d = ¢'/d’'. Entonces

ab =d'b y cd =dd. (4.2)
Multiplicando en (4.2) la primera identidad por dd’' y la segunda por bb’ obtenemos
ab'.dd = a'b.dd’ y cd' b = d.bt
ad.b'd = d'd'.bd y beb'd =1b'c.bd.
Sumando correspondientemente obtenemos
adb'd + beb'd = a'd'bd + b'c'bd
(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd.
Entonces

ad +bc ad +bcd
bd bd
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lo cual implica que

a ¢ d

v TaT v T
Por lo tanto, la suma esté bien definida. Para el producto, multiplicamos en (4.2) la primera

igualdad por cd’ y la segunda por a'b:
ab'ed = a'bed’ y cd'a'b = cda'b
ac.t/d = a'cbd y a'chd = d'c .bd.

Entonces,

a ¢ da ¢

bd b d
Teorema 4.3.1. Para cada dominio de integridad A, la estructura (M/~,+,.) es un cuerpo y

la funcion p: A — M/~ definida por p(a) = a/1 es un monomorfismo de anillos.

Demostracion. Las pruebas de que las operaciones suma y producto en M/~ son asociativas y
conmutativas son sencillas y se dejan a cargo del lector. Ademads, es directo comprobar que 0/1
es elemento neutro con respecto a +, (—a)/b es el opuesto de a/by que 1/1 es la identidad con
respecto al producto. El inverso multiplicativo de a/b con a # 0 es b/a. En efecto, como a # 0,
bja€e M/~y

a b ab 1

b'a ba 1
Por lo tanto, M/~ es un cuerpo. Ahora probemos que ¢ es un monomorfismo. Sean a,a’ € A.

Observe que es sencillo comprobar que

+a’_a—|—a’ aa’_
1~ 1 Y 11T

=

Entonces esto implica que p(a)+p(a’) = p(a+a’) y p(a).p(a’) = p(aa’) y ademds por definicién
(1) = 1/1. Asi tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillo. Las siguientes implicaciones

muestran que @ es inyectiva:

!/

a a
QO(G,) = @(&/) - I = T = a.l= 1.(1’ — q = a/_
Por lo tanto, ¢ es un monomorfismo. Esto completa la demostracion. ]

El cuerpo M/~ es llamado el cuerpo cociente o cuerpo de fracciones del dominio
de integridad A. El teorema anterior nos dice que A esta sumergido en su cuerpo de cocientes
M/~ y como es natural a los elementos de la forma a/1, los que representan a los elementos
de A en M/~ los denotamos simplemente por a.

La siguiente proposicién nos muestra que el cuerpo cociente de un dominio de integridad A

es el menor cuerpo en el cual A esta sumergido.

Proposicion 4.3.2. Sea A un dominio de integridad. Si K es un cuerpo y f: A — K es un
monomorfismo de anillos, entonces existe un monomorfismo h: M/~ — K tal que f = ho g

(véase la Figura 4.1).



64 4.3. Cuerpo cociente

M/~

Figura 4.1: M/~ es el menor cuerpo en el cual A estd sumergido.

Ademas, el cuerpo cociente M/~ de A es, salvo isomorfismo, el tinico con esta propiedad.
Esto es, si L es un cuerpo tal que existe un monomorfismo a: A — L con la propiedad: para
todo cuerpo K y todo monomorfismo f: A — K existe un monomorfismo h: L — K tal que
a = foh,entonces L = M/~.

Demostracion de la Proposicion 4.3.2. Definimos la funcién h: M/~ — K como sigue: h(a/b) =
f(a).f(b)~1. Observemos que esta definicién es admisible ya que f(b) # 0. Como es usual, lo
primero que debemos mostrar es que h estd bien definida:

!

Z=2 = ab =bd = f(@)f ) = fB)f()
— @) f(b)" = f@) ) = h(a/b) = h(d'/V).

Ahora probemos que h es un homomorfismo de anillos. Sean a/b,c/d € M/~. Entonces,

a c ad + bc 1
h<5+3):h( > ):f(ad+bc).f(bd)

= f(ad)-f(bd)™" + f(be)-f(bd) ™" = f(a).f(b)"" + f(c).f(d)~

43 +n ()

= F@i®) @@ =n(5) 5 (3)-

Ademsds, h(1/1) = f(1).f(1)"' = 1. Luego, h es un homomorfismo. Ahora vemos que h es

inyectiva:

n(3)=n(5) = F@ro)" = fof@"
= [fla)f(d) = f(c)f(b) = [(ad) = [(cb)
— ad =cb = % = C—Ci
Por lo tanto, h es un monomorfismo y ademds f(a) = f(a)f(1)™' = h(a/1) = h(p(a)), esto es,
f=hoo. |
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? Q- R(Z[X])
Z]X] ———— Q[X] ——— R(Q[X])

Figura 4.2: El cuerpo de funciones racionales sobre Z y Q.

Ejemplo 4.3.3. Sabemos que el cuerpo de los niimeros racionales Q contiene al dominio de
integridad de los enteros Z. Se cumple que si K es un cuerpoy f: Z — K es un monomorfismo,
entonces h: Q — K definida por h(n/m) = f(n).f(m)~! es un monomorfismo tal que para
todo n € Z, h(n) = f(n). Entonces, Q es el menor cuerpo que contiene a Z y por lo tanto, por

la proposicién anterior, Q es el cuerpo cociente (o cuerpo de fracciones) de Z.

Ejemplo 4.3.4. Si A es un subanillo con unidad de un cuerpo K, entonces el cuerpo cociente
de Aes F:={ab':a€ Abe A*} el cual es un subcuerpo de K.

Ejemplo 4.3.5. Como Z es un dominio de integridad, el anillo de polinomios Z[X] es también
un dominio de integridad. El cuerpo de fracciones de Z[X] es el cuerpo de funciones racionales

en la indeterminada X sobre Z. Denotamos a este cuerpo cociente como

REIX) = {55 X).a(X) € Xy o(X) 2 0}

Observemos que el cuerpo R(Z[X]) contiene al cuerpo de fracciones de Z, es decir, R(Z[X])
contiene a Q.
Por otro lado, Q[X] es un dominio de integridad (no es cuerpo) y su cuerpo cociente es el

de las funciones racionales sobre Q:

p(X
relx) = {25 500,000 € @], o(x) 20}
Es claro que R(Z[X]) € R(Q[X]). Ahora, sea fz% € R(Q[X]) y sea m el comin denomi-
nador de todos los coeficientes en p(X) y ¢(X). Entonces % = % € R(Z[X]). Luego

R(Q[X]) € R(Z[X]) y por lo tanto ambos cuerpos de funciones racionales coinciden. Por lo
tanto hemos obtenido lo siguiente: como Q es el cuerpo cociente de Z, los cuerpos cocientes de
los dominios integrales Z[X] y Q[X] coinciden. Esto es resumido en la Figura 4.2, donde las

flechas representan la inclusion entre conjuntos.

4.4. Teorema chino de los restos

El Teorema chino de los restos es uno de los resultados mas importante y ttiles en la Teoria
de Numeros. Aqui presentamos una de sus formas mas abstracta en la teoria de anillos y la
aplicamos para determinar su forma mas clédsica en la teoria de los niimeros enteros, la cual nos

permite resolver sistemas lineales de congruencias.
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Primeros necesitamos algunas definiciones y resultados generales en la teoria de anillos. Para

aquellos resultados en los que no se presente una demostracion, ellas quedan a cargo del lector.

Definicién 4.4.1. Sean Ay, ..., A, anillos. Se definen en el producto cartesiano A; x --- x A,
las siguientes operaciones:
para (ai,...,a,),(b1,...,by) € Ay X -+ X Ay,

(a1, ... an) + (b1,...,by) = (a1 +b1,...,a, +by) ¥y

(Cbl, N ,an)(bl, N 7bn) = (albl, ce ,anbn).

Proposicion 4.4.2. Para cualesquiera Ay, ..., A, anillos, el producto cartesiano A; X ---x A,

con las operaciones antes definidas es un anillo. Ademds:

(1) si todos los anillos Ay, ..., A, tienen unidad, entonces el anillo Ay x --- X A, tiene una
unidad;

(2) si todos los anillos Ay, ..., A, son conmutativos, entonces el anillo Ay X -+ X A, es con-
mutativo.

Observacién 4.4.3. Si A y B son dos dominios de integridad, entonces el anillo producto
A x B no es necesariamente un dominio de integridad. Por ejemplo, el elemento (1,0) es un

divisor de cero en Z x Z.

Definicién 4.4.4. Sea A un anillo con unidad. Dos ideales I y J de A son llamados comaxi-
males si [ +J = A. Un nimero finito de ideales I, ..., I, son llamados comaximales si son

comaximales de a pares, esto es, si I + [, = A para todos k # r.

Lema 4.4.5. Sea A un anillo con unidad. Si I, Is y J son ideales de A tales que J es comaximal

con Iy y J es comazximal con I, entonces J es comaximal con Iy N I5.

Demostracion. Sea a € A. Como A=J+ 11y A=J+ I, existen j1,70 € J, i1 € [ e iy € I,
tales que 1 = j1 + 41 y a = jo + io. Entonces, a = l.a = (j1 +41)(jo +i2) € J + ([1 N I3). Por lo
tanto, A = J + (I3 N 1), es decir, J es comaximal con I; N I5. [ |

Ahora estamos listo para presentar el resultado principal de esta seccion. Para un ideal [
de un anillo A, la notacién a = b(mdd I) significa, como es habitual en Z, que a/I = b/I, esto

es, a 'y b son dos representantes de la misma clase de equivalencia en el cociente A/I.

Teorema 4.4.6 (Teorema chino de los restos). Sea A un anillo con unidad. Sean I,..., I,
ideales comaximales de A y sean aq,...,a, € A. Entonces, existe un elemento a € A tal que
a=a(méd ), ..., a=a,(mdd I,,).

Ademas, a estd univocamente determinado modulo Iy N --- N 1,.
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Demostracion. Vamos a probar el teorema para n = 2 y luego probamos el caso general por
induccién. Como Iy + I = A, tenemos que 1 = uy +uy para algunos uy € I y ug € Is. Tomemos

a = asuy + ajus. Usando el hecho que [; es un ideal y uy — 1 = —u; obtenemos que

a—a; = as.uy +aj.us —a; = ag.ug +ag.(ug — 1) =

ao2. U1 — A1.U1 = (CLQ — al).ul € Il-

Luego, a = a;(mdd I;). Andlogamente, se obtiene que a = az(méd Iy). Ademds, si b es otro
elemento en A que cumple con b = a;(méd ;) v b = as(méd 1), entonces a — b € I} N Is.
Luego a/Iy NIy =b/1; N I5.

Ahora pasamos al caso general. Supongamos que el teorema es valido paran y sean Iy, ..., I, I,11
ideales comaximales de A y sean aq, ..., ay,,a,+1 € A. Como Iy, ..., I, son comaximales, por la

hipdtesis inductiva tenemos que existe un elemento b € A tal que
b=a;(méd Lh), ..., b=a,(méd I,).

Ahora, por el Lema 4.4.5, sabemos que los ideales I;N---N1, y I,41 son comaximales. Entonces,

como ya hemos probado, existe un elemento a € A tal que
a=bmédLN---N1L,) v a=ap(méd I, q).

La primera equivalencia implica que a = b(méd 1), ..., a = b(mdd I,,). Luego, usando transi-

tividad obtenemos
a=a(méd L), ..., a=a,(méd I,,) y a = apy1(méd I, 1 1). |

Ahora veamos como aplicar el Teorema chino de los restos para resolver un sistema lineal

de congruencias de la forma:

= a1 (mdbd ny)

8
I

as(médny)

8
1

(4.3)

(2 = ap(méd ny).

Sean m y n enteros relativamente primos. Entonces, existen enteros s y t tales que 1 = m.s+n.t.
Luego, para todo entero k, k = m.s.k + n.t.k. Por lo tanto, Z = (m) + (n), esto es, los ideales

(m) y (n) son comaximales. Ademés, es claro que

a =b(méd(n)) < a/(n) =0>b/(n)

< nla—-b < a=0bmédn).

Teorema 4.4.7. Seanny, . ..,n; enteros positivos y relativamente primos dos a dos. Siaq, . . . , ax
son enteros cualesquiera, entonces el sistema de congruencias (4.3) tiene una solucion a que es

unica modulo ny.na. .. .. ng.
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Demostracion. Consideremos los ideales (ny), ..., (ng) que son comaximales ya que los enteros
ni,...,n, son relativamente primos dos a dos y ademéds sabemos que x = a;( méd n;) <= = =
a;(méd (n;)) para cada i = 1,...,k. Entonces, por el Teorema chino de los restos, existe un

elemento a que es solucion del sistema (4.3) y es unico médulo (ny)N---N(ng) = (ny.ng. . ... ).

Para cerrar esta seccion, veamos un algoritmo para hallar las soluciones de los sistemas de
congruencias (4.3) y obtener la tinica solucién médulo ny.ns. . . .. ng. Supongamos que tenemos

el sistema (4.3), entonces:

k
LM
(1) paracadai=1,...,k, calcular M; = —Hj—l ’.
U2
(2) para cadai=1,...,k, hallar el inverso d; de M; médulo n;;

(3) una solucién particular del sistema es:

Xo 1= al.Ml.dl + -+ akMkdk:;

(4) la tnica solucién médulo ny.n,. . . .. ny es el resto de dividir la solucién xg por ny.ns. . ... Ng;

(5) todas las soluciones del sistema son de la forma:

r=2x0+ (ny.ng..... ng).t parat € Z.

Ejemplo 4.4.8. Determinemos las soluciones del siguiente sistema de congruencias:

r = 2(méd 3)
r = 3(mdbd 5)
r = 5(mdd 7).

Vamos a seguir los pasos del algoritmo descrito recién:
(1) My =5.7=35 My =3.7=21y M3 =3.5=15.

(2) Como 35 = 2(mdd 3), entonces d; = 2 (esto es, 2/(3) es el inverso de 35/(3) en Z3); como
21 = 1(mdéd 5), entonces dy = 1 y; como 15 = 1(mdd 7), entonces ds = 1.

(3) Una solucién del sistema es:

Ty — al.Ml.dl -+ CLQ.Mg.dQ + CL3.M3.d3 =2.35.2 -+ 3.21.1 -+ 5.15.1 = 278.

(4) La solucién unica médulo 3.5.7 = 105 es 68, ya que es el resto de dividir 278 por 105 o
equivalentemente 278 = 68(mad 105).

(5) Todas las soluciones del sistemas son:

x =278+ 105.t cont € Z.



Capitulo 4. Anillos 69

4.5. Ideales maximales y primos

En esta seccion todos los anillos considerados, a menos que se indique otra cosa, son anillos

con unidad.

Definicién 4.5.1. Sea A un anillo. Un ideal I de A es llamado maximal si es propio y no
estd contenido estrictamente en ningun otro ideal propio de A. Esto es, I es maximal cuando

se cumple que para cada ideal propio J de A, si I C J, entonces I = J.

Lema 4.5.2. Sea A un anillo. Cada ideal propio de A estd contenido en un ideal mazimal de

A,

Demostracion. Es consecuencia del Lema de Zorn aplicado al conjunto H = {J : J es un ideal propio de A

J} ordenado por la inclusién de conjuntos C. [

Proposicion 4.5.3. Sea A un anillo conmutativo y sea M un ideal propio de A. Entonces, M

es un ideal mazimal syss A/M es un cuerpo.

Demostracion. Supongamos que M es maximal. Ya sabemos que A/M es un anillo conmutativo.
Veamos que todo elemento no nulo [a] de A/M es invertible. Como [a] es no nulo, a ¢ M.
Consideremos el ideal Aa + M = {z.a+m : = € A, m € M}. Es claro que a € Aa + M
vy M C Aa + M. Por la maximalidad de M, A = Aa + M. Con lo cual, 1 € Aa + M. Asi,

1 = x.a + m para algunos x € Ay m € M. Entonces,
[a][2] = la.z] = [1 —m] = [1] — [m] = [1]".

Entonces, [z] es el inverso multiplicativo de [a].

Reciprocamente, supongamos ahora que A/M es un cuerpo y probemos que M es maximal.
Como A/M es un cuerpo, los tnicos ideales de A/M son {0} y A/M. Por el Teorema de
Correspondencia en anillos, tenemos que los tinicos ideales de A que contienen a M son M y
A. Por lo tanto, M es maximal. [ |

Ejemplo 4.5.4.

(1) Sea n un entero positivo. Es claro que Z,, = Z/(n) es el anillo cociente de Z por el ideal

(n). Entonces,

el ideal (n) es maximal <= Z, es un cuerpo

<= n es primo.

(2) El ideal (2, X) de Z[X]| es maximal porque su anillo cociente es Zs que es un cuerpo.
Considere la funcion ¢: Z[X| — Z, definida por ¢(p(X)) = [p(0)] para cada p(X) € Z[X].
Entonces, ¢ es un epimorfismo de anillos y Nu(y) = (2, X'). Luego, por el Primer Teorema
de Tsomorfismo, nos queda que Z[X]/(2, X) = Z,.

Pues, m € M, entonces [m] es el cero de A/M.
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Si en el lema anterior ponemos una condicién mas débil que la de ser A/M un cuerpo, como

por ejemplo que sea un dominio de integridad, jque tipo de ideal deberia ser M?

Definicién 4.5.5. Un ideal primo en un anillo conmutativo A es un ideal propio P que

verifica la siguiente condicién: para cualesquiera a,b € A,
abe P — ac€PobeP.

Podemos motivar la definicién anterior mirando en los ideales (n) del anillo de los enteros

Z. Sea p € Z. El ideal (p) es primo si y sélo si
plab=plaop]|b

lo cual es equivalente al requerimiento de que p sea primo.

Lema 4.5.6. Sea A un anillo conmutativo y P un ideal de A. Entonces, P es primo syss A/ P

es un dominio de integridad.

Demostracion. Supongamos primero que P es un ideal primo de A. Sabemos que A/P es un
anillo conmutativo. El elemento cero (o neutro) del anillo cociente A/P es P. Sean a,b € Ay
supongamos que [a|[b] = P. Entonces, [a.b] = Py asi a.b € P. Por ser P primo,a € Pob € P.
Esto es, [a] = P o [b] = P.

Reciprocamente, supongamos que A/P es un dominio de integridad. Asi, P es propio®.

Supongamos que a.b € P. Entonces, [a].[b] = [a.b] = Py como sabemos P es el elemento nulo
de A/P. Luego, como A/P es un dominio de integridad, [a] = P o [b] = P. Entonces, a € P o
b € P. Por lo tanto, P es un ideal primo de A. [ |

Corolario 4.5.7. Sea A un anillo conmutativo. Entonces, todo ideal mazximal de A es primo.
Corolario 4.5.8. Sea f: A — B un epimorfismo de anillos conmutativos. Entonces,

(1) B es un cuerpo si y sélo si Nu(f) es un ideal maximal de A;

(2) B es un dominio integral si y sélo si Nu(f) es un ideal primo de A.

Ejemplo 4.5.9. Sea Z[X] el anillo de polinomios con coeficientes enteros f(X) = ag+ a; X +

-+ 4 a,X". El ideal generado por X es la coleccién de todos los multiplos de X, esto es,
(X) = {f(X) € Z[X] : ay = 0}.
El ideal generado por 2 es
(2) ={f(X) € Z[X] : todos los a; son enteros pares}.

Ambos (X) y (2) son ideales propios ya que 2 ¢ (X) y X ¢ (2). Veamos que (X) y (2) son
ideales primos no maximales. Consideremos ¢ : Z[X] — Z dada por ¢(f(X)) = ag. Es claro

que ¢ es un epimorfismo y Nu(y) = (X). Como Z es un dominio de integridad, por el corolario

2Pues, si P = A entonces A/P tendria solo un elemento con lo cual 1 = 0 lo que no puede ser.



Capitulo 4. Anillos 71

anterior, (X) es un ideal primo. Ademads, observemos que (X) no es méaximal porque estd
propiamente contenido en el ideal propio (2, X') (el ideal generado por 2 y X).

Para ver que (2) es primo, consideramos el epimorfismo ¢ : Z[X] — Z,[X] dada por
Y(f(X)) = f(X), donde f indica que los coeficiente de f(X) son reducidos médulo 2. Note
que Nu(e)) = (2). Del hecho que Zy[X]| es un dominio de integridad y por el corolario anterior,

obtenemos que (2) es un ideal primo. Ademads, (2) no es méximal pues estd incluido en (2, X).

Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1. Sea A un conjunto no vacio y + y . dos operaciones binarias sobre A tal que
(A, +) es un grupo (no se asume que sea abeliano), la operacién . es asociativa con una identidad
1 y la operacion . distribuye con respecto a + (ver (A3)). Entonces, probar que (A, +,.) es un

anillo con unidad. (Observe que solo tiene que verificar que la operacién + sea conmutativa).

Ejercicio 4.2. Sea A un anillo. Probar que para todo nimero entero n se cumple que (n.a)b =
n.(ab) para todos a,b € A. Indique en cada paso de la demostracién que propiedad de anillos

se utilizo.

Ejercicio 4.3. Sea A un anillo conmutativo con identidad y sea {I, : @ € I'} una familia de

ideales de A. Probar que la interseccion (), I s un ideal de A.
Ejercicio 4.4. Sean n € Z*. Probar que todo ideal de Z,, es principal.

Ejercicio 4.5. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces, f es inyectivo si y sélo

si Nu(f) ={0g}.
Ejercicio 4.6.

Ejercicio 4.7. Considere el anillo A := 2.Z con las operaciones usuales. Probar que M := 4.7
es un ideal maximal de A y mostrar que A/M = {0,2} donde 2.2 = 0. Esto es, A/M no es un

cuerpo. Explique por qué esto no contradice la Proposicion 4.5.3.

Ejercicio 4.8. Probar que un anillo conmutativo con unidad A es un cuerpo si y sélo si A no

tiene ideales no triviales propios (es decir, los unicos ideales de A son {0} y A.).

Ejercicio 4.9. Demostrar que Z[v/3] := {a+bv/3 : a,b € Z} es un subanillo de R, conmutativo

con unidad y sin divisores de cero, es decir Z[/3] es un dominio de integridad.

Ejercicio 4.10. Demostrar que Q[v/3] := {¢1 + ©2V3 : ¢1, ¢2 € Q} es un subcuerpo de R y es el
cuerpo cociente del dominio de integridad Z[v/3]. (Ayuda: Usar el resultado del Ejemplo 4.3.4.)

Ejercicio 4.11. Sean I, . . ., I,, ideales de un anillo A. Pruebe que la aplicacién ¢: A/ (;_, I, —
A/I x ---x A/I, definida por ¢([a]) = (m1(a), ..., ,(a)) es un monomorfismo, donde cada 7y

es el epimorfismo candnico determinado por el anillo cociente A/Ij.

Ejercicio 4.12. Considere la situacién del ejercicio anterior. Pruebe la siguiente afirmacién: el

monomorfismo 1 es un isomorfismo si y solo si los ideales I, ..., I,, son comaximales.
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Ejercicio 4.13. Utilice algiin programa computacional para escribir un programa que reali-
ce computacionalmente el algoritmo, descrito en la pagina 68, para la determinacion de las

soluciones y de la tnica solucién (bajo cierto médulo) de un sistema de congruencias.
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Dominios

5.1. Dominios de factorizacion tinica y dominios de idea-

les principales

El dominio de integridad de los nimeros enteros Z tiene una propiedad muy importante,
a saber, el teorema de factorizacion unica (o teorema fundamental de la aritmética). El cual
expresa que todo entero no nulo distinto de 41 puede escribirse de manera tunica, salvo el or-
den de los factores, como producto de enteros positivos primos. Entonces, una pregunta que
surge de manera natural es: jexisten otros dominios integrales aparte de los enteros en los cua-
les valga un teorema de factorizacién tnica? O de forma mas general y abstracta: ;jsobre qué
anillos o dominios de integridad podemos enunciar un teorema de factorizacion tunica, conve-
nientemente generalizado? Comenzamos con las nociones abstractas de divisibilidad, elemento
primo e irreducible en dominios de integridades, las cuales generalizan a las nociones usuales
de divisibilidad en enteros y de nimero primo.

En esta seccion, a menos que se indique otra cosa, todos los anillos considerados son dominios

de integridad.

Definicién 5.1.1. Sea A un dominio de integridad. Sean a,b € A. Diremos que a divide a b,
0 b es un mailtiplo de a (o también que a es un divisor de b) si b = a.c para algin c € Ay lo

denotamos por a | b. Dos elementos a,b € A se dicen asociados si a = b.u para alguna unidad
u de A.

En la siguiente proposicién establecemos algunas de las propiedades usuales de la relacién

divide, andlogas a aquellas validas en Z.

Proposicién 5.1.2. Sea A un dominio de integridad. Entonces:
(1) a| a, para todo a € A;

(2) sia|byb]c, entonces a|c;

(3) sia|byb]|a, entonces a y b son asociados;

(4) sia|byalc, entonces a|a.x+ by para todos x,y € A;

73
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(5) a|b siy solo si(by C (a);
(6) para todo u € U(A), (a) = (v.a).

Definicién 5.1.3. Sea a € A un elemento no nulo y no invertible. Consideramos las siguientes

definiciones:

= ¢ es llamado #rreducible cuando se cumple que si a = b.c, entonces b o ¢ debe ser una

unidad;
» a es llamado primo cuando se cumple que si a | b.c, entonces a | b o a | c.
Lema 5.1.4. Sea p € A no nulo. Entonces, p es primo syss (p) es un ideal primo de A.

Demostracion. Supongamos primero que p es un elemento primo. Si a.b € (p), entonces p | a.b.
Como p es primo, tenemos que p | a o p | b, esto es, a € (p) o b € (p). Entonces, (p) es un ideal
primo. Reciprocamente, supongamos ahora que (p) es un ideal primo y probemos que p es un
elemento primo. Si p | a.b, entonces a.b € (p). Luego, a € (p) o b € (p,), estoes, p|aop|b.

Por lo tanto p es primo. |
Lema 5.1.5. Sip es primo, entonces p es irreducible.

Demostracion. Sea p un elemento primo. Supongamos que p = a.b. Luego p | ab y como p es
primo, tenemos que p | a o p | b. Si p | a, entonces a = p.c para algin ¢ € A. Asi p = pc.by
esto implica que 1 = ¢b. Con lo cual b es una unidad. Andlogamente, si p | b, entonces a es una

unidad. Por lo tanto, p es un elemento irreducible. [ |

Vamos a dar un ejemplo de un elemento que es irreducible pero no primo. Consideremos el
dominio de integridad A = Z[v/=3] = {a +ibv/3: a,b € Z}. En A, el 2 es irreducible y no es
primo. Supongamos que

2 = (a+ ibV/3)(c +idV3).
Tomando el conjugado complejo nos queda que
2 = (a —ibV3)(c — idV3).
Si multiplicamos las ultimas dos ecuaciones obtenemos que
4 = (a* + 3b*)(c* + 3d?).

Como los factores del miembro derecho de la ultima igualdad son divisores de 4 y claramente
distintos de 2, tenemos que uno de ellos debe ser igual a 4 y el otro igual a 1. Supongamos que
a®? +3b*> = 1. Entonces, a = +1 y b = 0. Asi, en la factorizacién de 2 uno de los factores es una
unidad. Por lo tanto, 2 es irreducible. Ahora, note que 2 divide a (1 4+ iv/3)(1 —iv3) =4 y 2

no divide a ninguno de los factores® y por lo tanto 2 no es primo.

1Si 2 divide a 1+ iv/3 entonces existe un a + ibv/3 € A tal que 1 +iv/3 = 2(a+ zb\/g) Por la unicidad de la

igualdad, nos queda que 1 = 2a donde a € Z, lo cual es absurdo.
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Definicién 5.1.6. Un dominio de factorizacion inica (DFU) es un dominio de integridad

A satisfaciendo las siguientes propiedades:

(DF1) cada elemento no nulo a en A el cual no es una unidad puede ser expresado como a =

u.p1 - .. p, donde u es una unidad y los p; son elementos irreducibles de A;

(DF2) si a tiene otra factorizacién, digamos @ = v.q; . . . ¢, donde v es una unidad y los ¢; son

irreducibles, entonces n = m y, después de reordenar si es necesario, p; y ¢; son asociados.

Lo primero que probamos es que en un dominio de factorizacién tnica las nociones de

elemento primo e irreducible coinciden.
Lema 5.1.7. En un dominio de factorizacion unica, a es irreducible syss a es primo.

Demostracion. Ya sabemos que si a es primo, entonces a es irreducible. Supongamos que a es
irreducible y que a divide a bc. Esto es, bc = ar para algun r € A. Factorizamos b,c y r en
irreducibles para obtener

v.by.. . bu.cr...cp = aw.ry. .. Ty,

con u,v,w unidades y b;,c;, 7 elementos irreducibles de A. Como a es irreducible y por la
unicidad de la factorizacién (DF2), a debe ser asociado de algin b; o ¢;. Entonces, a divide a b
o C. |

En analogia con el dominio de factorizacién tnica de los enteros Z tenemos las siguientes
definiciones. Sea A un (DFU) y sean a,b € A. Un elemento d € A es llamado mdximo comiin

divisor (mcd) de a y b si verifica las siguientes condiciones:
(I) dlayd]|b;
(II) sie|aye|b, entonces e | d.
Si d’ es otro med de a y b, tenemos que d' | dy d | d', con lo cual d y d’ son asociados.

Proposicién 5.1.8. Sea A un (DFU) y sean a y b elementos no nulos de A. Si d es un elemento
de A tal que (a,b) = (d), entonces:

(1) d es un med de a y by

(2) d se puede escribir como una combinacion lineal de a y b, esto es, existen x,y € A tales
que d = a.x + b.y;

(3) d es unico salvo multiplicacion por una unidad de A.

Asi podemos hablar de el méaximo comun divisor de a y b, cuando este existe, salvo asociados.

Un elemento no nulo m es un minimo comin mailtiplo (mcm) de a y b si cumple con:
(1) almyb|m

(1) sia|eyble, entonces m | e.
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Maximos comun divisores y minimos comun miltiplos siempre existen en un (DFU) y ellos
pueden ser determinados de manera similar al caso de los enteros.

Sea A un (DFU). Es comun en una factorizacién asociar los primos (irreducibles) repeti-
dos, en el sentido de asociados. Esto es, los elementos de A tienen representaciones del tipo
w.py'psy’ ... per donde los p; son primos no asociados. También es usual, como en el caso de los
numeros enteros, agregar primos con exponentes cero para obtener representaciones usando los
mismos primos. Esto es, si a y b son elementos no nulos de un (DFU) A, entonces por (DF1)
tenemos que a = u.pi'..... piry b= v.p{1 ..... pf;l para ciertos primos pi,...,p, con e; > 0y
fi > 0parai=1,...,n. Luego, la condicién de unicidad (DF2) expresa que

w.pyps? .. pin = v.p{1p£2 Lphh = e =fiVi=1,...,n.
Proposicién 5.1.9. Sea A un (DFU), a = u.p{p?...pon y b = v.pl'pl? .. .pln con los p;
primos, e;, fi > 0 yu,v € U(A). Entonces,

a]b<:>61§fzw:1,,n

Demostracién. Supongamos primero que e; < f; para todo i =1,...,n. Sea ¢ = utvp{" ... pd
donde g; = f; —e; > 0. Entonces, b = ac y asi a | b. Reciprocamente, supongamos que a | b.
Entonces, b = ac. Por (DF1), ¢ = wp{" ... po. Luego,

n o — + n n
oplt . pln = wwpd T L ponten,
La unicidad de las descomposiciones muestra que f; = ¢g; + e; para todo i = 1,...,n. Con lo
cual, e; < f; para todo i. [ |

Proposicién 5.1.10. Sea A un (DFU) y sean a y b elementos no nulos de A. Sean

las dos factorizaciones en producto de primos. Entonces el med d y el mem m (salvo asociados)

de a y b son dados por:
y m:= pfl ..... pﬁ”
donde para cada i =1,...,n, o; := min{e;, f;} vy B; := max{e;, f;}.

En el siguiente teorema obtenemos una caracterizacion para que un dominio de integridad
sea un (DFU).

Teorema 5.1.11. Sea A un dominio de integridad. Entonces:

(1) Si A es un (DFU), entonces A satisface la condicion de cadena ascendente (cca) sobre
ideales principales, esto es, si (a1) C (ag) C ..., entonces existe un n tal que {(a,) =

<(ln+1> = ....

(2) Si A satisface la condicion de cadena ascendente sobre ideales principales, entonces A
satisface (DF1).
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(3) Si A satisface (DF1) y ademds cada elemento irreducible en A es primo, entonces A es un
(DFU).

Por lo tanto, A es un (DFU) si y solo si A satisface la (cca) sobre ideales principales y cada

elemento irreducible de A es primo.

Demostracion. (1) Si {(a;) C (ag) C ... entonces a;11 | a;. Asi, por la proposicién anterior, los
factores primos de a;;; consisten de algunos (o todos) de los factores primos de a; (teniendo
en cuenta la multiplicidad). Ya que a; tiene un nimero finito de factores primos y todos
a; | aj, en algin momentos los factores primos van a ser siempre los mismos, con los cual
(an) = {apy1) = .. ..

(2) Sea a; un elemento no nulo de A. Supongamos que a; no puede ser factorizado como
producto de irreducibles, esto es, (DF1) no se cumple para a;. En particular a; no es irreducible
y asi a; = ay.a), donde as y al, no son unidades y no pueden ambos ser factorizados en producto
de irreducibles. Supongamos que as no puede ser factorizado en producto de irreducibles. Como
as | ay, tenemos que (a;) C (ag) y esta inclusién es propia ya que as ¢ {(a;) (si ay € {(a1),
entonces ay = ajc; con lo cual, a; = agalhy = ajcal y asi 1 = cal, esto es, al, es una unidad,
absurdo). Luego, en particular as no es irreducible y asi as = as.a}y donde az y a4 no son
unidades y ambos no pueden ser factorizados en producto de irreducibles. Supongamos que
az no puede ser factorizado en producto de irreducibles. También tenemos que (as) C (az) y
esta inclusion es propia porque az ¢ (a3). Como a3 no puede ser factorizado en producto de
irreducibles, tenemos, bajo los mismos argumentos recién usados, que existe un elemento ay
tal que (a3z) C (aq). Luego, por un argumento inductivo, obtenemos una cadena estrictamente
creciente (a1) C (as) C (az) C (a4) ... de ideales principales, lo que contradice la hipdtesis. Por
lo tanto, a; puede ser factorizado como producto de irreducbles, esto es, la condicién (DF1) se
cumple.

(3) Supongamos que @ = w.py ...p, = V.qi . .. ¢y, donde los p; y ¢; son elementos irreducibles
y u,v son unidades. Entonces, p; es un divisor primo de vgq; ... ¢y, y asi p; divide algin g;,
digamos (reordenando si fuera necesario) que p; divide a ¢;. Como ¢ es irreducible, p; y ¢; son

asociados. Luego tenemos, salvo multiplicacién por unidades, que

P2...Pn=0Gq2...0nm.

Si suponemos que n < m y continuamos con el razonamiento anterior obtendriamos que (salvo

multiplicacién por unidades)
1= st G
Con lo cual, g,41 es una unidad, lo que es absurdo pues todos los g; son irreducibles. Entonces,

n > my, similarmente n < m. Entonces, n = m y, después de reordenar, p; v ¢; son asociados

para cada . [ |

Definicién 5.1.12. Un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio de integridad

en el cual cada ideal es principal.

Teorema 5.1.13. Cada dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion unica.
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Demostracion. Sea A un (DIP). Sea (a;) C (as) C ... una cadena ascendente de ideales
principales de A. Tomemos I = J;5(a;). Luego, I es un ideal de A y entonces, por ser A un

(DIP), se sigue que I = (b). Como b € I, existe un n > 1 tal que b € (a,). Con lo cual,
{ai) © T'=(b) S (an) € {as)

para todo i > n. Esto es, (a,) = (a,+1) = ... y por lo tanto A satisface (cca). Ahora probemos
que todo elemento irreducible de A es primo. Sea a € A un elemento irreducible. Asi, el ideal
(a) es propio (pues, si (a) = A entonces 1 € (a) y lo que implicaria que a es una unidad, lo que
no puede ser porque a es irreducible). Por el Lema 4.5.2, sabemos que existe un ideal méximal
I tal que (a) C I. Como A es (DIP), I = (b) para algin b € A. Luego, a € (b). Como a es
irreducible y b no es una unidad (pues el ideal (b) es propio), a y b son asociados. Lo que implica
(a) = (b) = I. Como [ es maximal, tenemos que I es un ideal primo y entonces (a) es un ideal
primo. Luego, a es un elemento primo de A. Por lo tanto, del Teorema 5.1.11, podemos concluir
que A es (DFU). |

Ejemplo 5.1.14. En el Ejemplo 4.1.14 hemos probado que en el dominio de integridad de los
enteros Z, todo ideal es principal. Por lo tanto, Z es un dominio de ideales principales, y asi es
un dominio de factorizacién tnica. Ademas, como en un DFU los elementos primos coinciden
con los irreducible, entonces hemos probado que en Z todo entero distinto de 0, 1 y -1 (las
tnicas unidades de Z) se puede expresar de forma tinica como producto enteros primo. Por lo

tanto, hemos probado el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Proposiciéon 5.1.15. Sea A un dominio de ideales principales y sea a € A. Entonces, a es

irreducible si y solo si el ideal (a) es mazimal.

Demostracion. Supongamos que a es un elemento irreducible. Sea I un ideal de A tal que
(a) C I.Si I = A no hay nada que probar. Supongamos que I es propio, esto es, I # A. Como
Aesun (DIP), I = (b) para algin b € Ay, ya que [ es propio, b no es una unidad. Luego, b | a.
Asi, a = be. Como a es irreducible y b no es unidad, tenemos que ¢ es una unidad. Con lo cual,
a y b son asociados. Por lo tanto (a) = (b) = I. Hemos probado que (a) es maximal.
Reiprocamente, asumamos que (a) es maximal. Entonces, por el Corolario 4.5.7, el ideal (a)

es primo. Luego, a es un elemento primo de A y por lo tanto a es irreducible. [ |
Teorema 5.1.16. Si A es un (DIP), cada ideal primo no nulo de A es maximal.

Demostracion. Sea I = (a) un ideal primo no nulo de A. Entonces a es un elemento primo de

A, asfi es irreducible. Entonces I = (a) es maximal. [
Ejemplo 5.1.17.

(1) En el Ejemplo 4.1.14 (2) vimos que el ideal (2, X) de Z[X] no es principal. Entonces el
dominio de integridad Z[X] no es un (DIP). En la Seccién 5.5 veremos que si A es un
(DFU), entonces A[X] es un (DFU). Asi, tenemos que Z[X] es un (DFU). Luego, vemos
que no todo (DFU) es un (DIP). Ademads, ya que Z es un (DIP), vemos también que si A

es un (DIP), entonces no necesariamente A[X] es un (DIP).
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(2) El subanillo Z[v/=5] = {a + by/=5: a,b € Z} = {a + b\/5i : a,b € Z} de C es un dominio
de integridad, ya que C es un cuerpo. Afirmamos que los elementos 2, 3, 1 + /5 y 1 —/5i
son irreducibles en Z[v/—5] (ver la Seccién 5.3 para probarlo). Ahora observe que

6 = 2.3 = (a+ v5i).(1 — V5i).

Esto es, el elemento 6 € Z[v/—5] tiene dos factorizaciones diferentes en productos de ele-
mentos irreducibles, lo que muestra que la condicién (DF2) no se cumple. Entonces Z[v/—5]
no es un (DFU).

5.2. Los enteros de Gauss

En esta seccion estudiaremos un anillo particular que es importante en Teoria de niimeros y
el cual nos servird como motivacion para introducir algunas nociones en las secciones siguientes.

Consideremos el conjunto Z[i] = {a + bi : a,b € Z} con las operaciones de suma y multi-
plicacién usuales de nimeros complejos. Es claro que ellas son cerradas en Z[i] y una simple
verificacién muestra que Z[i] es un subanillos de C y por lo tanto es un dominio de integridad.
Pero Z[i] no llega a ser un cuerpo porque no todo elemento de Z[i] tiene un inverso. En efecto,
sea a € Z tal que a # £1. Asi a € Z[i] pero 1/a ¢ Z[i], pues si a = x + yi con z,y € Z
tendriamos que 1/a = x € Z, lo cual es una contradiccién. Los elemento de Z[i] son llamados
los enteros de Gauss y el anillo Z[i] es denominado como el anillo de los enteros de
Gauss. Observe que Z es un subanillo de Z[i].

Observemos que para todo o = a + bi € Z[i], podemos considerar su conjugado complejo
@ = a—bi € Z[i]. Al igual que en C, también podemos considerar la norma N: Z[i] — Z>
definida por N(a) = a? 4 b? para cada o = a + bi € Z[i]. No es dificil comprobar que para todo
a, f € Zi], N(a) = a@ and N(af) = N(a)N(5).

Lema 5.2.1. Sea o € Z[i]. Entonces, o es invertible si y solo si N(a) = 1. Por lo tanto,

Demostracion. Primero supongamos que « es invertible en Z[i]. Entonces, existe 5 € Z[i] tal
que aff = 1. Luego, 1 = N(af) = N(a)N(8) y dado que N(«a),N(8) € N obtenemos que
N(a) = N(B) = 1. Reciprocamente, supongamos que N(a) = 1. Entonces, 1 = N(a) = aa.
Luego, como @ € Z[i], se sigue que @ es el inverso de «. Para probar la ultima afirmacién
observemos que o = a+bi € Z[i] es una unidad si y sélo si a® 4+ b* = 1. Entonces, a es invertible
siysolosi (a*>=1yb=0)o0 (a=0yb*=1). Por lo tanto, U(Z[i]) = {1,4,—1, —i}. |

Lema 5.2.2. Sean «a, € Z[i] con a # 0. Entonces, existen i, p € Z[i] tal que B = pa+ p con
N(p) < N(a).

Demostracion. Dado que a # 0 podemos considerar el cociente 5/a en C. Una simple compu-
tacién muestra que /o =1+ si con r, s € Q. Luego, existen niimeros enteros z e y tales que
|z —7r] <1/2y |y—s| <1/2. Tomemos pp =z +yiy p=(8/a— p)a. Es claro que p and p son
enteros de Gauss y 8 = pa+p. Notemos que N(8/a—p) = (r—z)*+(s—y)* < 1/4+1/4 = 1/2.
Entonces, N(p) = N((8/a — p)a) = N(B/a — u)N(ar) < 1/2N(ar) < N(«av). |
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Observacién 5.2.3.

(1) Podemos observar que el lema anterior nos afirma de la existencia de una “divisién Eucli-
diana” en Z[i| similar a la divisién Euclidiana en Z donde p es el cociente y p es el resto.
Pero tiene un desventaja notable: los enteros de Gauss iy p en el lema anterior no son
necesariamente tnicos (esto se puede notar en la demostracion del lema cuando elegimos

los enteros z e y).

(2) También observemos que en la prueba del lema anterior no solo hemos demostrado la
existencia del cociente y el resto, u y p respectivamente, sino que también obtuvimos un

algoritmo para encontrarlos.

Ejemplo 5.2.4. Determinemos en Z[i] el cociente y resto de dividir a =5 — 2i por b = 1 + 3.

Como
5—21 1 17 .

1+3 10 10"
los enteros z e y que estdan a una distancia menor o igual que 1/2 de —1/10 y —17/10, respec-

tivamente, son x = 0 e y = —2. Asi, tomamos ¢ = —2i y
r=a—qgb=(5—2i)— (=2i)(1+3i) = —1.

Sean «, § € Z[i] con o # 0. Diremos que « divide a 3, y lo denotaremos por « | 3, si existe
p € Z[i] tal que = pa. Esta definicién de divisibilidad es consistente con aquella dada en
Z. Es decir, si a,b € Z con a # 0 entonces a divide a b en Z si y sélo si a divide a b en Z[i].
La implicacién de izquierda a derecha es trivial. Supongamos que a | b en Z[i], entonces existe

p € Zi] tal que b = pa. Sea p = x + yi. Entonces,
b = za + yai,

lo cual implica que za = b y ya = 0. Dado que a # 0, obtenemos que y =0y asi up =z € Z.
Entonces b = za y por lo tanto a | b en Z.

Dos enteros de Gauss a y ( se dicen asociados si para una unidad o € {1,i,—1,—i} se
tiene que a = o3. Note que cada entero de Gauss es asociado a si mismo. Un entero de Gauss
que no es unidad y no tiene otros divisores que sus asociados y las unidades es llamado primo
en Zli] (o primo gaussiano).

La siguiente proposicién nos da un criterio para determinar algunos enteros gaussianos

primos.

Proposicién 5.2.5. Sea o € Zl[i]. Si la norma de o es un entero primo, entonces o es un

Primo gaussiano.

Demostracion. Sea a € Zli] tal que N(a) = p entero positivo primo. Supongamos que a = .
Entonces, p = N(a) = N(B)N(u). Entonces, como p es primo, N(8) = 1 o N(u) = 1. Con lo

cual, 5 o p es una unidad. Por lo tanto, o es un primo gaussiano. [ |
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La reciproca de la proposicion anterior no vale. Esto es, existen primos gaussianos cuyas
normas no son un entero primo. Por ejemplo, vimos que 3 es un primo gaussiano y N(3) = 9

no es un entero primo.

Ejemplo 5.2.6. El entero gaussiano 1 + ¢ es primo. Supongamos que hay o = a + bi, f =
x + yi € Z[i] tales que 1 + i = af. Luego, 2 = N(1 4+ ¢) = N(a)N(8). Con lo cual, N(a) =10
N(5) = 1. Entonces, por el Lema 5.2.1, « o § es una unidad. El entero primo 3 es un primo
gaussiano. En efecto, supongamos que 3 = af. Luego, 9 = N(3) = N(a)N(S). Con lo cual,
tenemos que N(a) = 1, 3 0 9 (podriamos concluir lo mismo para N(3)). Si N(a) = 1 entonces
« es una unidad, si N(«) = 9 entonces  es una unidad y si N(a) = 3 y a = a + bi, obtenemos
que a4+ b* = 3, lo cual es imposible en Z. Entonces, 3 no tiene otros divisores que las unidades
y sus asociados. Que el entero primo 3 sea un primo gaussiano podria llevarnos a pensar que
todo entero primo (en Z) es un primo gaussiano, lo cual rdpidamente vemos que no es verdad.
El 2 es un entero primo pero no un primo gaussiano, pues 2 = (1 +4)(1 —4) y 1 4+ 4 no es un

asociado de 2.
Lema 5.2.7. Todo entero primo p tal que p = —1(méd 4) es un primo gaussiano.

Demostracién. Supongamos que p = «af con a, 3 € Z[i]. Luego, p* = N(p) = N(a)N(p).
Entonces, N(a) =1, p o p? (también N(B) =1, p o p?). Si N(a) = 1 entonces « es una unidad,
si N(a) = p? entonces N() = 1, con lo cual 3 es una unidad. Si N(a) = p y a = a+bi, entonces
a® 4+ b* = p. Reduciendo la igualdad anterior médulo 4 (es decir, utilizando el homomorfismo
Z — 7,) tendriamos 3 = @* + 5°. Lo cual es imposible, ya que los tinicos cuadrados de Z4 son
0=0"=2"y1=1 =3 Por lo tanto, los tinicos divisores posibles de p son las unidades y

sus asociados. En consecuencia, p es un primo gaussiano. [ |

Los siguientes resultados, consecuencia de la divisién euclidiana, sobre el dominio de inte-

gridad Z[i] son andlogos a los correspondientes en Z.

Lema 5.2.8. Sean « y 8 enteros de Gauss no ambos nulos. Entonces, existe un entero ¢ de

Z[i] con las siguientes propiedades:

(1) 6layd|p;

(2) si ¢ es un entero de Gauss tal que &' | « y &' | 5, entonces §' | §;

(3) existen k,v € Z[i| tal que § = ka + V.

Cualesquiera dos enteros de Gauss teniendo las propiedades (1) y (2) son asociados.

Cualquier entero de Guass § con las propiedades (1) y (2) anteriores es llamado un mdzimo

comun divisor ((mcd) para abreviar) de a y (3, en cuyo caso escribimos («, ) = ¢

Demostracion. La prueba de la existencia de un entero de Gauss que cumpla las condiciones
(1)-(3) es andloga al caso de Z usando el algoritmo Euclidiano?. La ultima afirmacién es con-
secuencia del hecho que si d; y d; son (med) de « y 3, entonces 07 | 05 and d5 | §1. Con lo cual,

01 y 0o son asociados. [ ]

2También puede el lector ver el Teorema 5.4.5 en un contexto mas general.
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Lema 5.2.9. Sia | By y (o, B) = 1, entonces a | 7.

Demostracion. Ya que (o, 3) = 1, tenemos por el lema anterior que existen k,v € Z[i] tales
que 1 = ko 4+ vf. Luego, v = yka + yv . Como a divide a ko v a v, obtenemos que « divide

al miembro derecho de la ultima igualdad y por lo tanto, « | . |

Lema 5.2.10. Sean p, p1, ..., pn primos gaussianos tales que p | py ... p,. Entonces, p es aso-

ciado de p; para algin i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Supongamos que p | p1...p, y p es diferente de py,...,p,_1 y de todos sus
asociados. Luego, como p, p1, ..., p,—1 son primos gaussianos distintos, tenemos que (p, p;) = 1
para todoi € {1,2,...,n—1} y entonces (p, p1 ... pn—1) = 1. En consecuencia, del lema anterior

obtenemos que p | p,,. Por lo tanto, ya que p, es un primo gaussiano, p y p, son asociados. W

Teorema 5.2.11 (Teorema de Factorizacién Unica en Z[i]). Cada entero de Gauss o tal que
N(«a) > 1 puede ser representado como un producto de primos gaussianos. Esta representacion

es unica salvo el orden de los factores y la presencia de unidades.

Demostracion. Tenemos que probar dos cosas: la existencia y la unicidad de una tal represen-
tacion. Probamos primero la existencia. Usaremos induccién sobre N(«r). Si N(«) = 2, entonces
aesl+i, 1—i, —14+70 —1—1, los cuatro posibles enteros de Gauss de norma 2. El entero 141
es primo (como vimos en el Ejemplo 5.2.5) y los restantes tres enteros son asociados de 1 + i,
entonces todos ellos son primos gaussianos. Ahora supongamos que « es un entero de Gauss tal
que todo otro entero de Gauss 3 tal que N() < N(«) tiene una representacion en producto de
primos. Si « es primo, ya tenemos la representacion. Supongamos que « no es primo. Entonces,
a = B~ con By v no unidades y no asociados a «. Con lo cual, se tiene que 1 < N(5) < N(«)
y 1 < N(v) < N(«). Por la hipédtesis inductiva tenemos que

/

B=procipn ¥ Y= P
con los p; y p; primos gaussianos. Por lo tanto,

/

a=P07=p1. pufy P

Solo nos resta probar la unicidad. Supongamos que « tiene dos tales representaciones, esto
es,
A=p1.ePn="pL P
Entonces, p1 | p}...pm y con lo cual, por el lema anterior, obtenemos que p; es asociado de
algin primo pf, ..., p,,. Sin perdida de generalidad (reordenando si fuera necesario) podemos

suponer que p; y pj son asociados. Asi,

P1L-Pn = 0P1- .- Py

con ¢ una unidad. Entonces, ps...p, = op,...p. . Este argumento puede ser repetido de la
misma manera. Si n < m, obtendriamos que 1 = o’p/, _...pl  lo cual es imposible (andlo-
gamente si suponemos que m < n). Entonces, n = m y, p; y pi sn asociados. Por lo tanto, la

representacion es unica salvo el orden de los factores y la presencia de unidades. [ |
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Todo entero primo distinto de 2 y 3 es de la forma 4k +1 o0 4k — 1 (;por qué?). Hemos visto
en el Lema 5.2.6 que todo entero primo de la forma 4k — 1 es también un primo gaussiano.

Nos resta ver que pasa con el resto de enteros primos, es decir, los enteros primos de la forma
4k + 1.

Lema 5.2.12. Cada entero primo p distinto de 2 y 3 tal que p = 1(médd 4) es producto en Z[i

de dos primos gaussianos no-asoctados.

Demostracion. Sea p un entero primo tal que p = 1(méd 4). Como p es un primo impar, —1 es
un residuo cuadratico de p (Ver [11, pag. 59]), esto es, tenemos que existe un entero x tal que
2?2 = —1(mdd p). Asi p | (x® +1). Ahora, en Z[i] tenemos que 2°> +1 = (z +1i)(x —14). Si p fuera
un primo en Z[i] tendriamos que p divide a uno de los factores = +i o  — i, lo cual implicaria
que p | 1o p| —11lo que es imposible. Por lo tanto, p no es un primo gaussiano y entonces, por
el Teorema 5.2.10, se puede poner como el producto de dos factores que no son unidades.
Supongamos que p = a3 con a y 3 que no son unidades. Luego tenemos que p* = N(a)N(3)

y, como a y 3 no son unidades, obtenemos que N(a)) = N(3) = p. Entonces, aa = p = 35. Asf,
p=af =aa

lo que implica que 8 = @. Si a no fuera primo tendriamos que o« = p; ... p, con n > 1 y entonces
p = N(a) =N(p1)...N(p,), lo cual es claramente imposible ya que p es primo. Concluimos que
« es primo. Similarmente, 5 es primo. Resumiendo, tenemos que p = aa con « y @ primos de
Z[i]. Solo nos resta verificar que ellos no son asociados. Supongamos que « = a+bi y que @ = o@
con o € {1,i,—1,—i}. Si analizamos el caso o = i, tenemos que a + bi = i(a — bi) = b+ ai, con
lo cual @ = b. Entonces, p = a? + a® = 2a® y esto es una contradiccién. De la misma manera
analizando los otros casos llegamos igualmente a una contradiccion. Por lo tanto, o y @ no son

asociados. [ |

Por el Lema 5.2.6 podemos concluir que todo entero primo p = —1(méd 4) no puede escri-
birse como la suma de dos cuadrados. En efecto, si p = a* + b* = (a + bi)(a — bi) entonces, ya
que p es un primo gaussiano, N(a+bi) =1 o N(a — bi) = 1. Esto implica que p = 1. Ahora si p
es un entero primo tal que p = 1(mdéd 4), tenemos por el lema anterior que p = aa = a? + b2

Este es un resultado importante de Teoria de Niuimero:

Teorema 5.2.13. Cada primo p de la forma 4k + 1 puede ser expresado como la suma de dos

cuadrados, p = a® + b?, y esta representacidén es unica salvo el orden y signo de a y b.

5.3. Extensiones cuadraticas

En esta seccion presentamos una generalizacion de los enteros de Gauss introducidos en la
seccion anterior.
Sea d un ndmero entero no nulo. Consideremos vd € C que es una rafz cuadrada de d.

Definimos el conjunto

ZIVd) == {a+bVd:abeZ}.
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Un simple calculo permite demostrar que Z[v/d] es un subanillo de C (con unidad). Entonces,
en particular, Z[\/EZ] es un dominio de integridad y es llamado dominio cuadrdtico. Observe
que si d > 0, entonces Z[v/d] C R y si d < 0, entonces Z[vd] C C y Z[Vd]  R.

Sea d € Z un cuadrado, esto es, d = a? para algtin a € Z. Luego, no necesariamente se
cumple que si a + bvVd = x + yV/d, entonces a = z y b = y. Por ejemplo, 2 4+ 2v/4 = 4 + 1./4.

Necesitamos evitar estos casos, para obtener unicidad en la representacion de los niimeros en

Z[\Vd].

Proposicién 5.3.1. Sea d € Z no un cuadrado. Si a + bvVd = x + yv/d, entonces a = z y
b=uy.

Demostracién. Es suficiente con probar que a + bv/d = 0 implica que a = b = 0. Observe
que se cumple que a = 0 syss b = 0. Luego, suponemos por absurdo que a # 0 y b # 0.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que a y b son relativamente primos (si no lo son,
podemos dividir a + bv/d por el med(a,b)). Ahora, tenemos que a? = b?d. Como med(a,b) = 1,
esto implica que a? divide a d*. Entonces d = a?.q para un q € Z. Asi a® = b*>.d = b?a’.qy
simplificando obtenemos que 1 = b?.q. Esto implica, ya estamos trabajando en Z, que ¢ = b* = 1
y por lo tanto b = 1. Luego a? = d. Pero esto es absurdo, pues d no es un cuadrado. Por lo

tanto obtenemos que a = b = 0. |

En consecuencia, en lo que queda de seccién se asumira siempre que d no es un cuadrado.
Ahora podemos definir la siguiente funcién o: Z[v/d] — Z[v/d] como o(a+ bvb) = a — b\/d. Es
inmediato verificar que la funcién o es un isomorfismo de anillos. Ademaés, si d < 0 entonces o

es el conjugado usual de niimeros complejos; esto es, o(a+bvd) = o(a+by/|d|i) = a—by/|d]i =
a—bvd.

Ahora vamos a definir lo que serfa la “norma” en Z[v/d]. Definimos la funcién N: Z[v/d] — Z
por N(2) = z.0(2) = a>—db? para todo z = a+bv'd € Z[\/d]. Veamos ahora algunas propiedades

basicas de la norma N.
Proposicion 5.3.2. Las siguientes propiedades se cumplen para todo z € Z[\/E] ya € L:
1. N(z) =0 si y sdlo si z = 0;
2. N(1) =1;
3. N(z.w) = N(z).N(w);
4. N(a.z) = a®> N(2).
Demostracion. Las propiedades se deducen del hecho que o es un autoisomorfismo. |

Observemos que si d < 0, entonces N(z) > 0 para todo z € Z y asi N tiene una propiedad
importante que deberia tener una norma.

Vemos ahora, igual que en el Lema 5.2.1, como podemos caracterizar las unidades de Z[\/EZ]

3Escribamos a = p{*..... por, b=gqf". . ... Blm vy d=pt..... prm gt ¢m . Entonces, como a? = b%.d y la

factorizacién en primos es tnica obtenemos que d; = 3; para todoi=1,...,m
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Proposicién 5.3.3. Sea z € Z[\V/d]. Entonces, z es invertible si y solo si N(z) = +1.

Demostracion. Supongamos que N(z) = 1. Luego, z.0(z) = 1 y asi z es invertible. Recipro-
camente, supongamos que z es invertible, esto es, z.w = 1 para un w € Z[\/E] Luego,
1 =N(1) = N(z.w) = N(2).N(w). Entonces N(z) = £1. [

Ejemplo 5.3.4. Ya hemos visto que los elementos invertibles en Z[v/—1], es decir en los enteros
de Gauss, son &1 y 4i. Supongamos ahora que d < —1. Sea z = a + bv/d € Z[\/d] invertible.
Entonces 1 = a* — d.b* = a® +|d|.b*. Asi, necesariamente tenemos que b = 0 y entonces a = +1.
Por lo tanto, si d < —1 los tinicos elementos invertibles de Z[v/d] son 1 y —1. Un problema
diferente es la obtencién de los elementos invertibles de Z[v/d] cuando d > 0. Este caso esta

fuera de los alcances de estos apuntes. El lector interesado puede consultar [?].

Como ya hemos visto, en los enteros de Gauss Z[v/—1] existe una divisién Euclideana. Ahora

veremos que no en toda extensién cuadratica Z[v/d] existe una divisién Euclideana.

Proposicién 5.3.5. Sean «, € Z[/—2] tal que o« # 0. Entonces, existen p, p € Z[\/—2| tales
que 8= p.oa+ p y N(p) < N(a).

Demostracion. La demostracién sigue el mismo argumento que en la demostracion del Lema
5.2.2. Dado que o # 0, podemos considerar el cociente 5/a en C. Un simple calculo muestra
que B/a =1+ sv/2i con 1,5 € Q. Podemos elegir niimeros enteros z e y tales que |z —r| < 1/2
y ly — s| < 1/2. Tomemos ahora p = x4+ yi y p = (8/a — p)a. Notemos que N(8/a — p) =
(r—z)*+2(s —y)? <1/4+21/4 =3/4 < 1. Entonces, N(p) = N((8/a — pu).a) = N(B/av —
1).N(a) < 3/4.N(a) < N(a). |

5.4. Dominios Euclidianos

En la seccién anterior estudiamos el dominio de integridad Z[i] a través de la norma
N: Z[i] = Z>y, la cual nos permitié obtener un algoritmo de divisién y en consecuencia deduci-
mos varios resultados analogos que se cumplen en Z. Podemos abstraer esta nociéon de “norma”
a un dominio de integridad y estudiar aquellos dominios en los cuales es posible definir una

dicha norma.

Definicién 5.4.1. Sea D un dominio de integridad. Llamaremos a D un dominio Euclidiano

(DU) si existe una funciéon N: D — Zs( que verifica las siguientes propiedades:

(E1) N(a) < N(a.b) para todos a,b € D no nulos;

(E2) sia,b € D conb # 0, entonces existen ¢, € D tal que a = bg+r con r = 0 0 N(r) < N(b).
Ejemplo 5.4.2.

(1) Z con el valor absoluto |.|: Z — Z>( es un dominio Euclidiano.

(2) Zli] con la norma N: Z[i] — Z>( como definida en la seccién anterior es un (DU).
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(3) Sea R el cuerpo de los nimeros reales. Consideremos el dominio de integridad de los po-
linomios con coeficientes reales, R[X]. Definimos N: R[X]| — Z>¢ como N(0) = 0 y para
cada f € R[X], f # 0, N(f) = gr(f). Entonces, R[X] con N es un dominio Euclidiano,
donde el algoritmo de la divisién es el usual estudiado en un curso de Algebra bésica. Mas

adelante veremos que R se puede reemplazar por cualquier cuerpo K.

(4) Un cuerpo K es trivialmente un dominio euclideano definiendo N(0) = 0 y N(a) = 1 para

todo a € K no nulo.
Teorema 5.4.3. Todo dominio Fuclidiano D es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Sea I un ideal de D. Si I = {0}, entonces I es trivialmente un ideal principal.

Supongamos que [ # {0}. Luego, existe a € I tal que
N(a) = min{N(z): x € I\ {0}}.

Ahora queremos probar que I = (a). Es claro que (a) C I. Sea x € I. Por la condicién (E2),
existen ¢,r € D tal que z = ag+ r con r = 0 o N(r) < N(a). Observemos que r = x —aq y
asi 7 € I. Pero como N(a) es el minimo, tenemos que r = 0. Con lo cual, x = aq y entonces
x € (a). Por lo tanto, I = (a). ]

1++/—19
2

Ejemplo 5.4.4. En Teoria Algebraica de Numeros es probado que el anillo Z [ } es un

IHv-19 VQ_IQ} no es un dominio

dominio de ideales principales. En 1949, T. S. Motzkin probé que Z [
euclideano mostrando que no tiene una propiedad que los dominios euclideanos tienen. Para

mas detalles dirigimos al lector a [14, p. 153-154].

Como todo dominio Euclidiano es un dominio de ideales principales (y asi también un
dominio de factorizacién unica), para todo par de elementos a y b sabemos que existe el maximo
comun divisor de a y b. Pero, si no conocemos la factorizacion de a y b como producto de primos
no tenemos una manera de determinar el mcd. Ahora, si estamos en un dominio Euclidiano
tenemos un algoritmo que nos permite calcular el med de todo par de elementos. Dicho algoritmo
es llamado el algoritmo de Fuclides (el cual es andlogo al algoritmo de Euclides conocido en los

enteros).

Teorema 5.4.5 (Algoritmo de Euclides). Sea D un dominio Euclidiano y sean a,b € D con

b # 0. Consideremos las divisiones sucesivas

b = ag+m, N(ri)<N(a)
a = rq +r2, N(r2) <N(r)
i = raqe+ 13, N(r3) < N(ro)

Ti = Tipaiv1 + Tivz, N(rip2) < N(ri)
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Entonces, existe un n > 0 tal que

'n = Tnt+1Qn+1

Y Tne1 €S el maximo comun divisor de a y b.

Ejemplo 5.4.6. El dominio de integridad
ZIV2) = {z +yV2: 2,y € Z}
con la funcién N: Z[v/2] — Z= definida por
N(z +yv2) = o — 24|

para cada x + yv/2 € Z[v/2], es un dominio Euclidiano.

5.5. El anillo de polinomios

En esta seccion introduciremos una nocién formal de “polinomio” sobre un anillo.

En lo que sigue los anillos considerados serdn conmutativos con unidad. Sea A un anillo.
Denotamos por AN al conjunto de todas las funciones f: N — A o si lo prefiere, al conjunto de
todas las sucesiones (a; : ¢ > 0) = (ag,a1,a2,...,a0,,...). Definimos dos operaciones binarias

sobre AN, una suma y un producto, de la siguiente manera:
(f +9)(n) = f(n) +g(n) ¥n >0

(f-9)(n) = f(0)g(n) + fF(L)g(n — 1) 4+~ + f(n = 1)g(1) + f(1)g(0)
= > fli)gl) Vn=0. (5.1)

i+j=n
No es dificil pero si tedioso verificar que AN con las operaciones recién definidas es un anillo
conmutativo con unidad. El anillo A puede ser identificado (es decir, inmerso) en el anillo
AN dado que la aplicacién a € A — (a,0,0,...,0...) € AY es un monomorfismo. Con esta

identificacién tenemos que
a.(ag,a,...,a,,...) = (aag,aa,...,aa,,...)sia€ A.

Sea X := (0,1,0,...,0,...) € AN, Entonces se verifica que X™ = (0,...,0,1,0,...) (un

tnico 1 en la n-esima posicién). Utilizando la identificacién anterior tenemos que
-1
ap+ a1 X +as X + -+ a, 1 X" 4+ a, X" = (ag,a1,az,...,a,,0,0,...).

Definicién 5.5.1. Diremos que un elemento f € AY es un polinomio si existe un h € N tal
que a; = 0 para todo ¢ > h. Si f # 0 es un polinomio, el mayor n tal que a, # 0 serd llamado el
grado de f y, en tal caso a, es llamado el coeficiente principal de f. Los polinomios cuyos

coeficientes principales son 1 seran llamados maoénzicos.
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Denotaremos por A[X] al conjunto de todos los polinomios de AY. Como vimos AN con la
suma y el producto antes definidos es un anillo, ahora veremos que A[X] con esas operaciones
es también un anillo, esto es, un subanillo de AY. Sean f = (a;) y g = (b;) dos polinomios
y supongamos que a; = 0 para todo ¢« > u y que b; = 0 para todo 7 > v. Entonces, es claro
que a; + b; = 0 para todo i > max(u,v). Entonces, f + g es un polinomio. Si n > u + v en
la férmula (5.1), tenemos que a; = 0 0 b; = 0%, con lo cual (f.g)(n) = 0. Entonces, f.g es un
polinomio. Por lo tanto A[X] es un anillo conmutativo con unidad, lo llamaremos el anillo de
polinomzios con coeficientes en A.

Cada polinomio f = a, X" + a, 1 X" ' + -+ +a; X + ap € A[X] define una aplicacién de A
en A dada por

a €A a4+ ap 1™t Faja+ag € A

Denotaremos por f(a) := a,a" + ap,_10" ' + -+ - 4+ a1 + a¢ para cada polinomio f € A[X]y
cada a € A.

Lema 5.5.2. Sean f,g € A[X]| no nulos con gr(f) =n y gr(g) = m. Entonces,

(1) gr(f +g) < max(gr(f), er(g));

(2) gr(f.g) < gr(f) + gr(g); si el coeficiente principal de f no es un divisor de cero en A,
entonces gr(f.g) = gr(f) + £x(g).

Lema 5.5.3. Sea A un dominio de integridad. Entonces

(1) gr(f.g) = gr(f) +er(g) si f y g son polinomios no nulos;

(2) los elementos invertibles de A[X] son exactamente los elementos invertibles de A;
(3) A[X] es un dominio de integridad.

Sea I un ideal de un anillo A. Ahora, considere el ideal (I) de A[X] generado por I. Una
comprobacién directa prueba que (I) es el conjunto de todos los polinomios de A[X] con

coeficientes en I. Esto es, (I} = I[X]. Ahora, veremos cudl es la conexién entre los ideales de

Ay los de A[X].

Proposicién 5.5.4. Sea I un ideal de un anillo A y sea (I) el ideal de A[X] generado por I.
Entonces,

A[X/(T) = (A/D]X].
Ademds, si I es un ideal primo de A, entonces (I) es un ideal primo de A[X].

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién ¢: A[X| — (A/I)[X] definida por

lapn X"+ -+ a1 X 4+ ag) = [a,) X" + -+ - + [a1] X + [ao].

4Tenemos n > u+vy i+ j =n. Entonces, i > w0 j>v. Pues,sii<uyj<wventoncesn=i+j<u+v
lo cual es absurdo.



Capitulo 5. Dominios 89

De aqui obtenemos directamente que ¢ es un epimorfismo de anillos tal que Nu(y) = I[X]| = (I)

(la comprobacién de estos dos hechos se deja a cargo del lector). Por lo tanto,
AIX]/(I) = (A/D[X].

Supongamos que [ es un ideal primo de A. Luego, por el Lema 4.5.6, A/I es un dominio de
integridad. Entonces (A/I)[X] es un dominio de integridad. En consecuencia, por el isomorfismo
anterior, A[X]/(I) es un dominio de integridad y usando de nuevo el Lema 4.5.6 obtenemos

que (I) es un ideal primo de A[X]. |

Observacion 5.5.5. Note que en la tltima afirmacion del lema anterior no podemos reemplazar
el adjetivo primo por el de maximal. Es decir, no es verdad que si I es un ideal maximal de
un anillo A, entonces el ideal (I) del anillo de polinomios A[X] generado por I es maximal.
En efecto, es claro que el ideal I = (2) de Z es maximal. Pero ya hemos probado (ver Ejemplo
4.5.9) que el ideal (I} = {p(X) € Z[X] : todos los coeficientes de p(X) son pares} de Z[X] no

es un ideal maximal de Z[X].
A pesar de la observacion anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.5.6. Sea A un anillo. Si I es un ideal maximal de A, entonces el ideal (I, X)

de A[X] generado por I y X es mazimal en A[X].

Demostracion. La demostracién de este resultado es una reproduccion, convenientemente ge-
neralizada, del argumento usado en el Ejemplo 4.5.4 (2) donde se probé que el ideal (2, X) de
Z]X] es maximal. Veamos primero que (I, X) = {p(X) € Z[X] : p(0) € I}. Sea p(X) € (I, X).
Entonces existen polinomios f(X), g(X) y h(X) tales que f(X) € I|X]y p(X) = f(X).g(X)+
h(X).X. Luego, p(0) = £(0).9(0) € I porque f(0) € I e I es un ideal de A. Reciprocamente,
supongamos que p(X) es un polinomio tal que p(0) € I. Supongamos que p(X) = a, X™ +
A 1 X" 14 +a; X +ap. Entonces, p(X) = (@, X" ' +a, 1 X" 2+ -+a1)X +1.ap € (I,X).
Por lo tanto, obtenemos la igualdad buscada. Ahora vamos a definir la funcién ¢: A[X]| — A/I
como ¢(p(X)) = [p(0)]. Es directo chequear que ¢ es un epimorfismo y Nu(p) = (I, X). Luego,
por el Teorema 4.2.6, tenemos que A[X]/(I,X) = A/I. Como [ es un ideal maximal de A,
A/I es un cuerpo y asi A[X]/(I, X) es un cuerpo. Por lo tanto, (I, X) es un ideal maximal de
A[X]. |

Teorema 5.5.7. Sea f € A[X], f # 0 y supongamos que el coeficiente principal de f es
invertible. Si g € A[X], entonces existe q,r € A[X] tales que g = f.q+ 71 conr = 0 o

gr(r) < gr(f). Ademds, q y r estdn univocamente determinados.

Demostracion. Si gr(g) < gr(f) tenemos que g = f.0 4+ g. Supongamos entonces que gr(f) <
gr(g). Sea f = a, X"+ --+a1 X +ap con a, invertible en Ay sea g = b,, X"+ - -+b; X +by con
b, # 0. El polinomio g — ba, ' X™ " f es de grado menor que gr(g). Por induccién podemos

suponer que existen ¢; y r tales que

G —bpa, ' X™ " f = f.q +rconr=0o0gr(r) < gr(f).
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De donde nos queda que
g=q.f+r

conr =0 o gr(r) < gr(f).

Supongamos que g = f.q1 +r con r; = 00 gr(r;) < gr(f). Ademés supongamos que q # ¢;.
Tenemos que (¢ —q1).f =1 —r y como el coeficiente principal de f es invertible (en particular
no es divisor de cero), gr(f) < gr(¢ —q1) + gr(f) = er((¢ — q1).f) = gr(r1 —r) < gr(f), lo que
es absurdo. Entonces, ¢ = ¢, de donde resulta también que r = ry. [ |

Ahora veremos algunas consecuencias importantes del teorema anterior. Sea K un cuerpo.
Consideremos la funcién N: K[X]| — N definida por N(p(X)) = gr(p(X)) = grado de p(X).

Entonces, por el teorema anterior y por el Lema 5.5.3, tenemos lo siguiente:
Proposicién 5.5.8. Sea K un cuerpo. Entonces, K[X] es un dominio Euclideano.

Una consecuencia directa de la proposicion anterior es que para cada cuerpo K, el anillo de
polinomios K [X] es un dominio de ideales principales y asi también un dominio de factorizaciéon
tnica. Por lo tanto, es interesante e importante conocer los elementos irreducibles de K[X]. La

siguiente definiciéon considera un caso un poco mas general.

Definicién 5.5.9. Sea A un dominio de integridad. Diremos que un polinomio no constante
f(X) es @rreducible si no puede escribirse como producto de dos polinomios no constantes.
Esto es, f(X) es irreducible si y sélo si f(X) = p(X).q(X) para algunos p(X), ¢(X) € A[X]
implica que p(X) € A 0 ¢(X) € A (esto es, p(X) o q(X) son constantes). En caso contrario,

diremos que f es reducible

Como A es un dominio de integridad, no todos los elementos no nulos son invertibles y asi
esta definicién no coincide exactamente con la Definicién 5.1.3 de elemento irreducible en un
anillo. Pero si nos restringimos a un cuerpo K y tenemos en cuenta que los elementos invertibles
(las unidades) del dominio K[X] son exactamente los elementos invertibles de K (esto es, todo
los elementos no nulos de K') obtenemos que ambas definiciones coinciden.

Determinar si un polinomio es irreducible o no, es a menudo una tarea dificil de llevar
a cabo. El objetivo ahora serd presentar algunas herramientas y criterios para determinar la

irreducibilidad de polinomios.

Definicién 5.5.10. Sea A un anillo y p(X) € A[X]. Un elemento a € A es llamado una raiz
de p(X) si p(a) = 0.

Lema 5.5.11. Sea f(X) € A[X], f(X) #0. Para que a € A sea raiz de f(X) es necesario y

suficiente que el polinomio X — a sea un divisor de f(X).

Demostracion. Como el coeficiente del polinomio X —a es 1 (y asi invertible), podemos escribir
f(X)=(X—a)qg(X)+7r(X)conr(X)=0o0gr(r(X)) < 1. Entonces, f(X)= (X —a)q(X)+r
con r(X) =r € A. Entonces, ahora es claro que a es raiz de f(X) syss X — a es un divisor de
f(X). u
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Definicién 5.5.12. Diremos que una raiz a de un polinomio p(X) tiene orden de multipli-
cidad k, si k es el mayor natural tal que p(X) = (X — a)k.q(X) con ¢(X) € A[X]. En otras
palabras, la raiz a tiene orden de multiplicidad & si p(X) = (X — a)*.q(X) para un polinomio
q(X) tal que g(a) # 0.

Se dice que un elemento a es una raiz maltiple de un polinomio p(X) si su orden de
multiplicidad es mayor o igual a 2. En otras palabras, a es un raiz multiple de p(X) si p(X) =
(X — a)q(X) para algin polinomio ¢(X). Si el orden de multiplicidad de a es 1, entonces se

dice que a es una raiz simple de p(X).

Proposicién 5.5.13. Sea A un dominio de integridad y p(X) € A[X]. Si ay,...,as son raices
distintas de p(X), entonces

donde ky, ..., ks son las multiplicidades de las raices ay, ..., as, respectivamente y q(X) es un
polinomio tal que q(a;) # 0 para todo i = 1,...,s. Ademds k1 + --- + ks < gr(p(X)).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el niimero de raices distintas de un polino-
mio. Para s = 1, es trivial por definiciéon del orden de multiplicidad. Supongamos que pa-
ra todo polinomio p(X) con s raices distintas, tenemos el resultado de la proposicién. Sean
ay,...,as,as11 S+ 1 raices distintas de p(X). Si k; es el orden de multiplicidad de a;, entonces
p(X) = (X — a1)".q(X) con ¢(X) tal que g(a;) # 0. Como A es un dominio de integri-
dad, tenemos que ay, ..., a5y son raices distintas del polinomio ¢(X). Luego, por la hipétesis
inductiva, tenemos que ¢(X) = (X — az)*..... (X — ag1)"+1.¢'(X) donde ky,..., ks son
los 6rdenes de multiplicidad de las raices as, ..., a1, respectivamente, y ¢'(X) es un poli-
nomio tal que ¢'(a;) # 0 para todo j = 2,...,s + 1. Observemos que ¢'(a;) # 0. Entonces
p(X) = (X—ay)k..... (X —asy1)"1.¢'(X). Ademds es claro que ky+- - +koy g < gr(p(X)). N

Corolario 5.5.14. Sea A un dominio de integridad. Si f(X) € A[X] es un polinomio de grado

n, entonces f(X) tiene a lo sumo n raices, contando multiplicidades.

Lema 5.5.15. Sea K un cuerpo. Un polinomio f(X) € K[X]| de grado dos o tres es irreducible

sty solo si no tiene raices en K.

El siguiente criterio para chequear irreducibilidad de polinomios usa la Proposicién 5.5.4 y
consiste en reducir los coeficientes del polinomio en cuestion modulo algin ideal. En particular,
este criterio no es 1til en caso de polinomios con coeficientes en cuerpos, ya que en un cuerpo

los unicos ideales son los triviales.

Proposicién 5.5.16. Sea A un dominio de integridad e I un ideal propio de A. Sea p(X) un
polinomio mdnico no constante de A[X]. Si la imagen de p(X) en (A/I)[X] (ver Proposicién
5.5.4) no puede ser factorizado en (A/I)[X] en el producto de dos polinomios de menor grado,

entonces p(X) es irreducible en A[X].
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Demostracion. Supongamos que la imagen de p(X) en (A/I)[X] no puede ser factorizado en
(A/I)[X] y que p(X) es reducible en A[X]. Luego, existen polinomios ménicos no constantes
f(X) y g(X) tales que p(X) = f(X).g(X). Entonces, por la Proposicién 5.5.4, reduciendo los
coeficientes en p(X) = f(X).g(X) médulo I obtenemos una factorizacién en (A/I)[X] de la
imagen de p(X) en dos polinomios no constantes de menor grado, lo cual es una contradiccién.

n

Esta proposicion nos dice que si podemos encontrar un ideal propio para el cual el polinomio
reducido no puede ser factorizado en el cociente, entonces el polinomio mismo es irreducible.
Esto no implica que no puedan existir polinomios irreducibles cuyas reducciones moédulo bajo
cualquier ideal propio sean reducibles. Por ejemplo, en Z[X] el polinomio % + 1 es irreducible
pero es reducible médulo cada ideal primo de Z (una prueba de esto puede verse en [1]) y el

polinomio z* — 72x2 + 4 es irreducible en Z[X] pero es reducible médulo cada ideal de Z.

Ejemplo 5.5.17. Consideremos el polinomio p(X) = X?+X+1 en Z[X]. Tomemos la reduccién
de p(X) es Zy[X], asf este es el mismo p(X) = X? + X + 1. Este polinomio es irreducible en
Zs[X] porque no tiene raices en Zy. Entonces, por la proposicién anterior, p(X) es irreducible
también en Z[X]. El polinomio ¢(X) = X? + 1 es irreducible en Z[X]| porque su reduccién
es irreducible en Z3[X]| (ya que no tiene raices en Zs) pero la reduccién de q(X) a Zy[X] es
reducible (porque 1 € Zy es raiz de la reduccién de ¢(X)). Esto muestra que la reciproca de la

proposicion anterior no se cumple.

Proposicién 5.5.18 (Lema de Gauss). Sea A un (DFU) y sea K su cuerpo cociente. Sea p(X)
un polinomio de A[X]. Si p(X) = A(X).B(X) para algunos polinomios no constantes A(X) y
B(X) de K[X], entonces existen elementos no nulos r y s de K tales que a(X) := r.A(X) y
b(X) := s.B(X) son polinomios de A[X] y p(X) = a(X).b(X). Esto implica que si p(X) es un
polinomio de A[X]| reducible en K[X], entonces p(X) es reducible en A[X].

Demostracion. Una prueba de este resultado puede verse en [1, Capitulo 9.3] (véase también
[8, Teorema 4.6.3]). |

Proposicién 5.5.19 (Criterio de Eisenstein). Sea A un dominio de integridad y sea P un
ideal primo de A. Sea p(X) = X" 4+ a, 1 X" '+ + a1 X + ag un polinomio en A[X] tal que

Un_1,-..,0a1,a son todos elementos de P y suponga que ag & P*. Entonces, p(X) es irreducible
en A[X].
Demostracion. [ |

Enunciemos el Criterio de Eisenstein para el dominio de integridad Z[X].

Corolario 5.5.20. Sea f(X) = X"+ a, 1 X" ' + - + a1 X + a9 un polinomio de Z[X]. Si
existe un entero primo p tal que p divide a a; para todo i = 0,...,n— 1 pero p* no divide a ay,
entonces f(X) es irreducible en Z[X] y en Q[X].

Ejemplo 5.5.21.
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(1) Sea p(X) = X°—6X3+4X?—10. Como 2 divide a los coeficientes —6, 4 y al —10 y ademds
4 = 22 no divide al —10, entonces el criterio Eisenstein asegura que el polinomio p(X) es
irreducible en Z[X] y en Q[X].

(2) Sea p(X) = X* + 1. Tal como esta el polinomio p(X), no se puede aplicar directamente
el criterio de Eisenstein. Consideremos el polinomio ¢(X) :=p(X +1) = (X + 1) +1 =
X44+4X3+6X?+4X +2. Ahora si aplicamos el criterio de Eisenstein al polinomio ¢(X) con
el primo 2, entonce ¢(X) es irreducible en Z[X]. Luego, la irreducibilidad de ¢(X) implica
la irreducibilidad de p(X).

(3) Sea p(X) = 5X% — 7X + 7. Como este polinomio no es ménico, no podemos aplicar di-
rectamente el criterio de Eisenstein. Vemos como hacemos para poder utilizar el criterio
para chequear la irreducibilidad de p(X). Consideremos el polinomio ¢(X) = 5%p(X) =
51X* —53.7X +53.7. Ahora tomando Y = 5X, g(X) = h(Y) = Y* - 175Y + 875. Entonces
podemos ver, tomando el primo 7, que el polinomio h(Y") es irreducible. Luego, la irredu-

cibilidad de A(Y') implica la de g(X) y la de este implica la irreducibilidad del polinomio
p(X).

Sea K un cuerpo. Sabemos entonces que el anillo de polinomios K[X] es un dominio Eu-
clideano y asi, en particular, es un (DIP). Entonces, por la Proposicién 5.1.15, tenemos que
un polinomio p(X) de K[X] es irreducible si y sélo si el ideal principal (p(X)) de K[X] es

maximal. Esto nos permite concluir directamente el siguiente resultado:

Corolario 5.5.22. Sea K un cuerpo y sea p(X) un polinomio de K[X]. Entonces, K[X]/{p(X))

es un cuerpo si y solo si p(X) es irreducible.

El corolario anterior nos muestra como los polinomios irreducibles juegan en K[X] el papel
que los nimeros primos juegan en Z. Recordemos como obteniamos cuerpos finitos a partir de
7, y numeros primos: tomando un primo p de Z, los enteros médulo p formaban un cuerpo y
ademas vimos que Z, = Z/(p) y donde (p) es un ideal maximal.

Sea A un dominio de integridad. Sea f € A[X] un polinomio unitario de grado n, digamos
f=X"+a, X" 4+ -+ a; X + ag. Sea {f) el ideal generado por f y tomemos el anillo
cociente A[X]/(f). A continuacién veremos que las clases de equivalencia de A[X]/(f) estdn
en correspondencia uno a uno con los polinomios de grado menor que n. Es decir, en cada clase
de equivalencia hay uno y sélo un polinomio de grado menor que n.

Para el elemento neutro de A[X]/(f), (f) = [0], es claro. Sea g € A[X]|y g ¢ (f). Podemos
escribir g = fqg+1r con q,r € A[X] y gr(r) < gr(f) = n. Luego, g —r = fq € (f) y esto implica
que [g] = [r]. Asi, tenemos que toda clase de equivalencia contiene un polinomio de grado menor
que n. Sean hi, hy € A[X] tales que gr(hi),gr(he) < ny [hi] = [he]. Entonces, hy — hy = fg
para algin g € A[X]. Como gr(h; — hs) < ny gr(fg) = gr(f) + gr(g) > n, necesariamente se
tiene que g = 0. Lo cual implica que h; = hy. Por lo tanto, en cada clase de equivalencia no
nula hay uno y sélo un polinomio de grado menor que n. Dada una clase de equivalencia, para

determinar su polinomio representante de grado menor que n, basta tomar cualquier elemento
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de la clase, dividirlo por f y tomar el resto. Ademads, si el anillo A es finito, podemos concluir
que el cardinal de A[X]/(f) es |A|". Esto es,

[ AT/ = A"

Sea. A un anillo conmutativo con unidad y sea f = X" + ap 1 X" P+ -+ a1 X +ay €
A[X]. Consideremos la aplicacién ¢ : A — A[X]/(f) dada por ¢(r) = [r]. Es claro que ¢
es un homomorfismo inyectivo, con lo cual nos permite identificar cada r € A con su imagen
[r] € A[X]/(f). Si a € A[X]/(f), entonces existe un tinico polinomio g € A[X] de grado menor
an, digamos g = cy+ ;X + -+ +a, 1 X", tal que a = [g]. Asf,

a=[g] = [eo] + [a][X] + -+ [cu][X" ] = o+ + -+ cp7
donde hemos utilizado la identificacién ¢; «— [¢;] v hemos reemplazado [X]| por 6. Por otra
parte, tenemos que

0=[0]=ao+al+-+a,_10"" + 0"

Por lo tanto, podemos ver los elementos de A[X]/(f) tienen una unica expresién de la forma
co+clf+ -+ cp10" 1t conc € Ay tal que ag + a0 + - + a,—10"1 + 0" = 0. Entonces,
utilizando las expresiones de A[X]/(f), la relaciéon de f(6) = 0 y las propiedades de anillos
podemos determinar las operaciones de A[X]/(f).
Ejemplo 5.5.23. Sea f(X) = X? + 1 € Z3[X]. Notemos que f(X) es irreducible, pues es de
grado 2 y no tiene raices en Zsz. Asi tenemos que el ideal (f(X)) es maximal y por lo tanto
Z3|X]/(f(X)) es un cuerpo de orden 3* = 9. Los elementos de Z3[X]/(f(X)) son de la forma
a+ b con a,b € Zj. Para operar en Z3[X]/(f) utilizamos las operaciones de anillo en Zs y la
relacién 6% + 1 = 0, es decir que #* = —1 = 2. Por ejemplo, (1 +6)(1+0) = 1+ 20 + 6% =
1+204+2=20; (1+6)0=0+6%=06+2.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1. Sea A un dominio de factorizacion tnica y sea u una unidad de A. Entonces,

para cualquier elemento a € A, el méximo comun divisor de u y a es (salvo asociados) u.

Ejercicio 5.2. Sea d un entero que no es un cuadrado. Probar que la funcién o : Z[v/d] — Z[\/d]
definida por o(a 4+ bv/d) = a — by/d es un autoisomorfismo.

Ejercicio 5.3. Probar las propiedades de la Proposicién 5.3.2.
Ejercicio 5.4. Sea d € Z tal que d no es un cuadrado. Probar que si o € Z[\/&] es tal que

N(a) = p es un entero primo, entonces o es un elemento irreducible de o € Z[v/d].

Ejercicio 5.5. Probar que todo entero primo p tal que p = —1(mdd 4) es un elemento irredu-
cible de Z[v/—5].

Ejercicio 5.6. Probar la siguiente generalizacion del criterio de Eisenstein. Sea f(X) = a, X"+

Ap1 X" 1 4+ -+ + a1 X + ap un polinomio con coeficientes enteros. Si existe un entero primo p

tal que p{ an, p| @n_1,...,p | ap pero p* { ag, entonces f(X) es irreducible en Z[X] y en Q[X].

Ejercicio 5.7. Hallar un cuerpo con 125 elementos.



Capitulo 6
Extensiones de Cuerpos

En este capitulo presentamos una breve introducciéon al estudio de la teoria de cuerpos, con
especial atencion al concepto de extensiones de cuerpos. Podemos decir, a grandes rasgo, que el
material presentado en este capitulo constituye la base o tal vez mejor dicho, los pre requisitos
necesarios para comenzar el estudio de la Teoria de Galois.

El estudio de extensiones de cuerpos permite, entre otras muchas e importantes cosas,
realizar una clasificacién completa de todos los cuerpos finitos. También se vera en este capitulo
que todo polinomio P(X) sobre un cuerpo F' tiene al menos una raiz en alguna extension de

F (F C K) convenientemente elegida.

6.1. Cuerpos

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos basicos de la teoria de cuerpos. Co-

menzamos con la siguiente definicion.

Definicién 6.1.1. Sea K un cuerpo. Un subconjunto no vacio F' de K es llamado subcuerpo

de K si F' es un subanillo de K el cual es de hecho un cuerpo.

La siguiente proposicion da una caracterizacion ttil y sencilla de la nocién de subcuerpo.

Dejamos los detalles de la demostracién a cargo del lector.

Proposicion 6.1.2. Sea K un cuerpo y F' un subconjunto no vacio de K. Entonces, F' es un

subcuerpo de K si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
(1) 1eF,

(2) sia,be F, entoncesa—be F y

(3) sia,b€e F yb+#0, entonces ab™! € F

Definicién 6.1.3. Sea K un cuerpo. Diremos que K tiene (o es de) caracteristica p # 0 si
p es el menor entero positivo n tal que n.a = 0 para todo a € K. Si no existe un tal p que

verifique la condicién se dird que K es de caracteristica 0.

95
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Ejemplo 6.1.4.
(1) Sea p un entero positivo primo. Entonces el cuerpo Z, es de caracteristica p.

(2) Todo cuerpo finito es de caracteristica no nula. Si K es un cuerpo con n elementos, entonces
sabemos (considerando a K como grupo abeliano con respecto a +) que n.a = 0 para todo
a € K. Asi, por el Principio de Buena Ordenacion de los nimeros naturales, sabemos que

existe un entero positivo p tal que es el menor que verifica que p.a = 0 para todo a € K.

(3) En el Ejemplo 5.5.23 vimos que Z3[X]/(X?+1) es un cuerpo con 9 elementos. Es claro que
3.(af 4+ b) = 0 para todo elemento af + b de Z3[X]/(X? + 1) y asf la caracteristica de dicho

cuerpo es 3.
Proposicion 6.1.5. La caracteristica de cualquier cuerpo K es cero o un nimero primo p.

Demostracion. Sea K un cuerpo. Si la caracteristica de K es cero, entonces no hay nada que
probar. Supongamos que la caracteristica de K es p. Si p no es primo, entonces p = s.t con
l<s<pyl<t<p Como (s.lg)(t.1lg) = (st)lx = p.lx = 0y K es en particular un
dominio de integridad, tenemos que s.1x = 0 o t.1x = 0. Si s.1x = 0, entonces para todo
elemento a € K, s.a = (s.1x).a = 0.a = 0. Lo cual es imposible pues p es la caracteristica de

K y 1 < s < p. Andlogamente si t.1x = 0. Por lo tanto, p es un nimero primo. [ |

La siguiente proposicién muestra una propiedad interesante y 1til de aquellos cuerpos que

tiene caracteristica no nula.

Proposicion 6.1.6. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Entonces, para todos a,b € K y

todo entero positivo n, (a + b)P" = aP" + bP".

Demostracién. Afirmamos primero que el teorema del binomio de Newton (a+b)" = >} (#)a"*.b*
es valido en todo dominio de integridad (se deja la prueba a cargo del lector). Ya que p es pri-
mo, tenemos que para cada 0 < k < p, p divide al coeficiente binomial (7). Entonces, como
la caracteristica de K es p y cada coeficiente binomial (7) con 0 < k < p es un multiplo de p,

tenemos que
P

(a+b)? => H)a** b =a” + 1.
k=0
Ahora probaremos (a + b)?" = a?" + b*" por induccién sobre n. Para n = 1, lo acabamos de

probar. Supongamos que es valido para n — 1. Entonces,
n — p n— n— p n n
(a+0b)? :<(a+b)p 1) :<ap R 1) =a’ + V. |

Los cuerpos Q y Z, con p primo, juegan un rol importante en el estudio de la teoria de
cuerpos. Una de las propiedades que comparten estos cuerpos es que ellos no poseen subcuerpos
propios y, como veremos enseguida, todo cuerpo contiene como subcuerpo una copia isomorfica

de uno u otro de ellos.

Dado que (}) = %(zj), se sigue que p | k.(§) y como p es primo y k < p, obtenemos que p | (7).



Capitulo 6. Extensiones de Cuerpos 97

Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Entonces los elementos de la forma n.1x (donde n € Z
y 1k es la unidad de K) son todos distintos (véase Ejercicio 6.4) y ellos forman un subanillo

isomorfo a Z. Tenemos ahora que el conjunto
{ Ig(nlg)™ m,nEZconn;éO}

1
:{m K mnEZconn;éO}

5

es de hecho un subcuerpo de K isomorfo a Q. En otras palabras, el subcuerpo P(K) es el

3|3:

nEZconn#O}

cuerpo de fracciones del dominio de integridad A = {n.1x : n € Z}.
Supongamos ahora que K es un cuerpo de caracteristica p. Entonces se puede probar que

el conjunto
P(K) = {0](,1[(,2.1[(,. NN (p— 1>1K} == {O, 1,2,. cey (p— 1)}

(dejamos los detalles al lector) es de hecho un subcuerpo de K y es isomorfo al cuerpo Z,.
Para cualquier cuerpo K, una propiedad importante del subcuerpo P(K) es que el esta
contenido en todo subcuerpo de K (pues, todo subcuerpo contiene los elementos Ox y 1g). El

subcuerpo P(K) es llamado el subcuerpo primo de K.

6.2. Espacios vectoriales

En esta seccion presentamos los conceptos basicos de la teoria de espacios vectoriales que

seran necesarios para la exposicion en las secciones siguientes.

Definicién 6.2.1. Un espacio vectorial V sobre un cuerpo K es un grupo abeliano (V) +)
con una operacion externa .: K x V — V (estos es, para cada k € K y cadav eV, kv e V)

que verifica los siguientes axiomas:

(V1) E.(vy 4+ vg) = k.vy + k.vg, para todos v1,v2 € V y k € K;
(V2) (k1 + ko).v = k1.0 + ko.v, para todos ki, ks € K y v eV,
(V3) ki(ko.v) = (k1ka).v, para todos ki, ke € K y v €V,

(V4) 1.v = v, para todo v € V.

Es usual llamar vectores a los elementos de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y
escalares a los elementos de K.

Ejemplo 6.2.2.

(1) Sea K un cuerpo. Sea V. = K" = {(ky,...,k,) : k1,...,k, € K}. Sabemos que V' es un
grupo abeliano con respecto a la suma. Se define el producto externo como k.(k1, ..., k,) =
(kki, ..., kky,). Luego, no es dificil de comprobar que V' es un espacio vectorial sobre el

cuerpo K.
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(2) Sea K un cuerpo y consideremos el anillo de polinomios K[X]. El grupo abeliano (K[X], +)
con el producto externo definido, para cada p(X) = @, X"+ -+ a1 X +ap y k € K, como

k’p(X) = k'(lan +---+ kCLlX + kCLO
es un espacio vectorial sobre K.

(3) Sean K y F cuerpos tales que F' es un subanillo de K, F' C K. Entonces K es un espacio
vectorial sobre el cuerpo F'. La operaciéon externa de un elemento de F' por uno de K es

simplemente el producto en el cuerpo K.
(4) Por el punto anterior tenemos que C es un espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Veamos algunas propiedades basicas de los espacios vectoriales. Las pruebas de ellas se dejan

a cargo del lector.

Proposicion 6.2.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces, para todo v € V
ykekK,

(3) si kv =0, entonces k=0 o v = 0;

(4) (—k)v = —(kv).

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean vy,...,v, € V. Se dice que un vector
v € V es combinacion lineal de los vectores vy, ..., v, si existen escalares ky, ..., k, € K tales
que v = ky.v1+- - +kp.vg. Denotaremos por (vy, ..., v,) al conjunto de todas las combinaciones
lineales de los vectores vy, ..., v,. Esto es,

(U1, ..., 0n) = {kyvr + -+ kpvy sk, .ok € K}

El siguiente resultado serda de mucha utilidad para probar algunos resultados en la teoria
de espacios vectoriales. Sea K un cuerpo. Consideremos el sistema homogéneo de ecuaciones

lineales presentado en (6.1) donde los k;; € K y las soluciones son n-uplas de elementos de K.

( k11x1 + k12$2 +...+ klnl’n =0
]{3211‘1 + k?QQZEQ +...+ anxn =0
+ +...4 =0

(6.1)
kaxy + kpws  +... + Ekpr, =0
+ +...+ =0
\k:mlxl + kaJ]Q +...+ k?ngL’n =0

Lema 6.2.4. Si en el sistema (6.1) el nimero de incdgnitas es mayor que el nimero de ecua-

ciones (n > m), entonces (6.1) tiene una solucion no trivial en K.
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre el niimero m de ecuaciones. Sim = 1, el sistema
(6.1) es kyjyz1 +kio+- - -+k1px, = 0 conn > 1. Para no tener una trivialidad estamos asumiendo
que no todos los coeficientes k;; son ceros. Podemos suponer sin perdida de generalidad que k1,
es no nulo. Entonces, la ecuacién anterior tiene como solucion no trivial a: zo = --- =z, =1
Yy xr = —(1/]{}11)(]{712 + -+ k’1n).

Ahora suponemos que el lema es verdad para para todo sistema con r ecuaciones (y el
numero de incégnitas excede al de ecuaciones). Supongamos que en el sistema (6.1) m =r + 1
y n > r+1. Como antes, no todos los k;; son nulos. Asumamos que ky; # 0. Vamos a eliminar
de las ecuaciones. Para esto se resta a cada ecuacién ¢ > 2 la primera ecuacién multiplicada por
ki1 /k11. Luego, sin tener en cuenta la primera ecuacién, obtenemos un nuevo sistema homogéneo

con r ecuaciones en n — 1 incégnitas como se muestra en (6.2) y en donde s;; = k;; — ki1 /k11.

S99Xo+ + SonTy = 0
+ + =0
SiaTa+ + Sinty = 0 (6.2)
+ + =0
([ Sr+1,272F + St = 0

Ademads note que n — 1 > r. Entonces, por la hipétesis inductiva, el sistema (6.2) tiene una

solucién no trivial (ye,...,y,) en K. Sea y; = —(kio2y2 + -+ + k1nYn)/k11. Ahora se puede
verificar directamente que la n-upla (y1,¥s, ..., yn) asi obtenida es una solucién no trivial del
sistema (6.1). Esto completa la demostracién. |

Definicién 6.2.5. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto W de V' es llamado
un subespacio de V si W es un subgrupo de V' y para todo w € W y todo k € K, el producto
externo k.w € W.

Proposiciéon 6.2.6. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy,...,v, € V. Entonces
(1, ...,0,) es un subespacio de V' y es llamado el subespacio de V generado por los
vectores vy, ...,v,.

Diremos que un espacio vectorial V' sobre K es finitamente generado si existen vectores

v1,...,0, € Vtalque V = (vq,...,v,). En otras palabras, un espacio vectorial V' es finitamente
generado si existen n vectores vy, ..., v, tal que todo elemento de V' es una combinacién lineal
de los vectores vy, ..., v,.

Definicién 6.2.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que n vectores
v1,...,0, de V son linealmente independientes sobre K si kivi + -+ + k,v, = 0 para
ki,...,k, € K, implica que ky = ko = --- = k, = 0. En caso contrario diremos que son

linealmente dependientes.

Proposicion 6.2.8. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy,...,v, € V. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes sobre K ;

(2) todo elemento v € (vy,...,v,) tiene una representacion unica como combinacion lineal de

Viy..oyUp.

Demostracion. (1) = (2) Sea v € (vy,...,v,) y supongamos que v tiene dos representaciones,
esto es, v = kyvy + -+ + kpv, = S101 + -+ + S, con ky, s; € K. Luego, tenemos que (k —
s1).v1 + -+ (ky + sp).v, = 0y como los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes
sobre K, obtenemos que k1 = s1,...,k, = S,.

(2) = (1) Es claro ya que kyv1+- - -+ kpv, = 0 = Ovy+- - -+0v, implica que ky =0,... ,k, =
0. |

Definicién 6.2.9. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Un conjunto {vy,...,v,} de vectores de
V es llamado una base de V sobre K si los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes

y generan a V.

Proposicién 6.2.10 (Teorema de la dimensién). Sea V' un espacio vectorial sobre K. Si
{v1,.. . o0} y {wi, ..., wy,} son dos bases finitas de V sobre K, entonces n = m. Es decir,

dos bases finitas de V' deben tener el mismo numero de elementos.
Demostracion. Se puede ver una prueba en [7, p. 62]. [ |
La proposicion anterior nos permite considerar la siguiente definicién.

Definicién 6.2.11. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea {vy,...,v,} una base
de V. Se define la dimension de V' como el numero de elementos de la base {vy,...,v,} y la

denotaremos por dimg (V) esto es, dimg (V) = n.
Ejemplo 6.2.12.

(1) dimg(C) = 2. Se puede comprobar que {1,i} es una base del espacio C sobre el cuerpo R.
Entonces, dimg(C) = 2.

(2) Sea K un cuerpo. Consideremos el espacio vectorial V' = K" (con n € N) sobre K. Un
argumento directo prueba que los vectores e; = (1,0,...,0),..., e, = (0,0,...,0, 1) forman

una base para V. Entonces dimg (K™) = n.

Proposicién 6.2.13. Sea V' un espacio vectorial sobre K tal que dimg (V) = n. Entonces

cualquier conjunto de m > n vectores de V' son linealmente dependientes.

Demostracion. Sean wy, ..., w,, vectores de V y sea {vy,...,v,} una base de V sobre K.

Entonces, existen escalares k;; en K tales que

w1, = anl + -+ klnvn

Wy = k21’01 + -+ kfzn’l)n

Wiy, = kmav1 + -+ + KnUn.
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Para probar que los vectores wy, . . ., w,, son linealmente dependientes consideremos la ecuacién

S1wy + SoWs + -+ -+ + Spuwy, = 0 con los s; escalares de K. Luego tenemos que
s1(knvr + - + ki) + so(karvr + - - + kapvy) + .o
ot S (Bmavy 4 - -+ knvn) = 0.
Con lo cual
(kiisi+ -+ + kmism).v1 + (ki2s1 + -+ 4 kmosm) .02 + . ..
oot (kpst + -+ kynSm) v, = 0.
Como los vectores {vy,...,v,} son linealmente independientes obtenemos el siguiente sistema
(k1181 + ko1s1 +...+ ks, =0
k1981 + koas1 + ...+ kpas,m =0
+ 0 44 =
(k1ns1 + konst 4+ ...+ Epps, =0

que tiene n ecuaciones, m incognitas (sy,...,s,) y m > n. Entonces, por el Lema 6.2.4, existe
una solucion sy, ..., s, no trivial de escalares. Esto muestra que los vectores wy, . .., w,, no son
linealmente independientes, es decir, son linealmente dependientes. |

Proposicién 6.2.14. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K tal que dimg (V) = n.

Entonces, cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes forman una base de V
sobre K.

Demostracion. Sea B = {vq,...,v,} un conjunto cualesquiera de vectores linealmente inde-
pendientes de V. Para probar que B es una base de V solo resta chequear que B genera
todo V. Sea v € V. Por la Proposiciéon 6.2.13, tenemos que los vectores vy,...,v,,v son li-
nealmente dependientes. Es decir, existen escalares ki, ..., k,, kK de K no todo nulos tales que
0 = kv + ... kyv, + kv, Afirmamos que k& # 0. Pues si £ = 0, entonces tendriamos que
0= kyvi+---+ k,v, con los escalares kq, ..., k, no todos nulos, lo que contradice el hecho que

los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes. Luego podemos hacer
v=(=1/k)(kyvr + -+ + kpvp) = s101 + -+ + Sy

con s; = —k;/k. Asi, los vectores vy, ..., v, generan a todo V y por lo tanto B = {vy,...,v,}

forma una base de V. [ |

6.3. Extensiones de Cuerpos

Sean K y F' dos cuerpos. Diremos que K es una extension de F' si F' C K, esto es, si
F' es un subcuerpo de K. También diremos que K es un cuerpo extension del cuerpo F.
Recordemos que si K es una extension de F', F' C K, entonces K es un espacio vectorial sobre
el cuerpo F. Diremos que K es un extension finita de F' si dimp(K) es finita. Es usual

denotar dimpg(K) como [K : F| y se lo llama el grado de K sobre F.
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Ejemplo 6.3.1.

(1) El cuerpo de nimeros reales R es una extensién infinita del cuerpo de nimeros racionales
Q, pues cualquier extensién finita de Q debe ser de cardinal infinito numerable y sabemos

que R es infinito no numerable.

(2) El cuerpo de nimeros complejos C es una extensién finita de R. En efecto, los nimeros 1 e
1 forman una base de C sobre R ya que todo niimero complejo z se escribe como z = a + b
con a,b € R.

Veamos ahora algunas propiedades basicas acerca del grado de extensiones.

Proposicién 6.3.2. Sean F' C K C L cuerpos tales que los grados [L : K| y [K : F] son
finitos. Entonces L es una extension finita de F' y [L : F] = [L: K].[K : F].

Demostracion. Lo que haremos para probar la proposicion es exhibir explicitamente una base
de L sobre el cuerpo F'. Supongamos que [L : K] = my [K : F| = n. Entonces L tiene una base
{v1,...,0y} sobre K y K tiene una base {wy, ..., w,} sobre F. Se puede probar directamente
que los vectores {v;w; : 1 < i < myl < j < n} = {vw,...,00Wp,...,00W1,...,0W,}
forman una base de L sobre el cuerpo F', mostrando que ellos generan a todo L y son linealmente
independientes sobre F'. Dejamos los detalles a cargo del lector. Por lo tanto, L es una extension
finita de F' y ademés podemos concluir que [L : F] =mn = [L: K|.[K : F]. |

Proposicién 6.3.3. Sea K un cuerpo extension de F'. Entonces, K = F siy solo si [K : F] = 1.

Demostracion. Si K = F, entonces es claro que {1} es una base de K sobre F'y por lo tanto
[K : F] = 1. Reciprocamente, supongamos que [K : F'] = 1. Entonces existe a # 0 de K tal que
{a} es una base de K sobre F. Luego, debe existir un escalar a € F tal que 1 = a.«. Entonces
a=1/a € F. Para cada € K, existe b € F tal que = b.aco = b/a € F. Esto es, K C F. Por
lo tanto, K = F. [ |

Proposicion 6.3.4. Sea K una extension finita de F' de grado n. Entonces, para todo elemento

u de K existen n+ 1 elementos ag,aq,...,a, de F' no todos nulos, tales que
ap +au+ - +au =0.

Demostracién. Sea u € K. Como [K : F] = dimp(K) =ny 1,u,u? ..., u" son en total n + 1
elementos de K, tenemos por la Proposicion 6.2.13 que ellos son linealmente dependientes sobre

F'. Entonces, existen n + 1 escalares ag, aq,...,a, no todos nulos de F' tales que
a0.1+a1u+---+anun=0- |

Una conclusién directa de la proposicién anterior es que si K es una extensiéon finita de
un cuerpo F'| entonces para todo elemento u de K existe un polinomio no trivial p(X) =
an X"+ -+ a1 X + ap de F[X] tal que u es una raiz de p(X). Esto nos sugiere la siguiente

definicion general.
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Definicién 6.3.5. Sea K un cuerpo extensién de un cuerpo F'. Se dice que un elemento a € K
es algebraico sobre F si existe un polinomio p(X) no nulo de F[X] tal que p(a) = 0. Un
elemento de K que no es algebraico sobre F' es llamado trascendente sobre F'. Diremos que

K es una extension algebraica de F' si todo elemento de K es algebraico sobre F.

Notemos que por la Proposicion 6.3.4, tenemos que si K es una extensién finita de F,
entonces todo elemento de K es algebraico sobre F'. Luego, podemos concluir el siguiente

corolario:

Corolario 6.3.6. 5i K es una extension finita de F', entonces K es una extension algebraica
de F.

La afirmacién reciproca no es verdad; una extension algebraica K de F' no es necesariamente

una extensién finita de F.

Ejemplo 6.3.7.

(1) El nimero complejo i es algebraico sobre @, pues p(X) = X? + 1 es un polinomio de Q[X]
y p(i) = 0. En general, diremos que un nimero complejo es un nimero algebraico si es

algebraico sobre Q.

(2) Consideremos la extensién Q C R. Para todo nimero real a, si a es racional, entonces a es

algebraico. En efecto, se considera p(X) = X — a.

(3) Consideremos de nuevo la extensiéon Q C R. El niimero V2 € R es algebraico sobre Q, pues
es rafz del polinomio p(X) = X? — 2. Veamos que el ntimero /1 + /3 es algebraico sobre
Q. Llamemos a = v/1 4+ /3. Entonces a®> = 1 + /3 y asi a®> — 1 = v/3. Luego (a®> —1)2 =3
y con lo cual a* — 2a® — 2 = 0. Por lo tanto, es claro que a es una raiz del polinomio
p(X) = X* — 2X? — 2. Entonces, efectivamente /1 + v/3 es algebraico sobre Q.

(4) Los ntimeros reales e y 7 son conocidos a ser trascendentes sobre Q. La prueba de esto no
es sencilla. Que el nimero e es trascendente sobre Q fue probado por Hermite en 1873 y la

demostracion de que 7 es trascendente fue realizada por Lindemann en 1882.

Hay una forma bastante sencilla de obtener ntimeros reales trascendentes a través de lo que
se conoce como el Criterio de Liouville (J. Liouville 1809-1882). El matematico Liouville probé
que todo nimero algebraico (de grado n) debe satisfacer una cierta propiedad. El criterio es de
tal naturaleza que se pueden construir, sin demasiada dificultad, niimeros reales que no cumplen
la propiedad establecida por Liouville y asi, dichos niimeros deben ser trascendentes. Para mas
detalles acerca del Criterio de Liouvulle y la forma de obtener niimeros reales trascendentes,
dirigimos al lector a [8, Seccién 6.6].

Ahora veremos como producir extensiones finitas de cuerpos a partir de elementos algebrai-
cos, usando como herramienta los polinomios minimos. El siguiente lema es un resultado que

necesitaremos para alcanzar nuestro objetivo.

Lema 6.3.8. Sea A un dominio de integridad. St A es un espacio vectorial de dimension finita

sobre un cuerpo F', entonces A es de hecho un cuerpo.
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Demostracion. Solo debemos probar que todo elemento no nulo de A es invertible. Sea a € A no
nulo. Digamos que dimp(A) = n. Asi, los elementos 1,a,a?, ..., a, son linealmente dependientes

en A sobre F, esto es, existen escalares by, by, ...,b, de ' no todos nulos tal que
bo.l + bl.(l + -+ bn.a" = 0.

Entonces, podemos tomar un polinomio p(X) = ¢, X™ + -+ - + ;X + ¢y no nulo de F de grado

minimo tal que p(a) = 0. Afirmamos que ¢y # 0. Supongamos lo contrario, ¢y = 0. Entonces

O=cra+ - +cpa™=(c1+ - +cpa™ ha.

Como A es un dominio de integridad, obtenemos que ¢; + -+ + ¢p.a™ !

= 0 y entonces
q(X) =c1+ -+ cpX™ ! es un polinomio de grado menor que p(X) tal que g(a) = 0; esto

contradice la minimalidad del grado de p(X). Ahora, usando que ¢y # 0, tenemos que

1= — —

Cm-0™ + -+ c1.a L R
= a.
Co

Co

Entonces, a es invertible y por lo tanto A es un cuerpo. [ |

Definicién 6.3.9. Sea K un cuerpo extensién de F'. Diremos que un elemento algebraico o € K
sobre F es de grado n si existe un polinomio ménico p(X) en F[X] de grado n tal que p(a) =0
y ningtn otro polinomio no nulo de grado menor en F'[X] tiene esta propiedad. Llamaremos al

polinomio p(X) polinomio minimo de o sobre F.

Observacién 6.3.10. Notemos que el polinomio minimo de todo elemento algebraico o siempre
existe y es tinico. Como « es algebraico, el conjunto {m € Z>, : Ip(X) € F[X]| ménico de gr(p(X)) =
m 'y p(a) = 0} es no vacio, asi que podemos tomar el minimo de esos enteros no negativos, diga-
mos n y el polinomio correspondiente p(X). Ahora, si « es algebraico de grado n y p(X) y ¢(X)
son dos polinomios ménicos de grado n tales que p(«) = g(a) = 0, entonces h(X) = p(X)—q(X)
es un polinomio tal que gr(h(X) <n—1<ny h(a) = 0. Lo cual implica que existe un polino-
mio ménico h'(X) de grado menor que n tal que h'(«) = 0; esto contradice que « es algebraico

de grado n.

Proposiciéon 6.3.11. Sea o un elemento algebraico de grado n de K sobre F' con polinomio
minimo p(X) en F[X]|. Entonces, p(X) es irreducible en F[X].

Demostracion. A cargo del lector. |

Proposicién 6.3.12. Sea K un cuerpo extension de un cuerpo F y sea o« € K. Si p(X) es
un polinomio mdnico e irreducible en F[X] tal que p(a)) = 0, entonces p(X) es el polinomio

minimo de a sobre F'.

Demostracion. Sea f(X) el polinomio minimo de «. Por el algoritmo de la divisién para polino-
mios, tenemos que existen polinomios ¢(X) y r(X) de F[X] tales que p(X) = f(X).q(X)+r(X)
con 7(X) =0 o gr(r) < gr(f). Como r(a) =0y f(X) es el polinomio minimo de «, tenemos
que 7(X) = 0. Entonces p(X) = f(X)q(X). Ya que p(X) es irreducible y f(X) es no-constante,
tenemos que ¢(X) = cte = a € F. Pero, dado que p(X) y f(X) son ménicos, ¢(X) = 1 y asi
p(X) = f(X); lo que muestra que p(X) es el polinomio minimo de «. |
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Ejemplo 6.3.13. Como hemos visto en el Ejemplo 6.3.7 (4), el ntimero real o = /14 /3
es una raiz del polinomio p(X) = X* — 2X? — 2, el cual pertenece a Q[X]. Por el criterio
Eisenstein con el ntiimero primo 2, podemos observar que p(X) = X4 — 2X? — 2 es irreducible
en Q[X]. Entonces, por la Proposicién 6.3.12, p(X) = X* —2X? — 2 es el polinomio minimo de
a=V14+V3yasi a« =+/1++/3 es algebraico de grado 4 sobre Q.

Sea I un cuerpo y sea K una extension de F'. Sea .S un subconjunto de K. Denotemos por
F(S) a la interseccién de todos los subcuerpos de K conteniendo a F'U S. Es claro que F(S)
es un subcuerpo de K y es el menor subcuerpo de K tal que contiene a F'U S. Se llama a
F(S) el subcuerpo de K generado sobre F por S.Si S = {ay,...,a,} es finito, escribimos
F(oy,...,a,)enlugar de F(S). Observemos que F'(S) es de hecho una extension de F'. También
se puede comprobar sin mucha dificultad que F'(S U {a}) = F(S5)(a), esto es, el subcuerpo de
K generado sobre F' por SU {a}, F(SU{a}), coincide con el subcuerpo de K generado sobre
F(S) por {a}, F(S)(a).

Aqui estamos particularmente interesados en el caso que el conjunto S es unitario, digamos
S = {a} con « algebraico de orden n. Como ya hemos hecho, en otros contextos, trataremos

ahora de caracterizar al subcuerpo F'(«) generado sobre F' por a (algebraico de orden n).

Proposiciéon 6.3.14. Sea K un cuerpo extension de F' y sea a € K algebraico de grado n
sobre F. Entonces F(a) = {f(a) : f(X) € F[X]}.

Demostracion. Probaremos que Fla] := {f(a) : f(X) € F[X]} es el menor subcuerpo de K
que contiene a I’y «. Considerando f(X) = a (polinomio constante) con a € F'y g(X) = X,
tenemos que F'U {a} C Fla] y dado que todo elemento de F|a] es una combinacién lineal
de potencias de «, obtenemos que F[a] C K. Es directo chequear que F|a] es de hecho un
subanillo de K y asi es un dominio de integridad. También podemos observar que F[a] es un
espacio vectorial sobre el cuerpo F'.

Sea p(X) el polinomio minimo de a sobre F. Sea f(X) € F[X]. Por el algoritmo de la
divisién, existen polinomios ¢(X),r(X) € F[X] tales que f(X) = p(X).q(X) + r(X) con
r(X) = 0o gr(r(X)) < gr(p(X)). Asi, f(o) = p(a).q(a) + () y con lo cual f(a) = r(a).
Como 7(X) =0 o gr(r(X)) < gr(p(X)), tenemos que f(«a) es una expresion polinémica en «

de grado n — 1 a lo sumo. Entonces

Flo] ={f(a): f(X) =an X" '+ -+ a1 X +ap € F[X]}

(6.3)
= {an,lof“1 +- - F+amatag:an1,...,a1,a0 € F}.

Esto muestra que F[a] esta generado, como espacio vectorial, por los elementos 1, o, a2, ..., a" L.
Entonces, F[a] es de dimensién finita sobre F' (con dimg Fa] < n). Luego, por el Lema 6.3.8,
tenemos que de hecho F|a] es un cuerpo y asi un subcuerpo de K. Solo nos resta probar
que Fla] es el menor subcuerpo de K que contiene a F'U {a}. Sea F’' un subcuerpo de K
tal que F'U{a} C F’. Como todo elemento de Fla] es una combinacién lineal de los ele-

n—1

mentos 1,a,...,« sobre F'| tenemos claramente que Fla] C F’. Por lo tanto, tenemos

demostrado que F[a] es el menor subcuerpo de K que contiene a F'U {a} y esto muestra que
Fla] = F(a). n
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Ahora podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 6.3.15. Sea K un cuerpo extension de F' y sea o € K algebraico de grado n. Enton-
ces, F(a) es una extension finita de F' y [F(a) : F] = n.

Demostracion. Por lo probado en la proposicién anterior podemos afirmar que F'(«) es una
extensién finita de F. Para ver que [F(a) : F| = n, veamos que el conjunto generador
{1,a,...,a" '} (ver (6.3)) es linealmente independiente sobre F. Denotemos por p(X) al po-
linomio minimo de a sobre F. Supongamos que a,_ja" ' 4+ --- +aja +ay = 0 con a; € F.
Luego, el polinomio q(X) = a, 1 X" '+ - +a; X + ag es tal que ¢(a) = 0y gr(q) < gr(p),
lo que contradice que p(X) es el polinomio minimo de a sobre F. Entonces ¢(X) = 0 y asi
Un_1=-+=a; =ag = 0. Por lo tanto, {1, ,...,a" '} forma una base de F(a) sobre F'; con

lo cual [F(a) : F| = n. Esto completa la demostracién. [

Para un cuerpo extension K de F'y un elemento algebraico a de K sobre F' de grado n,

llamaremos a F'(«) una extensién algebraica simple de F.
Ejemplo 6.3.16.

(1) El ntimero complejo v/3i es algebraico de grado 2 sobre Q con polinomio minimo p(X) =

X2 + 3. Entonces, tenemos que
Q(V3i) = QV3i] = {a + b3i : a,b € Q}
v Q(v/3i) es una extensién finita de Q de grado 2.

(2) Probemos que V2 4+ /3 es algebraico sobre @ y hallemos su polinomio minimo. Conside-
remos la extensién Q(v/2 + v/3). Veamos primero que Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + v/3). Es claro
que v2 + /3 € Q(v/2,v3). Entonces Q(v2 + v/3) € Q(v/2,v/3). Reciprocamente, como
(\/§+ \/5)(\/3— \/5) = 1, se sigue que V3 — V2 = (\/§—|— \/5)’1 € Q(\/E—F \/§) Entonces
podemos obtener que v2,v/3 € Q(v2 4+ v/3). Luego, Q(v/2,v3) € Q(v/2 + V3).

Observemos que tenemos las siguientes extensiones:

Q C Q(v2) C Q(v2,v3) =Q(vV2+ V3).

Tenemos que p(X) = X?—2 es el polinomio minimo de v/2 sobre Q. Entonces [Q(v/2) : Q] =
2y {1,v/2} es una base de Q(y/2) sobre Q. De forma similar podemos notar que q(X) =
X? — 3 es el polinomio minimo de /3 sobre Q(v/2); entonces [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)] = 2
y {1,v/3} es una base de Q(v/2,v/3) sobre Q(1/2). Por lo tanto, por la Proposicién 6.3.2,

tenemos que
[Q(V2,v3) : Q] = [Q(vV2,v3) : Q(vV2).[Q(V2) : Q] =22 =14
y {1, V2,3, \/6} es una base de Q(\/Z \/5) sobre Q.

Por el Teorema 6.3.15 tenemos que el polinomio minimo de V2 + /3 sobre Q es de grado
4. Por otro lado, sea a = v/2 4+ v/3. Luego, a® = 5+ 2v/6 y asi (o — 5)? = 24. Entonces,
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a? —10a? +1 = 0. Por lo tanto, podemos concluir que X* — 10X? + 1 es el polinomio
minimo de v/2 + /3 sobre Q. Ademés, observemos que por la Proposicién 6.3.11 tenemos

que el polinomio X4 — 10X?2 + 1 es irreducible sobre Q.

En el Ejemplo 6.3.7 (4) hemos indicado que los nimeros e y 7 son trascendente. Ahora
daremos una demostracién, no constructiva, del hecho que ntimeros trascendentes existen. El
argumento no constructivo que daremos para probar la existencia de nimeros trascendentes es

debido a Cantor. Comenzamos con el siguiente resultado.

Proposicion 6.3.17. Sean FF C K C L cuerpos extensiones y sea o € L. Si « es algebraico

sobre F', entonces a es algebraico sobre K.

Demostracion. Es consecuencia de que todo polinomio sobre F' es un polinomio sobre K, en
otras palabras, F[X]| C K[X]. [

Proposicién 6.3.18. Sea K una extension de un cuerpo F. Sea A(K) el conjunto de todos

elementos algebraicos de K sobre F. Entonces, A(K) es un subcuerpo de K.
Notemos que de hecho A(K) es ademéds una extensién del cuerpo F'; estoes, FF C A(K) C K.

Demostracion. Sean «, 3 € A(K). Debemos probar que o — 8 € A(K) y af™! € A(K) si
B # 0. Vamos a utilizar que F(a,3) = F(a)(8) (ver p. 105). Es claro que a — 8,a37! €
F(a,B) = F(a)(B). Como € K es algebraico sobre F'y F C F(a) C K, tenemos por la
Proposicién 6.3.17 que (3 es algebraico sobre F(«). Entonces, por el Teorema 6.3.15 sabemos
que [F(a)(B) : F(«)] es finito. Ahora, como [F(«, ) : F(a)] y [F(«) : F)] son finitos, se sigue
de la Proposicién 6.3.2 que [F(«,3) : F] es finito. Por el Corolario 6.3.6 sabemos que todo
extensién finita es algebraica, entonces a — 8,a837! € F(«a,3) C K son algebraicos sobre F,
esto es, a — B3,aB7! € A(K). [ |

Teorema 6.3.19. El cuerpo A(C) de nimeros algebraicos es infinito numerable.

Demostracion. Sabemos que el cardinal de Q es ¥y (infinito numerable). Ya que Q C A(C),
tenemos que #(A(C)) > Ro.

Ahora, el nimero total de polinomios ménicos de grado n con coeficientes en Q es Nfj = RNy.
Cada polinomio ménico de grado n tiene a lo sumo n raices complejas distintas; y asi el nimero
total de raices de polinomios ménicos de grado n es a lo sumo de n.Xg = Ny. Entonces, el niimero
total de raices de polinomios moénicos de todos los grados posibles es a lo sumo Ny.8g = Ny. Por
lo tanto, #(A(C)) < N,. Asi obtenemos que #(A(C)) = N,. |

Ahora, ya que sabemos que C es infinito no numerable, obtenemos directamente el resultado

que buscabamos:

Corolario 6.3.20. Existen numeros complejos trascendentes.

Ademsas, como #(C) = 2% > Ry y #(A(C)) = Ny, tenemos que #(C \ A(C)) = 2% > N, =

#(A(C)) y asi podemos decir “que hay mas” niimeros trascendentes que algebraicos.



108 6.4. Extensiones y polinomios

6.4. Extensiones y polinomios

El objetivo de esta seccién serd mostrar un tipo de reciproca de los resultados en la seccién
anterior. En la seccién anterior probamos que si « es un elemento algebraico de un cuerpo
extensién K sobre un cuerpo F, entonces existe el polinomio minimo de « sobre F'y F(«a) es
una extension finita de F'. Ahora nos planteamos la siguiente situacién: dado un cuerpo F'y un
polinomio irreducible p(X) de F[X], jexiste un cuerpo K y un elemento a € K tal que K sea

una extension finita de F'y « sea algebraico sobre F' con polinomio minimo p(X)?

Teorema 6.4.1 (Kronecker). Sea F' un cuerpo y sea p(X) un polinomio mdnico e irreducible

de F[X]. Entonces, existe un cuerpo extension K de F' y un elemento o de K tal que p(a) = 0.

Demostracion. Como el polinomio p(X) es irreducible en F[X], sabemos por la Proposicién
5.1.15 que el ideal (p(X)) es maximal y asi el anillo cociente F[X]/(p(X)) es un cuerpo. Podemos
considerar sin perdida de generalidad que F' es de hecho un subcuerpo de K := F[X]/(p(X)),
ya que la funcién ¢: F — F[X]/(p(X)) definida por ¢(b) = b/(p(X)) = b+ (p(X)), para cada
b € F, es un monomorfismo de anillos. Identificaremos sin problema los elementos b/ (p(X)) del
cuerpo K = F[X]/(p(X)) simplemente con by a K como un cuerpo extensiéon de F'. Ahora solo
nos resta mostrar que K contiene una raiz de p(X). Sea o := X/(p(X)) € K. Ahora evaluemos

el polinomio p(X) en a: si p(X) = a, X" + - -+ + a1 X + ag, entonces

pla) = apa” + -+ ara+ ag = an(X/(p(X))" + - + a1 (X/{p(X))) + ao
= (@, X" + -+ a1 X + ag) /(p(X)) = p(X)/(p(X)) =0

en K = F[X]/(p(X)). Por lo tanto, hemos encontrado que o € K es tal que p(a) = 0. Esto

completa la demostracion. [ |

Observacion 6.4.2. Una de las consecuencias que podemos extraer del teorema anterior es
que todo polinomio no constante (el cual sabemos que puede ser factorizado en producto de
polinomios irreducibles) con coeficientes en un cuerpo F' tiene una raiz en algtin cuerpo extensién

K de F.
Ahora vamos a ver que el Teorema anterior nos dice un poco mas de lo que afirmo.

Corolario 6.4.3. Para todo cuerpo F' y todo polinomio ménico e irreducible p(X) de F[X] de
grado n, eziste una extension finita K de F' de grado n y un elemento o € K tal que p(X) es

su polinomio minimo.

Demostracion. Por el Teorema anterior tenemos que K = F[X]/(p(X)) es una extensién de
Fya=X/(pX)) =X+ (p(X)) € K es tal que p(a) = 0. Ahora, como « es algebraico
sobre F', tenemos por la Proposicién 6.3.14 que F(a) = {f(a) : f(X) € F(X)}. Sea f(X) =
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+ 0 1 « 1+« . 0 1 « 1+ o
0 0 1 « 1+ 0 0 0 0 0
1 1 0 14+« « 1 0 1 o 14+«
o « 1+« 0 1 « 0 « 14+« 1
l4+a |1+« « 1 0 14a |01+« 1 «

Cuadro 6.1: Operaciones en la extensién algebraica simple Zs(a) de Z,.

ap+ e X + -+ a, X™ € F(X). Entonces,

fla) =ap+ a0+ + apa™
= ag + a1 (X/{p(X))) + - - + am(X/(p(X)))"™
= ao + a1 (X/{p(X))) + - - + am (X" /(p(X)))
= (a0 + aX + -+ an X™)/(p(X))

= [(X)/(p(X)).

Luego, hemos probado que K = F[X]/(p(X)) = F(«). Ahora, como p(X) es ménico e irreduci-
ble sobre F', tenemos por la Proposicién 6.3.12 que p(X) es el polinomio minimo de «. Entonces
K = F(«) es una extension finita de F' de grado gr(p) = n. [

Corolario 6.4.4. Sea F' un cuerpo y f(X) un polinomio no constante de F[X] de grado n.
Entonces, eziste una extension finita K de F' y o € K tal que f(a) =0 y [K : F] <n.

Demostracion. Como F[X] es un dominio euclideano (y asi en particular un DIP), sabemos que
f(X) se puede factorizar en producto de polinomios irreducibles. Si f(X) es de hecho irreducible,
entonces estamos en las condiciones del corolario anterior. Supongamos que f(X) = p(X).q(X)
donde p(X) es un polinomio irreducible de F[X]y ¢(X) € F[X] (no necesariamente irreducible).
Luego gr(p) < gr(f). Aplicando el corolario anterior al polinomio p(X), tenemos que existe una
extensién finita K de F' de grado gr(p) y un a € K tal que p(«) = 0. Por lo tanto, el cuerpo K

y el elemento « son los deseados. |

Observacion 6.4.5. Sea K un cuerpo extensiéon de un cuerpo F' y sea o € K un elemento
algebraico de grado n sobre F'. Entonces, por la Proposicién 6.3.14 (ver también (6.3)) y el
Teorema 6.3.15 tenemos que la extension algebraica simple F'(«) de F' esta generada sobre F
como espacio vectorial, por la base {1, v, ...,a" '}. Esto es, cada elemento 3 de F/(«) se escribe

de manera tunica como 8 = b,_1a" ' +--- 4+ bja + by con by, by, ..., b, € F.

Ejemplo 6.4.6. Sea F =Ry p(X) = X?+1. Como p(X) no tiene raices en R, tenemos que es
irreducible en R[X]. Denotemos por K al cuerpo R[X]/(p(X)). Por el Corolario 6.4.3 sabemos
que K es una extension finita de R de grado 2 y ademas K = R(a) = {a + ba : a,b € R}.
También observemos que p(a) = 0, esto es, a*> = —1. Por lo tanto, podemos observa que

K = R(a) no es otra cosa que el cuerpo C de niimeros complejos.
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Proposicién 6.4.7. Sea F' un cuerpo y sea f(X) € F[X] de grado n. Entonces existe una
extension finita K de F de grado a lo sumo n! sobre F' tal que f(X) tiene n raices, contando

multiplicidades, en K.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre n. Si n = 1, entonces f es de la forma
f(X) =aX +b. Luego, F' mismo es una extension finita de F' tal que [F': F| =1ly a:= —b/a
es una raiz de f(X). Ahora supongamos que el resultado es valido para todo polinomio de grado
n sobre un cuerpo y sea f(X) un polinomio de F[X] de grado n + 1. Por el Corolario 6.4.4,
tenemos que existe una extension finita L de F' y un elemento oy € Ltal que [L: F]<n+1y
f(a1) = 0. Entonces, f(X) se factoriza en L[X| como f(X) = (X —ay).g(X) para un polinomio
g(X) € L[X]. Como gr(g(X)) = n, podemos aplicar la hipdtesis inductiva para afirmar que
existe una extension finita K de L de grado a lo sumo n! tal que g(X) tiene n raices en K.
Es claro que las n raices de g(X) son también raices de f(X). Por lo tanto, tenemos que f(X)
tiene n+ 1 raices (no necesariamente distintas) en la extension K y [K : F] = [K : L].[L: F] <
nl.(n+ 1) = (n+ 1)!. Esto completa la demostracién. [

Observacién 6.4.8. Sea f(X) un polinomio de grado n sobre un cuerpo F'. Entonces, por
la proposicién anterior, existe una extensiéon finita K de F tal que [K : F| < nly f(X) se
factoriza en K[X] en un producto de polinomios lineales, esto es, existen ay,...,qa, € K (no

necesariamente distintos) tales que

FX) = B (X —ar). ... (X — ap).

6.5. Cuerpos finitos

El objetivo de esta seccién es obtener una descripcién de la estructura de “todos” los cuerpos
finitos. Veremos que todo cuerpo finito es de orden p” para un ntimero primo p y n un entero
positivo y ademés que para cada nimero primo p y cada entero positivo n existe uno y solo un
cuerpo finito de p” elementos, salvo isomorfismo. A dicho cuerpo se lo suele llamar el cuerpo
de Galois de orden p".

Con los conceptos y resultados que ya tenemos a mano, por los capitulos anteriores, podemos
probar ahora que el grupo multiplicativo de los elementos no nulos (K*,.) de todo cuerpo
finito K es ciclico. Probaremos un resultado un poco mas fuerte y como corolario se obtendra

directamente esta afirmacion.

Proposiciéon 6.5.1. Sea K un cuerpo. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo

(K*,.), entonces G es ciclico.

Demostracion. Como G es un grupo abeliano finito, sabemos por los Lemas 3.2.14 y 3.2.15
(ver también (3.1) en p. 52) que G = Zg, X --- X Z,,, donde cada d; es la potencia de un
nimero primo p; (no necesariamente distintos). Vamos a considerar a cada grupo ciclico Zg,
con la notacién multiplicativa. Sea m el minimo comun miltiplo de los dy, ds, . .., d,. Notemos

que m < d;.ds. . ... d,. Sia € Zg,, entonces a% =17y asi a™ = 1 ya que d; divide a m. Entonces,
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para cada o € G, @™ = 1 y asi cada elemento de GG es una raiz del polinomio 2™ — 1. Como

G tiene dq.ds. . ... d, elementos y el polinomio 2™ — 1 tiene a lo sumo m raices (ver Corolario
5.5.14), tenemos que d;.ds. . ... d, < m. Luego m = dy.ds. .. .. d,. Esto prueba que los niimeros
primos p1, pa, ..., p, son todos distintos. Por lo tanto, si n := d;.ds. .. .. d,, tenemos que

GgZdl X XZdT:Zn
lo prueba que G es ciclico. [

Corolario 6.5.2. Si K es un cuerpo finito, entonces el grupo multiplicativo (K*,.) de elementos

no nulos de K es ciclico.

Ahora mostraremos que todo cuerpo finito es de orden la potencia de un nimero primo.

Sea K un cuerpo finito. Entonces sabemos que K es de caracteristica un nimero primo p
y que P(K)=1{0,1,2,...,(p— 1)} 2 Z, es el subcuerpo primo de K. Vamos a considerar que
de hecho Z, es el cuerpo primo de K, asi Z, C K.

Proposicién 6.5.3. Sea F' un cuerpo finito de orden r. Si K es una extension finita de F de

grado n, entonces K tiene r™ elementos.

Demostracion. Como K es una extension de F' de grado n, K tiene una base de n elementos
sobre F'| digamos {v1,...,v,}. Entonces, todo elemento w de K se escribe de manera tnica en
la forma

W = a1V + agVy + - - - + a, v,

con ay,...,a, € F. Luego, ya que cada escalar a; puede tomar cualquiera de los r elementos

de F', tenemos que todas las posibilidades de elegir los a; en F' es r™. [ |

Proposicion 6.5.4. Sea K un cuerpo finito de caracteristica p. Entonces K tiene p" elementos

para algun entero positivo n.

Demostracion. Ya que K es de caracteristica p # 0, tenemos que Z, = P(K) es un subcuerpo
de K, en otras palabras, K es una extensién del cuerpo primo Z,. Como K es finito, es directo
que K es un extension finita de Z,, digamos [K : Z,] = n para algin entero positivo n. Luego,

por la proposiciéon anterior, tenemos que K tiene p"™ elementos. [ |

Ahora la idea es probar que para todo nimero primo p y todo entero positivo n existe un

unico cuerpo K de orden p”.

Lema 6.5.5. Sea p un nimero primo y n un entero positivo. Entonces, el polinomio f(X) =

X?" — X de Z,[X] no tiene raices mailtiples en ningin cuerpo de caracteristica p.

Demostracion. Sea K cualquier cuerpo de caracteristica p. Con lo cual K es una extensién de
Z,. Es claro que 0 es una rafz del polinomio f(X) = X*" — X = X(X?"~1 — 1) y no es rafz del
polinomio X?"~! — 1. Entonces 0 es una raiz simple de f(X). Supongamos ahora que a € K es

una raiz de f(X). Entonces o®" = . Luego por la Proposicién 6.1.6 tenemos lo siguiente:

n n

fX—a)=(X—a)l" — (X —a)=X"" -’ — X +a=X" - X = f(X).
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Con lo cual,

) = f(X—a) = (X —a) — (X —a) = (X —a) [(X—a)" ' —1].
Asf podemos notar que f(X) es divisible por X —«a y como (X — a)?"~! — 1 no es divisible por
X — «a (ya que es claro que a no es una rafz de (X — a)?"~! — 1), entonces (X — «)? no divide

f(X). Esto implica que « es una raiz simple (no multiple) de f(X) = X?" — X. [

Teorema 6.5.6. Para todo entero primo p y cualquier entero positivo n, existe un cuerpo K

de p" elementos.

Demostracion. Consideremos el polinomio f(X) = X?" — X de Z,[X]. Por la Observacién 6.4.8,

sabemos que existe un extension finita K de Z, tal que el polinomio f(X) se factoriza en K[X]

como

fX)=(X—-aq)..... (X — apn).
Por el Lema 6.5.5, tenemos que las raices aj, ..., oy son simples. Entonces ay, ..., son p”
elementos distintos de K. Ademads, por el Corolario 5.5.14, sabemos que aj, ..., son todas

las rafces del polinomio f(X) = X?" — X, ya que f(X) es de grado p".

Ahora tomemos el conjunto de todas las raices de f(X)
A={aeK: fla)=0}={a€ K :a’ =a}.

Como vimos en el parrafo anterior, A tiene exactamente p" elementos. Veamos ahora que A
es un cuerpo, de hecho un subcuerpo de K. Es claro que 1 € A. Sean o, € A. Luego,
(a.B)P" = aP" BP" = a.B y entonces a.3 € A. Para ver que a + 8 € A, notemos que K es de
caracteristica p (por ser una extension finita de Z,), entonces por la Proposicién 6.1.6 tenemos
que (a+B)P" = aP" + " = a+ . Luego, por ser A un subconjunto finito del cuerpo K cerrado
bajo las operaciones de K (ver Ejercicio 6.1), obtenemos que A es un subcuerpo de K. Por lo

tanto, A es un cuerpo con p" elementos. [ |

Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1. Sea K un cuerpo y sea A C K finito tal que 1 € A y A es cerrado bajo las

operaciones de suma y producto de K. Entonces, A es un subcuerpo de K.
Ejercicio 6.2. Probar que los cuerpos Q y Z, no contienen subcuerpos propios no triviales.

Ejercicio 6.3. Probar que si K es una extensién finita del cuerpo Z,, entonces K es de

caracteristica p.

Ejercicio 6.4. Sea K un cuerpo y sea p un entero positivo. Probar que p es la caracteristica

de K siy sélo si p es el menor entero positivo n tal que n.1x = 0.

Ejercicio 6.5. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Probar que P(K) = {(m.1x)(n.1x)! :

m,n € Z con n # 0} es un subcuerpo de K y es ademés isomorfo a Q.
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Ejercicio 6.6. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Probar que el subconjunto P(K) =

{0k, 1k, 2.1k,...,(p—1).1x} es un subcuerpo de K y es ademds isomorfo a Z,,.

Ejercicio 6.7. Sea L un cuerpo extensién de K tal que [L : K| es un nimero primo. Probar

que no existe un subcuerpo E de L tal que K C F C L.

Ejercicio 6.8. Probar que los siguientes niimeros son algebraicos sobre Q.

(a) a =vV3+VT7eR. (b) o =+/5i € C. (c) a=+vV3+V2€R
Ejercicio 6.9. (a) Probar que v2 ¢ Q[v/3].

(b) Hallar el polinomio minimo de v/2 + v/3 € Q[v/2 + v/3] sobre Q[v/3].

(c) Hallar el polinomio minimo de V24+ V3 € @[\/5 + \/§] sobre Q.

Ejercicio 6.10. Hallar el polinomio minimo de m sobre Q. Probar que \/m ¢
Q[v/2] y hallar su polinomio sobre Q[v/2].

Ejercicio 6.11. Probar que Q(v/2) = Q(—2 + v/2).

Ejercicio 6.12. Probar que si K y L son dos cuerpos finitos del mismo orden (misma cantidad

de elementos), entonces son isomorfos.
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116 6.5. Cuerpos finitos

Z(a) centralizador de a 38
A* los elementos no nulos del anillo A 56
U(A) el conjunto de los elementos invertibles del anillo A 56
(X) subanillo generado por X 59
a|b adivideab 73
Z[v/d] dominio cuadratico 83

dimg (V) dimensién del espacio vectorial V' sobre el cuerpo K 100
[K : F] grado de K sobre F 101
subcuerpo generado sobre F' por S 105

extension algebraica simple de F' 106
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