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El valor de un libro destinado a la ensefianza de las Matemdticas

se mide por la calidad de los problemas que le propone al estudiante,

ya que sin la participacion activa de éste no existe, propiamente hablando,
ensefianza matemdtica; ni antigua ni moderna.
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Capitulo 1

Logica Proposicional y Cuantificadores

La belleza de las Matemiticas sélo se muestra a
los sequidores mds pacientes.

—Maryam Mirzakhani

La Matemitica es una ciencia que estéd presente en todos lados, desde la vida cotidiana, las
ingenierias, la computacion y hasta en la medicina, lo que la hace dificil de describir en pocas
palabras. En el contexto de este capitulo, podemos decir que la matemitica es la ciencia del
razonamiento y la deduccién. Asi como en otras ciencias cientificas, la matematica necesita
un lenguaje apropiado sobre el cual cimentar y fundamentar sus afirmaciones y él cual este
libre de ambigiiedades.

Se puede decir a grandes rasgos que la [6gica matemdtica consiste en la formalizacién del
razonamiento matematico.

En este capitulo no pretendemos hacer un desarrollo histérico acerca de la l6égica ma-
tematica sino introducir al lector en los fundamentos bésicos sobre los cuales se construye
toda la matemaética, y que le serdn de gran utilidad a lo largo de toda su carrera profesional
y cientifica.

1.1. Proposiciones

Comencemos por la primera definicién bésica con la cual trabajaremos en esta seccion.

Definicién 1.1

Una proposicién es una oracion, sentencia o afirmacién a la cual se le puede dar un va-
lor de verdad: Verdadero o Falso. Es decir, una proposicién es una oracién o afirmacién
para la cual tiene sentido decir que es Verdadera o Falsa.

Por ejemplo, las siguientes afirmaciones son proposiciones:

1. Hoy es martes.

2. El niimero 7t es racional.
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3. 5 es mds grande que 2.
4. Todos los seres humanos son mortales.
5. 2+2=5.

6. Todo niimero par mayor que dos es suma de dos niimeros primos.

Para cada una de las afirmaciones anteriores tiene sentido decir que dicha afirmacién es
Verdadera o Falsa. Por ejemplo, podemos decir que la afirmacién Todos los seres humanos son
mortales es Verdadera o Falsa; de hecho sabemos que es Verdadera. También es correcto decir
24+ 2 = 5 es Verdadero o Falso; de hecho sabemos que es Falsa. La afirmacién Todo niimero
par mayor que dos es suma de dos niimeros primos es también una proposicién porque tiene
sentido decir que es Verdadera o Falsa, aunque en este caso no sabemos realmente cuél es el
valor de verdad que le corresponde.
Por otro lado, las siguientes oraciones no son proposiciones:

1. Cémo llueve.

2. ;Qué dia es hoy?

3. ;Estudiaste?

4. Cuidado con el perro!

Notemos que no es correcto decir que la oracién Cémo Ilueve es Verdadera o Falsa, no tiene
sentido. Tampoco tiene sentido decir es Verdadero (o es Falso) que ;Qué dia es hoy?. Obser-
vemos que la primera oracién es una exclamacion, la segunda y tercera son preguntas, y la
cuarta es una advertencia.

Problema 1.2

Indicar cudles de las siguientes oraciones son proposiciones y cudles no. Para aquellas
que si son proposiciones indique, si lo conoce, cudl es su valor de verdad.

1. La Argentina es un pais con més de treinta millones de habitantes.
2. {Cémo me gusta el Algebra!

. El nimero /4 es irracional.

[6V)

4. Toda funcién cuadrética ax? 4 bx + ¢ tiene siempre una raiz real.

U1

. El conjunto vacio esta incluido en todo conjunto.

Las proposiciones se pueden combinar para formar proposiciones mas complejas por
medio de varios conectores que llamaremos conectivos gramaticales. Veamos cudles son
estos conectivos gramaticales y como podemos utilizarlos.
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Conjuncién: “y

Considere la siguiente proposicion:
5 es mds grande que 2 y el niimero -3 es negativo

Esta proposicién estd formada por dos proposiciones: 5 es mds grande que 2y el niimero -3 es
negativo y unidas por el conectivo “y”.

/N /4

Disyuncion: “o

Considere la siguiente proposicién:
Hoy es miércoles o los cerdos tienen alas.

Esta proposicién consta de dos proposiciones mas simples: hoy es miércoles y los cerdos tienen

o _ 7

alas, y las cuales se combinan por medio del conectivo “0”.
Condicional: Si ..., entonces . ..

Tomemos como ejemplo la siguiente proposicion:
Si hoy es lunes, entonces hoy tenemos clase de dlgebra.

Esta proposicién estd compuesta por dos proposiciones: hoy es lunes y hoy tenemos clase de
dlgebra, y las cuales se combinan por medio del conectivo condicional “si ..., entonces....

Negacion: No

Considere la siguiente proposicion:
3 no es un niimero primo.

Esta proposicion es la negacién de la proposicion 3 es un niimero primo.
Bicondicional: ... siysélosi...

Consideremos la siguiente proposicién:
El niimero 4 es primo si y sélo si sus tinicos divisores positivos son 1y 4.

Esta proposicién estd formada por las dos proposiciones: el niimero 4 es primo y los tinicos
divisores del 4 son 1y 4, y las cuales se combinan por medio del conectivo “si y sélo si”.

Ast, los conectivos gramaticales nos permiten construir proposiciéon mas complejas a par-
tir de otras proposiciones. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos las siguientes proposiciones, a las cuales llamaremos p, g y r
por comodidad:
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p : Todo multiplo de 4 es divisible por 2.
g : Los seres humanos son inmortales.
r : Existen seres extraterrestres.

Podemos ver que las oraciones p, g y r son efectivamente proposiciones porque tiene sentido
decir que ellas son Verdaderas o Falsas (sabemos que una es Verdadera, otra es Falsa y
la tercera desconocemos su valor de verdad pero tiene sentido decir que es Verdadera o
Falsa). Con ellas podemos formar proposiciones més complejas por medio de los conectivos
gramaticales. Por ejemplo:

» Si todo miiltiplo de 4 es divisible por 2, entonces los seres humanos son inmortales.

» Si los seres humanos son inmortales o no existen los extraterrestres, entonces todo miiltiplo
de 4 es divisible por 2.

La primer proposiciéon la formamos con las proposiciones p y g usando el conectivo condi-
cional. La segunda proposicién es formada utilizando las proposiciones p, g4 y r por medio

de los conectivos: condicional, disyuncién y negacién.

Observemos del ejemplo anterior, que las proposiciones no necesariamente tienen que
tener un «sentido» semdntico coherente.

Definicién 1.4

Diremos que una proposicion es simple si no se puede descomponer como una o dos
proposiciones y formada por medio de un conectivo. Diremos que una proposicién es
compuesta si no es simple. Es decir, una proposicién es compuesta si estd formada por
una o dos proposiciones y un conectivo.

\ J

Ejemplo 1.5.
1. Consideremos la proposicién:

La raiz cuadrada de 2 es un niimero irracional y es mayor que cero .

-~

P q

Esta proposicién es compuesta porque la podemos formar con las proposiciones sim-
ples:

p : La raiz cuadrada de 2 es un niimero irracional.

q : La raiz cuadrada de 2 es mayor que cero.
y utilizando el conectivo “y”.
2. Consideremos la proposicién:

Si la tierra es el centro del universo, entonces el sol gira alrededor de la tierra .

~"

P q
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Esta proposiciéon es compuesta porque la podemos formar con las proposiciones mas
simples:

p : La tierra es el centro del universo.

q : El sol gira alrededor de la tierra.

y el conectivo condicional.

. Consideremos la proposicién:

El ntimero 7t es irracional.

Esta proposicién es simple, porque no podemos separarla en una o dos proposiciones
mads simples.

. Consideremos la proposicién:

Hoy no es lunes.

Aunque no lo parezca, esta proposicién es compuesta. Porque se puede formar por la
proposicién mds simple:

p : Hoy es lunes.

y el conectivo “no”.

Problema 1.6

Para cada una de las siguientes proposiciones, indicar si son simples o compuestas.
Para las que sean compuestas, indicar las proposiciones simples que las forman y qué
conectivos gramaticales se usaron.

1. Si los tinicos divisores de 19 son 1y 19, entonces el nimero 19 es primo.
2. Sivamos a cenar y a bailar, no llegaremos a ir al cine.

3. Los tnicos divisores positivos de 5 son 5y 1.

4. Un ntmero es impar si no es divisible por 2.

5. No todo nimero es racional.

1.2.

Lenguaje proposicional

Como mencionamos al inicio del capitulo, la matemética necesita un lenguaje claro y pre-

ciso que no genere ambigiiedades y confusiones. Este lenguaje nos permite poder formalizar

proposiciones y realizar razonamientos de tal formar de que no se produzcan contradiccio-

nes. Analice el siguiente problema.



(o)}

1.2. Lenguaje proposicional

Problema 1.7

Determine, si es posible, si la siguiente afirmacién es Verdadera o Falsa.

Esta afirmacion es falsa.

Analice ambos casos, cuando es Verdadera y cuando es Falsa. ;Cudl es su conclusiéon?

\. J

Para poder evitar paradojas como las del problema anterior, vamos a necesitar introducir
algunos simbolos especificos para poder expresar lo necesario. La coleccién de estos simbo-
los se llama lenguaje proposicional.

Definicién 1.8
Un Lenjuaje proposicional estd formado por:

Variables proposicionales: Denotaremos a las variables proposicionales por
p,q,t,s,t,0,u,w. Ellas van a representar las proposiciones simples.

Conectivos 16gicos: Los conectivos 16gicos serdn los siguientes:

= A: Que se lee como «y». Al conectivo 16gico A lo llamaremos conjuncién.

V: Que se lee como «0». Al conectivo 16gico V lo llamaremos disyuncién.

» —:Que se lee como «si ... , entonces ...». Al conectivo 16gico — lo llamaremos

condicional o implicacién.

n < Que se lee como «si y sélo si». Al conectivo l6gico <+ lo llamaremos bi-

condicional.

—: Que se lee como «no». Al conectivo — lo llamaremos negacién
La Tabla 1.1 resume los conectivos l6gicos y sus formas de leerlos.

Férmulas proposicionales: Las férmulas proposicionales se construyen usando las
variables proposicionales y los conectivos 16gicos:
» Toda variable proposicional es una férmula proposicional.

» Siay B son férmulas proposicionales, entonces a A B es una férmula pro-
posicional.

» Siay B son férmulas proposicionales, entonces a V B es una férmula pro-
posicional.

» Siay B son férmulas proposicionales, entonces « — B es una férmula pro-
posicional.

» Siay B son férmulas proposicionales, entonces a <+ B es una férmula pro-
posicional.

» Sia es una férmula proposicional, entonces —« es una férmula proposicio-

nal.
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Conectivos 16gicos Proposicién Significado
—: negacion —p: negacién de p no es el caso que p
A: conjuncion p A g: conjuncién de py q Pyq
V: disyuncién pV q: disyuncién de py q pogq

Si p, entonces g
—: condicional o implicacién| p — g: implicacion de py g P 1mp11c.:a.q
p es suficiente para g

g es necesario para p

++: bicondicional p < g: equivalenciade py g psiy soélosig

Cuadro 1.1: Conectivos 16gicos, sus significados y cémo se leen.

Los dos ejemplos siguientes nos muestran un procedimiento para determinar si una ex-

presioén es o no una férmula proposicional.

Ejemplo 1.9. La expresion p — (=g A p) es una férmula proposicional, porque p es una
térmula proposicional (por ser una variable proposicional), =g A p es una férmula propo-
sicional, y se construye usando el conectivo condicional —. La expresién —4 A p es una
férmula proposicional porque =g y p son férmulas proposicionales, y se construye usando
el conectivo A. Finalmente, la expresion —g es una férmula proposicional porque 4 es una
térmula proposicional y se construye con el conectivo —.

Ejemplo 1.10. Veamos otra manera mads eficiente de determinar si una expresién es o no
una férmula. Consideremos la expresiéon (—p — q) V (=g A r). A partir de los conectivos,
vamos a ir «desarmando» esta expresion en férmulas mds simple, hasta llegar a las variables
proposicionales.

(=p = q) vV (~qAT)

/N

p—q qgAr

el
| |

p q

Para simplificar un poco la terminologia haremos las siguientes abreviaciones: diremos
proposicién a toda variable proposicional y diremos férmula a toda férmula proposicional.

Ahora que tenemos un lenguaje y sabemos determinar si una expresién es o no una
térmula, ;para qué nos sirve esto? Un lenguaje proposicional nos permite extraer la «estructura
l6gica» de una proposiciéon coloquial y analizar su valor de verdad a partir de los valores de
verdad de sus proposiciones més simples (las variables proposicionales). Esto lo veremos en
la seccion siguiente. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 1.11. Consideremos la siguiente proposicion:

Si x es un niimero real distinto de cero, entonces x> es mayor que cero o x> es menor que cero.
Consideremos las proposiciones simples

p : x es un niimero real distinto de cero.

q : x> es mayor que cero.

r: x3 es menor que cero.

Entonces, tenemos que

3 3

Si x es un numero real distinto de cero, entonces x° es mayor que cero 0 X° menor que cero .

-~

p q r

Con lo cual, segtin a los conectivos involucrados en la proposicién anterior, se tiene que la

estructura l6gica de dicha proposicién es

p—(qgVr).

No siempre es sencillo extraer la estructura l6gica de una proposicién dada de forma co-
loquial. Esto es debido a que una afirmacién coloquial se puede escribir de muchas maneras
distintas (pero siempre dicen o significan lo mismo). Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.12. Consideramos la siguiente proposicién:
Si no estd lloviendo y el auto funciona bien llegaré antes de las 10, y en tal caso iré a la fiesta.

Primero hacemos la asignacién de las variables proposicionales:

p : Estd lloviendo.

q : El auto funciona bien.

v : Llegaré antes de las 10.

s : Iré a la fiesta.
Entonces, la estructura l6gica de la proposicién anterior es:

(=P Ag) > 1) A(r = s).

Si leemos tal cual la formula ((—p A g) — 1) A (r — s) con las asignaciones anteriores, nos

queda:

Si no estd lloviendo y el auto funciona bien, entonces llegaré antes de las 10, y si llego antes de las
10, entonces iré a la fiesta.

Las dos proposiciones en forma coloquial, dicen exactamente lo mismo, pero la primera es

gramaticalmente mejor expresada.
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Dos términos muy usuales utilizados en matematica son: la reciproca y la contrareciproca
de una proposicion condicional p — g, que pasamos a definir.

Reciproca: La reciproca de una implicacién p — g es: g — p.
Contrareciproca: La contrareciproca de una implicacién p — g es: =g — —p.

Ejemplo 1.13. Consideremos la proposiciéon
Si hoy es lunes, entonces tengo clases de dlgebra.

Llamando p: hoy es lunes y q: tengo clases de dlgebra, la proposicién anterior es: p — g. Ahora

determinamos su reciproca y su contrareciproca:

Reciproca: g — p: Si tengo clases de dlgebra, entonces hoy es lunes.

Contrareciproca: ~g — —p: Si hoy no tengo clases de dlgebra, entonces hoy no es lunes. |

1.3. Tablas de valores de Verdad

En esta seccién estudiaremos los valores de verdad de las férmulas proposicionales. Ve-
remos que el valor de verdad de una férmula depende exclusivamente de los valores de
verdad que tienen las variables proposicionales que la forman.

A cada proposicién (variable proposicional) p, le podemos asignar un valor de verdad:
Verdadero, o bien Falso. Es decir, el valor de verdad de p puede ser Verdadero (V) o Falso
(F). Cada conectivo légico determina de una forma precisa el valor de verdad de la férmula
que forma. Esta «forma precisa» de los conectivos 16gicos de asignar valores de verdad se
llaman Tablas de Verdad. Hay una tabla para cada conectivo y la definicién de cada tabla de
verdad es definida por el sentido intuitivo que tenemos los seres humanos (seres racionales)

de razonar.
Negacion: —
Si p es una proposicién, entonces —p denota la negacién de p. Nuestro razonamiento

nos dice que si p es Verdadero (V), entonces —p es Falso (F); y cuando p es Falso, —p es
Verdadero. Luego la tabla de verdad de la negacién — es:

pl—p
V| F
F| V

Conjuncién: A
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Si p y q son proposiciones, entonces p A q denota la conjuncién de p y 4. Nuestro sentido
nos dice que p A g es Verdadero cuando y s6lo cuando p y g son Verdaderos. Asf, la tabla de
verdad de la conjuncién A es:

<l | <=

p
\Y
\Y
F
F

i m| <] >

F

Observemos que en la tabla anterior hay cuatro filas correspondiendo al ntimero de posibles
asignaciones de los valores de verdad de p y 4.

Disyuncién: V

En en lenguaje coloquial, hay dos posibles interpretaciones o usos del «o»: el inclusivo
y el exclusivo. Sean p y q proposiciones. Para el uso inclusivo del «o», «p o0 g» significa p,
g o ambos; en cambio para el uso exclusivo del «o», «p 0 g» significa p o q pero no ambos.
Nosotros usaremos el «o» en el sentido inclusivo. Asf, si p y g son proposiciones, entonces
pV q denota la disyuncién de py g,y p V g es Verdadero si p es Verdadero o g es Verdadero.
Entonces la tabla de verdad de la disyuncién V es:

Pv4a

mHim < | <
H < o <<
mi<|i<| <<

Implicacién: —

Si p y g son proposiciones, p — g denota la implicacién o condicional de p y ¢, y se lee
«si p, entonces q». Llamaremos a la proposiciéon que esté a la izquierda de — antecedente y
a la proposicién que esta a la derecha de — consecuente, esto es, antecedent — consecuente.
En comparacién con los conectivos anteriores, el valor de verdad de una proposicién de la
forma p — g no es tan claro. Lo que si es intuitivamente natural, es que nuestro razona-
miento nos dice que una afirmacién verdadera no puede implicar una afirmacién falsa. Por

ejemplo, no es natural decir que la siguiente afirmacién es verdadera
Si los seres humanos son mortales, entonces el planeta tierra es plano.

porque sabemos que la proposicion los seres humanos son mortales es verdadera, lo que impli-
caria que la proposicion el planeta tierra es plano deberia ser verdadera, que sabemos que no
es cierto. Por lo tanto, haremos la convencién de que p — g es Falso cuando y sélo cuando
p es Verdadero y g es Falso, y en todos los casos restantes p — g es Verdadero. Entonces la
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tabla de verdad del condicional — es:

Pl9|1P—19
V|V \Y
V| F F
F|V \Y
F|F \Y

Bicondicional: <

Sean p y g proposiciones. Vamos a denotar «p si y sélo si g» por p <+ q y es llamada la
equivalencia de p y g. Una tal férmula tiene el valor de verdad Verdadero cuando p y g
tienen el mismo valor de verdad (ambas son Verdaderas o ambas son Falsas). Entonces la
tabla de verdad de < es:

plalpeq
viv] v
V|F| T
F|V| F
FI|F| V

Utilizando las tablas de valores de verdad de cada uno de los conectivos podemos deter-
minar el valor de verdad de cualquier férmula. Como se observa en las tablas de valores de
verdad de los conectivos, el valor de verdad de cualquier férmula formada por una o maés
proposiciones, depende s6lo de los valores de verdad de las proposiciones que la forman
y de los conectivos utilizados. Por ejemplo, el valor de verdad de la féormula p A (g — 1)
depende sélo de los valores de verdad que se le asignan a las proposiciones p, q y 7, y de los
conectivos A y —, seglin a sus tablas de verdad:

pla|r|qg—r|pA(@g—T)
Viviv] v v
V|V|F| F F
VIF|[V] V v
VIF|[F| V v
Fl|v[v] Vv F
F|V[F]| F F
F|F|[V] Vv F
F|F|F| Vv F

De la tabla anterior podemos ver, por ejemplo, que si p tiene el valor de verdad V, g tiene el
valor F y r el valor V, entonces el valor de verdad de la férmula p A (g — ) es V.
Observemos también que la tabla anterior tiene ocho filas, que corresponden a considerar
todos los casos posibles de las asignaciones de valores de verdad de las tres proposiciones
p, 9y r. Es decir, cada fila es una de las posibles asignaciones de valores de verdad de
las proposiciones p, g y r. Por ejemplo, para saber el valor de verdad que tiene la férmula
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Him | mdldimm <<l << << <=
HimH o < | < | < | <|mHiaia << <<=
Hidb < <|mm<|<lHda < <imm< <l
Hmi<|lmi< o< <|ld<im<im<|d <o

Cuadro 1.2: La tabla de verdad de una férmula con 4 variables proposicionales.

pA(qg — r)cuando pesV, ges VyresF vamos a la fila dos de la tabla y vemos que el
valor de verdad de p A (g — r) es E. Y asi para cada una de las posibles asignaciones que les
hagamos a las proposiciones p, g y r.

Siuna formula estd formada por n proposiciones py, p2, . . ., Pn, €ntonces para construir
su tabla de verdad necesitamos 2" filas. Comenzamos colocando en la columna de p;
2"~V seguidos y 2"~! F seguidos. En la columna de p, vamos alternando 2" 2 V y
2"~2 hasta completar la columna. Continuamos de esta forma hasta que en la dltima
columna de p;,, vamos intercalando un V y un F hasta completar la columna.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una formula que estd formada por cuatro pro-
posiciones p, g, r y s. Entonces, en la columna de p debemos colocar 24~! = 8 V seguidas y

luego 8 F seguidas. En la columna de g debemos colocar 242

= 4V seguidas, 4 F seguidas,
y continuar de esta forma hasta completar la columna. En la columna de r debemos colocar
2473 = 2 V seguidas, luego 2 F seguidas, y continuar asf hasta completar la columna. Final-
mente, en la columna de s debemos ir intercalando un V y un F hasta completar la columna.
Véase la Tabla 1.2. Y con este procedimiento estamos seguro que hemos considerados todos

los casos posibles.

Ejemplo 1.14. Hallemos los posibles valores de verdad de las férmulas (p — q) <> (—p V q)
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y =(p — q) A (p V r). Construimos las tablas de valores de verdad de estas dos férmulas:

plalp—=q|-p|pVe|(p—=q) < (-pVY)

vivl v [F| Vv v

VIF| F | F| F v

FIvl v [v] Vv v

FIF| vV |V ]| V v
pla|rip=q|~(p—=9q | pVr|-(p=qA(pVr)
viviv] v F v F
VIVIF] Vv F v F
VIE|V] F v v v
VIF|F| F v v v
F|V|v] Vv F v F
F|V|[F| Vv F F F
F|F|V|] V F v F
F|F|F| V F F F

Problema 1.15

Sabiendo que p — g es Verdadera y g — r es Verdadera, ;Puede determinar el valor
de verdad de la férmula p — ?

Definicién 1.16

Diremos que una férmula es una tautologia si sus posibles valores de verdad son

siempre Verdaderos. Una férmula es llamada contradiccién si sus posibles valores de
verdad son siempre Falsos. En otro caso diremos que una férmula es una contingen-
cia.

Una férmula es una tautologia si cuando construimos su tabla de verdad, en la tltima
columna donde figura dicha férmula sélo aparecen V. Y una férmula es contradictoria si
s6lo aparecen F. Por ejemplo, la féormula (p — g) <> (—p V q) es una tautologia, su tabla
de verdad fue construida en el Ejemplo 1.14 y vemos que tiene sélo V en la columna donde
esta (p — q) <> (-p V(). La férmula ~(p — (¢ — p)) es una contradictoria. En efecto,
construimos su tabla de verdad:

plala—p|pr=@@—=p) | ~(p=(q—p)
viv] v % F
VIE| Vv v F
F|V| F v F
FI|F| Vv v F

Como en la tltima columna s6lo aparecen F, la formula —(p — (9 — p)) es contradictoria.



14 1.3. Tablas de valores de Verdad

Definicién 1.17

Diremos que dos férmulas ¢ y ¢ son légicamente equivalentes si la formula ¢ < ¥
es una tautologia.

Ejemplo 1.18. Comprobemos que las féormulas =(p — q) y p A —q son l6gicamente equiva-
lentes. Vamos a construir la tabla de valores de verdad de la féormula [-(p — q)] <> [p A 9]
y comprobar que es una tautologia.

plalp—=q|~(p—=9) | q|pA—q|[~(p—=q9]<[pA—q]
viv] v F F| F v
V|F| F v V| v v
FIV| Vv F F| F v
F|F| V F V| F v

Teniendo en cuenta que una proposicién bicondicional p <+ g es Verdadera cuando y
s6lo cuando p y g tienen el mismo valor de verdad, tenemos la siguiente caracterizacién de
equivalencia légica.

Dos férmulas ¢ y ¢ son l6gicamente equivalentes siempre que ellas tengan la misma
tabla de valores de verdad.

Ejemplo 1.19. Las férmulas p — g y su contrareciproca =g — —p son légicamente equiva-
lentes porque tienen la misma tabla de valores de verdad. En efecto,

pPl9|™4|P|P—=q9 |9 P
V|IV| F | F \Y \Y
VIF|V | F F F
F|V| F |V \Y \Y
FIF|V |V \Y \Y

En cambio las férmulas p — g y su reciproca ¢ — p no son légicamente equivalentes
porque no tienen la misma tabla de valores. En efecto,

pPla|p—9] 9P
VIV \Y \Y

V| F F \Y |
F|V \Y F

F|F \Y \Y

Dadas dos férmulas ¢ y . Denotaremos por ¢ = ¢ para decir que ¢ y 1 son logica-
mente equivalentes. Es decir,

@ = P siysolosi ¢ y P son l6gicamente equivalentes.

. J

Las siguientes equivalencias l6gicas son importantes y se usaran en las secciones siguien-

tes. Dejamos su comprobacién a cargo del lector.
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Equivalencias Légicas

Leyes de Idempotencia (Idem.)

pPVP=p PAP=P
Leyes Asociativas (Asoc.)
pVvgVvr)=(pVvg)Vr pA@AT)=(pAg)Ar
Leyes Conmutativa (Conm.)
pvVg=4qVvp PAG=qAp
Leyes Distributivas (Distr.)
pVvgnrr =@V n(pVvr) pA@@Vr)=(pAg)V(pAr)
Doble Negaciéon (DN)
p=—"Pp

Leyes de De Morgan (De Morgan)
~(pAg) =PV g ~(pVg)=-pAg
Leyes de Identidad (Iden.)”

pVV=YV pVF=p pAV=p pANF=F

Leyes del Complemento (Comp.)

pV-p=V pA-p=F
Leyes de Implicacién (Imp.)

p—q=-pVq 7.peoqg=(p—=q)N(q—p)
p—=q=pVyg

p—q=—g—-p
~(p =) =pAg
~(p—=q)=pAy
6. 2(-p—q)=-pA—g 11. (p =>r)V(g—r)=(pAg) =7

Qo

=N (p—or)=p—(gAT)

\O

.p=o>r)AN(@g—r)=(pVvyg) o

ST

10. (p—=qg)V(p—=>r)=p—(qVr)

?Cuando escribimos, por ejemplo pVV = Vo pVF = p, V representa cualquier tautologia y F
representa cualquier contradiccién. Asi p V V es siempre verdad, no importa qué valor de verdad tome
p,y p V F toma el mismo valor de verdad que p.
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Problema 1.20

Comprobar que las anteriores son efectivamente equivalencias logicas.

Las equivalencias l6gicas anteriores se pueden utilizar para demostrar que dos férmulas
son légicamente equivalentes y también para probar que una férmula es una tautologia.
Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.21. Comprobemos, utilizando las equivalencias 16gicas, que las férmulas —(p A
(=p Vv q)y —(p Agq) son légicamente equivalentes.

=(pA(-pVgq) =-pVa(-pVyg) por De Morgan
=-pV (-p Ag) por De Morgan
=-pV(pA—9) por DN
=(pVp)A(opV9) por Distr.
=VA(-pV—g) por Comp.
=-pV g por Iden.
=-(pNg) por De Morgan

Por lo tanto, ~(p A (-pV q) = = (p A q).

Ejemplo 1.22. Utilizando equivalencias légicas vamos a mostrar que la férmula p — (g —
p) es una tautologia. Tenemos que utilizar las equivalencias 16gicas para llegar a que p —
(9 — p) = V. Entonces,

p—=@—=p)=-pVa—p) por Imp 1.
=-pV(-gVp) por Imp 1.
=-pV(pV—q) por Conm.
=(-pVp) Vg por Asoc.
=VV—yg por Comp.
=V por Iden.

Entonces p — (¢ — p) = V. Por lo tanto, p — (g — p) es una tautologia.

1.4. Razonamientos validos y reglas de inferencia

En la introduccién de este capitulo dijimos que la matematica es la ciencia del razona-
miento y la deduccién, y que la l6gica matematica consiste en la formalizacién del razo-
namiento matematico. En esta seccion veremos qué es un razonamiento légico y cuando un
razonamiento légico es correcto.

La introduccién de un lenguaje proposicional como en la Seccién 1.2 nos permite realizar
razonamientos 16gicos los cuales no dependen del significado seméntico que se le asigne a
las variables proposicionales. Consideremos, por ejemplo, el siguiente razonamiento y ob-
tengamos su forma légica.
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Si estudio lo necesario, aprobaré el examen de dlgebra. Estudié lo necesario. Por lo tanto, aprobé el
examen de dlgebra.

Tomamos:

p : Estudié lo necesario.

q : Aprobé el examen de dlgebra.

Entonces, el razonamiento anterior queda expresado de forma simbdlica como el razona-
miento 16gico siguiente:
p—4q

p

q
Este razonamiento es obviamente vélido (correcto), en el sentido que si las férmulas p — ¢
y p son Verdaderas, entonces g es también Verdadera. Podemos observar que el valor de
verdad de g no depende del significado que tengan las variables p y q. Por ejemplo, si ahora
p es El autobus llegar tarde y q es No iré a la fiesta, entonces el razonamiento 16gico anterior es:

Si el autobus llega tarde, no iré a la fiesta. El autobus Ilegé tarde. No fui a la fiesta.

el cual sigue siendo valido.

Intuitivamente, a partir del andlisis anterior, podemos observar que consideramos que
un razonamiento es valido o correcto siempre que las premisas son verdaderas, entonces la
conclusién también es verdadera. Por lo tanto, realizamos las siguientes definiciones forma-
les.

Definicién 1.23

Un razonamiento 16gico es una sucesion finita de férmulas (¢1, ..., ¢,—1 : ¢n). Dire-
mos que las férmulas ¢y, ..., ¢,_1 son las hipétesis o premisas y que la férmula ¢, es la
conclusién del razonamiento (@1, ..., @1 : ¢n).

Por ejemplo, (p — q,4 — r : p — r) es un razonamiento l6gico donde las férmulas
p — gy q — rsonlas hipétesis y p — r es la conclusion.

Podemos escribir de una forma mads sencilla y clara a los razonamientos 16gicos como
sigue. A cada razonamiento 16gico (¢1,..., ¢y—1: ¢») lo podemos expresar como:

P1
¢2

Pn—1
®Pn
Por ejemplo al razonamiento anterior (p — g,9 — r : p — r) queda expresado como
p—q
qg—r (1.1)
p—r
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Observemos que es natural considerar al razonamiento 16gico (1.1) como correcto. En
el sentido de que siempre que las premisas (en este caso p — qy g — r) son Verdaderas,
entonces la conclusién (p — r) es Verdadera. Pero no todos los razonamientos 16gicos son
correctos. Debemos dar un definicién formal de lo que queremos decir con qué un razona-

miento 16gico es correcto (o vilido).

Definicion 1.24

Un razonamiento (@1, ..., ¢y—1 : ¢n) es correcto sila férmula (@1 A--- A @—1) = @n
es una tautologia.

Probemos que efectivamente el razonamiento en (1.1) es correcto. Debemos realizar la
tabla de valores de verdad de la férmula ((p — q) A(g = 1)) = (p — 7).

plaglr|p=qlqor| ko2 A@G=r) | por | (P2 A@—r) = (p—r)
viv]iv] v % v v v
VIV|E] Vv F F F v
VIF|V] F % F v v
VIF|E| F % F F v
FIV|Vv] Vv % v v v
FIV|F|] Vv F F % %
FIF|V] V % % % %
FIF|F| Vv % % % %

Entonces, la formula ((p — q) A (g — 1)) — (p — r) es una tautologia. Por lo tanto, el
razonamiento l6gico en (1.1) es correcto. Compare con el Problema 1.15

Ejemplo 1.25. Veamos si el razonamiento siguiente es o no es vélido. Sea
pVaq
p—r (1.2)
gnNr

Construimos la tabla de valores de verdad de la formula ((pVg) A (p — 1)) = (g A71):

plalripVvglp—=r|(pVvgA(p—=r)qghr | (pVgA(p—1) = (GAT)
viviv| v v v v v
VIVIF| Vv F F F v
VIE|V| V v v F F
VIF|F| Vv F F F v
F|Vv[v] Vv v v v Vv
F|V|[F| Vv Vv Vv F F
F|F|V| F Vv F F Vv
F|F|F| F Vv F F Vv

Entonces la férmula ((p Vgq) A (p — r)) — (g A ) no es una tautologia porque hay un falso
F (en realidad hay dos) en la tiltima columna de la tabla de verdad de dicha férmula. Por lo

tanto, el razonamiento en (1.2) no es valido.
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Podemos observar que comprobar que un razonamiento es valido o no, puede llegar a
ser un poco tedioso ya que hay que construir una tabla de valores de verdad, y el nimero
de filas de dicha tabla depende de cuantas variables aparezcan en el razonamiento. Ahora
propondremos una forma alternativa para comprobar que un razonamiento dado es o no
correcto. Para esto, observemos lo siguiente. Un razonamiento (¢1, ..., ¢,—1: ¢,) es valido
si la formula (¢1 A --- A ¢y—1) — @ es una tautologia. Esta férmula es una tautologia si
siempre que la férmula ¢1 A --- A ¢,_1 es Verdadera, entonces la férmula ¢, es también
Verdadera. Ademéds la férmula @1 A - - - A ¢,,_1 es Verdadera si y sélo si todas las férmulas
®1,--.,9n—1 son Verdaderas. Por lo tanto, tenemos el siguiente criterio para determinar si
un razonamiento es valido.

Un razonamiento (¢i,...,¢n,—1 : ¢n) es valido si siempre que las premisas
@1, ..., ¢n—1 son Verdaderas, también es Verdadera la conclusién ¢;,.

Veamos algunos ejemplos de como aplicar el criterio anterior. Denotaremos por v(¢) el
valor de verdad de la férmula ¢, esto es, v(¢) € {V, F}. La estrategia a seguir es la siguiente:
dado un razonamiento (¢1,..., 9,1 : ¢»), supondremos que v(¢1) = V,...,v(p,—1) =V,
y trataremos de determinar si v(¢,) = V, v(¢) = F o que v(¢,) no es necesariamente V.

Ejemplo 1.26. Consideremos el siguiente razonamiento

(p—q) —s
—S

-5 = p

Para determinar si este razonamiento es o no correcto, comenzamos asumiendo que las pre-
misas son Verdaderas. Esto es, supongamos que v((p — q) — s) = Vyv(—s) = V.Entonces
v(s) = F.Como v((p = q) — s) = Vyuv(s) = F, la tinica posibilidad es que v(p — q) = F.
Luego, nos queda que v(p) = V y v(q) = F. Entonces, el valor de verdad de la conclusién
—s — p es Verdadera, porque v(—s) = V y v(p) = V. Por lo tanto, el razonamiento es
valido. |

Ejemplo 1.27. Consideremos el siguiente razonamiento

(pAg) —s

S
p— 8

Supongamos que las premisas son Verdaderas: v((p Aq) — s) = V y v(—s) = V. Entonces
v(s) = F.Como v((pAgq) — s) = Vyuv(s) = F, tenemos que v(p A q) = F. Esto implica
que v(p) = F ov(q) = F. Aunque conocemos el valor de verdad de —s, al no saber el valor
de verdad de p, no podemos saber el valor de verdad de la conclusién p — —s. De hecho
podemos hallar una asignacién de los valores de verdad de las proposiciones p, gy s para las
cuales las premisas son Verdaderas y la conclusion es Falsa. Tomando v(p) = V,v(q) =Fy
v(s) = F. Con esta asignacion, las premisas (p A q) — sy —s son Verdaderas y la conclusién
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p — —s es Falsa. Con lo cual, la férmula [((p Aq) — s) A—s] — (p — —s) no es una
tautologia. Por lo tanto, el razonamiento no es valido. |

Ejemplo 1.28. Consideremos el razonamiento

p—1
r—s
pVr
gNs

Probemos que el razonamiento no es correcto. Para ello vamos determinar una asignacién
de los valores de verdad de las proposiciones p, g, r, s tal que las premisas sean Verdaderas y
la conclusion Falsa. Elijamos v(p) = F, v(q) = F, v(r) = V y v(s) = V. Por definicién de las
tablas de valores de verdad, tenemos que v(p — q) = V,v(r = s) =Vyo(pVr) =V, es
decir, para esta eleccién de los valores de verdad de las proposiciones las hipétesis son todas
Verdaderas. Pero podemos comprobar que v(q As) = F, esto es, la conclusion es Falsa. Por lo
tanto, el razonamiento l6gico anterior no es correcto. Podemos resumir esto con la siguiente
tabla:

plglr|s|p—=>qg|r—s|pVr|qgNs
FIF|V|V| V A/ AY/ F

Problema 1.29

Comprobar que los siguientes razonamientos no son correctos.

p—1 (p =) A(r—s)
1. -p 2. —qVs
—q —pVr

Ahora presentamos otro criterio, el tercero, para probar la validez de ciertos razonamien-
tos. Para ello, sera necesario contar con algunos razonamientos 16gicos vélidos, a los cuales
los llamaremos Reglas de Inferencia. El lector puede comprobar que efectivamente cada
uno de los razonamientos que proponemos a continuacién son correctos. Véase la Tabla 1.3
donde se definen las reglas de inferencia. La tltima regla de inferencia debe ser explicada.
Lo que dice es que: si dos férmulas ¢ y 1 son 16gicamente equivalentes (¢ = 1) entonces

4

¥

es una regla de inferencia. Por ejemplo, segin las equivalencias légicas de la pagina 17, las
siguientes son reglas de inferencias vélidas (algunas de ellas):

p op ~(pAg) AN
—p p —pV g —(pN9q)
—(pVq) —pA—q p—4q —pVq

—p A —q —(pVaq) —pVq p—q
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P —1q PVq p—4q g = P
pVa P —q ] =g p—4q
Bien, ahora que el lector ha comprobado que las reglas de inferencia de la Tabla 1.3 son

todos razonamientos validos, veamos cémo podemos utilizar estas reglas para probar que
un razonamiento es efectivamente valido. Explicaremos este procedimiento mediante un
ejemplo.

Consideremos el siguiente razonamiento 16gico:

pAg

r—p

-r —s (1.3)
s —t

t

Probemos que este razonamiento es efectivamente valido. Para ello lo que debemos realizar
es una “prueba formal”.

Una prueba formal de un razonamiento (¢1,...,¢,—1 : ¢n) €s una sucesion finita
de férmulas aq, a0y, ..., a;, donde a; debe ser la conclusion del razonamiento anterior
(¢ = ¢y) y cada férmula a; (con i < k) debe ser o bien una de las hipétesis del
razonamiento o una tautologia, o bien debe poder derivarse por medio de una Regla
de Inferencia (ver Tabla 1.3) a partir de férmulas anteriores que ;.

. J

Veamos ahora como construimos una prueba formal del razonamiento 1.3. Primero po-
nemos en forma ordenada en filas las hipétesis del razonamiento (1.3):
1. =pAg Hip.
2. r—p Hip.
3. —r—s Hip.

4. s—t Hip.
Ahora debemos comenzar a utilizar las reglas de inferencia con las férmulas anteriores. Por

ejemplo, de 1. podemos obtener —p por Simplificacion:
1. =pAgq Hip.
2. r—p Hip.
3. —r—s Hip.
4. s—t Hip.
5. —p 1.(Simp)
De 2. y 5. utilizando Modus Tollens obtenemos —r:

1. =pAgq Hip.

2. r—p Hip.

3. —r—s Hip.

4. s—t Hip.

5. —p 1.(Simp)
6. —r 2.,5.(MT)

Luego de las férmulas en 3. y 6. se puede derivar s por medio de la regla Modus Ponens:
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REGLAS DE INFERENCIA
Regla Nombre
p—q
p Modus Ponens (MP)
q
p—4q
—q Modus Tollens (MT)
P
P Adicién (Ad)
PVvq
pPVq
-p Silogismo Disyuntivo (SD)
q
AL Simplificacién (Sim)
p
p
q Conjuncién (Con)
PAq
p—4q
q—r Silogismo Hipotético (SH)
p—r
PVa Absorcién (Abs.
p— (pAg)
pPVq
—pVr Ley de Resolucién (LR)
qVvr
(p—=q)A(r—s)
pVr Dilema Constructivo (DC)
qVvs
% Equivalencia Légica (EL)

Cuadro 1.3: Reglas de Inferencia
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1. =pAg Hip.

2. r—p Hip.

3. —r—s Hip.

4. s—t Hip.

5. —p 1.(Simp)
6. —r 2,5.(MT)
7. s 3.,6.(MP)

Ahora de 4. y 7. aplicando Modus Ponens derivamos ¢:

1. =pAg Hip.

2. r—p Hip.

3. —-r—s Hip.

4. s—t Hip.

5. —p 1.(Simp)
6. —r 2.,5.(MT)
7. s 3.,6.(MP)
8. t 4.,7.(MP)

Aqui detenemos el procedimiento porque hemos llegado a la conclusién del razonamiento

(1.3). La sucesion de formulas de 1. a 8. es una prueba formal del razonamiento en (1.3) por-

que cada férmula en esa sucesion es o bien una hipétesis del razonamiento o bien se obtuvo

por medio de las reglas de inferencias. Por lo tanto, el razonamiento en (1.3) es vélido.

Ejemplo 1.30. Probemos que el siguiente razonamiento es valido:

p—4q
-p—r
r—s
g —s

Entonces:
1. p—q Hip.
2. =p—r Hip.
3. r—s Hip.
4. —~q— -p 1.(EL)
5. -q —»r 4,2.(SH)
6. -q—s 5,3.(SH)

Por lo tanto, el razonamiento es valido.

Ejemplo 1.31. Comprobemos que el siguiente razonamiento es vélido:

Comenzamos:

p—q
r—gq

(pVvr)—gq
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1. p—=qg Hip.

2. r—q Hip.

3. -pVg 1., (EL)
4. -rVg 2., (EL)
5. qV-p 3., (EL)
6. qV-r 4., (EL)
7. (qV-p)A(gV-r) 5.,6.,(Con)
8. qV(-pA-r) 7.,(EL)
9. (-pA-r)Vyg 8.,(EL)
10. =(pVvr)Vvyg 9.,(EL)
11. (pVr)—gq 10., (EL)

Por lo tanto, el razonamiento es valido.

Problema 1.32

Pruebe que el siguiente razonamiento es valido

p—4q
p =
qVvr

Este razonamiento es llamado la Ley de casos.

Problema 1.33: ([ 1)

Considere el siguiente razonamiento:
Si Supermdn fuese capaz y quisiese prevenir el crimen, lo haria. Si Supermdn no fuese capaz
de prevenir el crimen, seria débil; si no quisiese prevenir el crimen, seria desconsiderado.

Supermdn no previene el crimen. Si Supermdn existiese, ni seria débil ni desconsiderado. Por
lo tanto, Supermdn no existe.

Extraer el razonamiento 16gico del razonamiento anterior y probar que es correcto.

Ahora presentaremos otras dos reglas de inferencia muy ttiles para demostrar que un
razonamiento légico es correcto. Daremos otro método de demostracién que es muy usual
en matemadtica y se conoce con el nombre de Reduccién al Absurdo.

Para ello notemos que p A —p es siempre una contradiccién, y con lo cual que para cua-
lesquiera férmulas ¢ y 1 tenemos que

(P/\_‘(PEIP/\_‘IP

Asi que vamos a llamar a cualquier férmula ¢ A =¢ una contradiccién, y denotamos por F
a cualquier férmula de la forma ¢ A —¢. Esto es coherente con las equivalencias 16gicas de
la pagina 17. Ahora introducimos las siguiente dos reglas:

La regla de Reduccién al Absurdo merece un comentario. Lo que establece la regla (Red.
Abs.) es que si en una demostracién formal, tomando a p como hipétesis, se llega a una
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REGLAS DE INFERENCIA
Regla Nombre

p
—-p Contradiccién (Contr.)

F

p

F | Reduccion al Absurdo (Red. Abs)
P

Cuadro 1.4: Dos Reglas de Inferencia

contradiccidn, o sea, se llega a F, entonces la conclusién es —p. Los pasos para demostrar

que un razonamiento l6gico
P1
¢2
Pn—1
Pn

es correcto por medio de la Reduccién al Absurdo son los siguientes:

1. Listamos las hipétesis del razonamiento:

¢1 Hip.
¢2 Hip.
. Hip.
¢n Hip.

=W N

2. A continuacién agregamos una hipétesis mds, que llamaremos “supuesto”, que con-

siste en tomar la negacién de la conclusién de la razonamiento:

1. ¢ Hip.
2. ¢ Hip.
3. Hip.
4. ¢y Hip.
5. —@u41 Supuesto

3. Luego utilizamos las reglas de inferencias para obtener en la demostracién una férmu-
la ¢ y su negaciéon —i:
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1. 1 Hip.

2. ) Hip.

3. : Hip.

4. Pn Hip.

5. “¢u+1  Supuesto

i P

j. - e

j+1 F i.,j.(Contr.)

j+2 —=@ui1 5.,j+1,(Red.Abs.)
J+3 Put1 j+2,(DN)

Veamos como aplicar el proceso anterior en un ejemplo concreto.

Ejemplo 1.34. Probemos que el siguiente razonamiento es correcto por medio de Reduccién
al Absurdo:
p—(g—r1)
p—4
p—r

Listamos las premisas del razonamiento y agregamos como hipétesis la negacién de la con-

clusion:
1. p—(q—r) Hip.
2. p—g Hip.
3. —(p—r) Supuesto
4. pAN-r 3.(Imp. 5.)
5 p 4.(Sim)
6. g—r 1.,5.(MP)
7. - 4.(Sim)
8. —q 6.,7.(MT)
9. —p 2.,8.(MT)
10. F 5.,9.(Contr.)
11. ==(p —r) 3.,10,.(Red.Abs.)
12. por 11.(DN)

Por lo tanto, el razonamiento es correcto.

Problema 1.35

1. Probar que el razonamiento (1.3) de la pagina 23 es correcto utilizando el método
de Reduccién al Absurdo.

2. Comprobar que el razonamiento del Ejemplo 1.31 es correcto utilizando el méto-
do de Reduccién al Absurdo.
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1.5. Cuantificadores

En las secciones anteriores estudiamos la forma de formalizar ciertos enunciados que
llamamos proposiciones y de la forma de determinar si ciertos razonamientos l6gicos son
o no correctos. Pero las herramientas anteriores no nos permiten analizar de forma correcta

otros tipos de enunciados. Por ejemplo, consideremos la siguiente afirmacién:
X es mayor que 5.

Lo podemos resumir como x > 5. El valor de verdad de este enunciado depende de quien
sea x. Si x = 7, entonces 7 > 5 es Verdadero. En cambio, si x = 1, entonces 1 > 5 es Falso.
Por lo tanto, si bien tiene sentido decir que el enunciado x > 5 es Verdadero o Falso, el valor
de verdad depende del valor que tome x. Para poder trabajar con este tipo de enunciados
debemos considerar, ademas de los conectivos 16gicos, otros simbolos. Para ello observemos
que en el enunciado

x>5

x es el sujeto (el cual es usualmente llamado variable), y x > 5 es una propiedad que puede
tener el sujeto x, en este caso la de ser mayor que 5. De forma intuitiva diremos que:

Un predicado es un enunciado o una sentencia que hace referencia a una propiedad
que puede o pueden tener una o mds variables, y cuyo valor de verdad depende de la

asignacién que reciban esas variables.

Ejemplo 1.36.

(1) Elsiguiente es un predicado:
Px):x+1=3

El valor de verdad de P(x) depende del valor que tome la variable x. Si x = 5, entonces
P(5) : 5+ 1 = 3esFalso. Si x = 2, entonces P(2) : 2+ 1 = 3 es Verdadera.

(2) Elsiguiente es un predicado:
Qx,y): x> +y> <4

donde x e y son las variables. El valor de verdad del predicado Q(x,y) depende de la
asignacion que le demos a las variables x e y. Por ejemplo, si x = 2 e y = 0, entonces
Q(2,0) : 22 +0? < 4 es Verdadero. En cambio, si x = 2 e y = 1, entonces Q(2,1) :
22 + 12 < 4 es Falso. [ |
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Problema 1.37

Considere el siguiente predicado:

F(x,y,2) : x> +y* = 2%
Halle dos triplas (a,b,c), con a, b y ¢ nimeros enteros, para las cuales la proposicién
F(a,b,c) sea Verdadera. Determine una tripla (a,b,c), con a, b y c enteros, para la cual
F(a,b,c) sea Falsa.

Observemos que si P(x) o Q(x,y) son predicados en las variables x o x e y, respecti-
vamente, ellos no son proposiciones porque no se les puede asignar una valor de verdad
(Verdadero o Falso) a menos que le demos valores particulares a x y a x e y. Por ejemplo,
P(x,y) : x +y = 5 es un predicado, pero no una proposicién. No podemos decir que P(x, y)
es Verdadero ni Falso porque no sabemos quienes son x e y. En cambio, si consideremos
x =2 ey = 3, podemos afirmar que P(2,3) es una proposicién y que es Verdadera.

Ahora que tenemos en claro qué es un predicado, analicemos las siguientes sentencias:

Para todo x, x2 > 0. & Existe un x tal que x> = 1,

Podemos considerar los predicados P(x) : x> > 0y Q(x) : x> = 1. Entonces las sentencias
anteriores quedan como

Para todo x, P(x). & Existe un x tal que Q(x). (1.4)

Lo que nos falta es formalizar la parte para todo x y existe un x. Para ello necesitamos intro-
ducir dos simbolos nuevos.

Definicién 1.38: Cuantificadores

Introducimos dos simbolos nuevos al lenguaje proposicional.
= V: Que se lee como «para todo». El simbolo V se llama cuantificador universal

= d: Que se lee como «existe». El simbolo 3 se llama cuantificador existencial

Con esta definiciéon podemos escribir de forma completamente l6gica las sentencia en
(1.4) como:
(Vo)P(x) & (3x)Q(x).
Para un predicado arbitrario P(x) se tienen las siguientes lecturas para los cuantificado-
res:

» (Vx)P(x) selee como: para todo x se cumple P(x).

» (Ix)P(x) selee como: existe algiin x tal que cumple P(x).

Los cuantificadores universal y existencial nos permiten traducir ciertas expresiones o
frases del lenguaje coloquial a expresiones légicas (férmulas). El objetivo es producir ex-
presiones formales que resulten claras y ttiles. Esta tarea de pasar del lenguaje coloquial
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(cotidiano) al lenguaje simbdlico es importante en muchas areas de la ciencia, como por
ejemplo en matematica, fisica, ciencia de la computacién, inteligencia artificial, etc. Por me-
dio de los siguientes ejemplos trataremos de ilustrar como realizar dicho pasaje del coloquial
al simbdlico.

Ejemplo 1.39. Consideremos la siguiente sentencia:
Para todo x, si x es primo, entonces x es impar.

Escribamos su forma l6gica. Consideramos los siguientes predicados:

P(x): x es primo. & Q(x): x es impar.
Entonces, la sentencia queda expresada como
(Vx) (P(x) = Q(x))
Ejemplo 1.40. Tratemos de formalizar (escribir simbdlicamente) la siguiente afirmacion:
Algunas aves no pueden volar

Tenemos que determinar el o los sujetos (variables) del enunciado y las propiedades (pre-
dicados) correspondientes a estos sujetos. En este caso, tenemos un sujeto (variable) x y un
predicado P(x):

X = ave P(x) : puede volar
Entonces la afirmacién anterior se expresa simbdlicamente como:
(3x)=P(x)

Utilizando los conectivos légicos A, V, —, <+, = y los cuantificadores V y 3 podemos

formalizar afirmaciones més complejas. Veamos los siguientes ejemplos.
Ejemplo 1.41. Consideremos la siguiente sentencia:
Para todo x e y, si x # 0 ey # 0, entonces xy # 0.
Para formalizar esta sentencia consideremos los siguientes predicados:
P(x):x=0 y Q(x,y) : xy =0.
Observemos que las negaciones de los predicados P(x) y Q(x,y) quedan como:
“Px):x#0 y  2Q(xy):xy #0.
Entonces la sentencia anterior es expresada l6gicamente como sigue:
(Vx)(Vy) (=P (x) A =P(y)) = =Q(x,y)

Ejemplo 1.42. Consideremos la siguiente sentencia:
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para todo x y para todo y, si x > 0,y > 0y xy = 100, entonces x < 100y < 10.

Expresemos la sentencia anterior en forma légica. Vamos a considerar los siguientes predi-
cado:

P(x):x>0 & Q(x,y) :xy =0 & R(x):x <10
Entonces, nos queda
(V) (Vy) ((P(x) AP(y) AQ(x,y)) — (R(x) VR(y)) W
Ejemplo 1.43. Consideremos escribir en forma simbdlica la siguiente afirmacién
El producto de dos niimeros reales negativos es positivo.

Primero, observamos que se trata de dos nliimeros, entonces necesitamos dos variables, di-

amos x e . La afirmacion se puede reescribir como
X La af d b
para cualesquiera niimero reales x e y, si X e y son negativos, entonces x.y es positivo.

Ahora, para decir que x es negativo podemos usar el predicado: x < 0. De la misma forma,
podemos utilizar el predicado y < 0y el predicado x.y > 0, para decir que y es negativo y
x.y es positivo, respectivamente. Entonces, nos queda

para cualesquiera niimeros reales x e y, si x < 0 ey < 0, entonces x.y > 0.

Por dltimo, observamos que para la parte para cualesquiera niimeros reales x e y, necesitamos
dos cuantificadores universales, uno para la variable x y otro para la variable y. Por lo tanto,

la afirmacién expresada coloquialmente nos queda en forma simbdélica como
() (W)[((x < 0) A (y < 0)) = (xy > 0)].
Ejemplo 1.44. Consideremos expresar de forma simbélica la siguiente afirmacion:
No existe un niimero entero que sea el mds grande. (1.5)

Para expresar de forma simbdlica esta afirmacién se necesita de cierta sutileza. Primero,
se podria pensar que sélo interviene una variable, y segundo, no es claro como expresar
simboélicamente el predicado de ser el mis grande. Debemos tratar de reescribir la afirmacién
en (1.5) de tal forma que sea equivalente a la original y sea més sencilla de trabajar. Notemos
que la afirmacién (1.5) es equivalente a la siguiente:

para cualquier entero n, existe otro entero k mds grande que n (1.6)

Entonces, ahora podemos identificar que en la afirmacién (1.6) intervienen dos variables:
n'y k. Ademads es claro que a la parte: k mds grande que n, la podemos expresar por medio
del predicado: k > n. Observemos que la variable n estd cuantificada por un cuantificador
universal y la variable k por uno existencial, ademads del orden en que aparecen. Entonces,
la afirmacién (1.6), y por lo tanto también la afirmacién (1.5), quedan expresadas como:

(Vn)(3k)(k >n). B
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Problema 1.45

Para las siguientes afirmaciones, identificar las variables que intervienen y definir los

predicados correspondientes. Luego expresarlas en forma simbdlica.

1. Para todo ntimero x, si x es mayor que 1, entonces x>

es mayor que Xx.
2. Todo problema ambiental no es una tragedia.

3. No todo lo que brilla es oro.

4. Todo lo que brilla no es oro.

5. El producto de un ntimero real positivo por otro negativo es negativo.

6. El producto de dos ntimeros enteros consecutivos es siempre un nimero par.

Observemos que las féormulas (Vx)P(x) y (3x)P(x) son de hechos proposiciones porque
tiene sentido decir que ellas son Verdaderas o Falsas:

= (Vx)P(x) es Verdadera si P(x) se cumple para todos los posibles valores que tome x.
» (3x)P(x) es Verdadera si existe algtun valor de x tal que se cumple P(x).

Para determinar el valor de verdad de una proposicion de la forma (Vx)P(x) o (3x)P(x)
debemos proceder con precaucién. Debemos especificar sobre cudl universo (conjunto) se
debe evaluar los posibles valores de x. Por ejemplo, consideremos el siguiente predicado
2x+1 = 2ylaférmula (3x)(2x +1 = 2). ;Es Verdadera o Falsa dicha férmula? Esto depen-
de de dénde tomemos los posibles valores de x. Esta férmula es Verdadera en Q (el conjunto
de los niimeros racionales) porque existe x = 1 que cumple con 2 (%) + 1 = 2. Pero dicha
térmula es Falsa en Z (el conjunto de los niimeros enteros), porque sabemos que no existe
ningtn nimero entero a tal que 22 4+ 1 = 2. Entonces realizamos las siguientes definiciones.
Primero de forma intuitiva tenemos:

Un universo U es conjunto” o coleccién de objetos. Por ejemplo, U puede ser el univer-
so de todos los nimero reales; o de todos los niimeros enteros; o de todos los niimeros
enteros positivos.

“En el capitulo siguiente estudiaremos este concepto

Algunos de los universos que utilizaremos en este capitulos son los siguientes
= IN: universo de todos los niimeros enteros positivos.

= Z: universo de todos los ntimeros enteros.

= Q: universo de todos los nimeros racionales.

s R: universo de todos los ntimeros reales.
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Definicién 1.46

Sea U un universo. Sea P(x) un predicado. Entonces diremos que:

= (Vx)P(x) es Verdadera en U si P(a) es Verdadera para todos los a en el universo
u.

= (Ix)P(x) es Verdadera en U si existe algtn valor a en U para el cual P(a) es
Verdadera.

Véase la Tabla 1.5.

Ejemplo 1.47. Consideremos nuevamente el predicado P(x) : 2x + 1 = 2. Entonces:

= (3x)(2x + 1 = 2) es Verdadera en el universo Q porque existe un valor a = 1 para el

cual 2 (%) + 1 = 2 es Verdadera .

» (3x)(2x +1 = 2) es Falsa en el universo Z porque no existe un nimero entero a que
cumpla que 2a + 1 = 2. Esto es, para todo valor a del universo Z, 2a + 1 = 2 es Falsa.

Ejemplo 1.48. Consideremos el predicado Q(x) : 2x < 3x. Entonces:

» (Vx)(2x < 3x) es Verdadera en el universo IN. En efecto, sea a2 en IN. Como 2 < 3
y a > 0, tenemos que 2a < 3a. Entonces para todo elemento a en IN, 2a < 3a es

Verdadera.

» (Vx)(2x < 3x) es Falsa en el universo Z. En efecto, no se cumple que 2a < 3a para
todos los a en Z. Por ejemplo, si a = —2 (que esta en Z) tenemos que 2(—2) > 3(—2).

Entonces, existe al menos un valor 2 = —2 en el universo Z para el cual 2a < 2a es
Falsa.
Proposicién | Universo Como se lee ¢(Cuando es Verdadera? | ;Cuéando es Falsa?
Para todo elemento Existe al menos un

Para tod u,
(Vx)P(x) u aratodoren a en el universo U, elemento a4 en U para

le P
se cumple P(x) P(a) es Verdadera el cual P(a) es Falsa
Existe al
Existe un x en U tal HISTe @l Thehos tit Para todoa en U

a en U para el P(a) es Fal
a) es Falsa
cual P(a) es Verdadera

Jx)P
( x) (x) u que se cumple P(x)

Cuadro 1.5: Interpretacion de los cuantificadores

Ejemplo 1.49. Consideremos los siguientes predicados:
s(x):x>0 &  t(x):x2—1>0.

Analicemos si la proposiciéon

(Vx)(s(x) — £(x))
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es Verdadera o Falsa en el universo R. Sea a € R. Supongamos que s(a) es Verdadera. Esto
es, supongamos a4 > 0. Ahora nos preguntamos si f(a) es Verdadera o no. Es decir, nos
preguntamos si a2 — 1 > 0. Podemos notar que no es necesariamente verdad que a*> — 1 > 0.
Por ejemplo, sia = % € R, entonces (%)2 -1 = —% »# 0. Con lo cual, hemos hallado al
menos un a en R (por ejemplo a = 1) tal que s(a) — t(a) es Falso (porque p(a) es V. y t(a)
es F.). Por lo tanto, la proposicién (Vx)(s(x) — #(x)) es Falsa en R. [

Ejemplo 1.50. Consideremos el siguiente predicado
R(x):x*—3x—4=0.
Probemos que la proposicién
(3x)R(x)

es Verdadera en el universo Z. Para ello debemos hallar un valor a de Z tal que R(a) sea
Verdadera. Es decir, debemos hallar un a en Z para el cual a> — 3¢ — 4 = 0. Notemos que
x> —3x —4 = (x+1)(x — 4). Entonces, si a = —1, se cumple que (—1)? —3(—a) — 4 = 0.
Hemos hallado un valor a = —1 en Z tal que R(—1) es Verdadera. Por lo tanto, (3x)R(x) es
Verdadera en el universo Z. |

Ejemplo 1.51. Consideremos el siguiente predicado

1

Probemos que la proposicién siguiente es Falsa en el universo IR:

(3x) <x21+1 > 1).

> 1) es Falsa en el universo IR si para todo a

Segun la Tabla 1.5, la proposicién (3x) (xz 1_1_ 1

en R, ——— > 1 es Falsa. Entonces probaremos que para todo ntimero real a, >1les

a’+1

Falsa, esto es, probaremos que

a’+1

< 1 es Verdadera. Sea a en R. Como 0 < a2, entonces

az +1
sumando 1 a ambos lados de la desigualdad, obtenemos que 1 < a? + 1. Dividiendo a ambos

<1les

lados por a? + 1 tenemos que P < 1. Hemos probado que la proposicién P

Verdadera para todo ntimero real a. Entonces, la afirmacién

o > 1 es Falsa para todo a

1
en R. Es decir, S(a) es Falsa para todo a en R. Por lo tanto, la proposicién (3x) (xz 1 > 1)

es Falsa.
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Resumen

= Para probar que una férmula cuantificada universalmente (Vx)P(x) es Verdade-

ra en un universo U, demuestre que para todo a del universo U, P(a) es Verdade-
ra. Demostrar que P(x) es Verdadera para un valor particular x en U NO prueba
que (Vx)P(x) es Verdadera en el universo U.

= Para probar que una férmula cuantificada universalmente (Vx)P(x) es Falsa en
un universo U, encuentre un valor a en U para el cual P(a) es Falsa.

= Para probar que una férmula cuantificada existencialmente (3x)P(x) es Verda-
dera en un universo U, encuentre un valor a en U para el cual P(a) es Verdadera.
Un valor es suficiente.

= Para probar que una férmula cuantificada existencialmente (3x)P(x) es Falsa en
un universo U, demuestre que para todo valor a en U, P(a) es Falsa. Demostrar
que P(x) es Falsa para un valor particular x en U no prueba que (3x)P(x) sea

Falsa.

Problema 1.52

Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los universos
sefialados.

1. (Vx)(x*> > x) en R. 3. (Vx)(2x > x) en Z.

2. (Ix)(x? =2) enR. 4. (Fx)(x2+1=0)enR.

Recuerde que dos férmulas ¢ y ¢ son légicamente equivalentes cuando ¢ < ¥ es un
tautologia, y escribimos ¢ = 4. Es 1til también recordar que ¢ = ¢ si ¢ y ¢ tienen el mismo
valor de Verdad. Resumiendo,

Dadas dos proposiciones ¢ y 1, tenemos que
p=1 siysolosi (¢ es Verdaderasiy sélo sii es Verdadera)
o equivalentemente

p=1 siysolosi ¢y ¢ tienen el mismo valor de Verdad ( es decir, son ambas
Verdaderas, o ambas son Falsas).

A menudo es necesario considerar la negacién de una proposicién cuantificada. Para
tratar con tales afirmaciones es ttil considerar las siguientes equivalencias logicas.
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Proposiciéon 1.53

1. =(Vx)P(x) = (3x)—P(x).

2. =(Ix)P(x) = (Vx)—P(x).

Demostracién. 1. Utilizando la Tabla 1.5 tenemos que

—(Vx)P(x) es Verdadera si y s6lo si (Vx)P(x) es Falsa
si 'y s6lo si existe un a en el universo U para el cual P(a) es Falsa
si 'y s6lo si existe un a en el universo U para el cual =P (a) es V.

siy s6lo si (3x)—P(x) es Verdadera.

Probamos que las proposiciones —(Vx)P(x) y (3x)—-P(x) tienen el mismo valor de Verdad.
Por lo tanto, ellas son equivalentes: =(Vx)P(x) = (3x)—=P(x).

2. Se prueba de forma andloga al punto 1. Se deja a cargo del lector. |

Ejemplo 1.54. Hallemos una férmula equivalente a la siguiente:

—(3x)(Vy)[P(x,y) = (Q(x) V -R(y))]-

Utilizando las equivalencias l6gicas dadas en la Proposicién 1.53 y las equivalencias légicas
en pag. 17, tenemos lo siguiente:

~(30) (V) [P(x,y) = (Q(x) V=R(y))] =
= (Vx)=(Yy)[P(x,y) — (Q(x) V=R(y))] negacién de un 3
= (Vx)(3y)-[P(x,y) = (Q(x) V=R(y))] negaciéon de un vV
= (vx)(3y)[P(x,y) A =(Q(x) V =R (y))] Ley de Imp. 5.
= (Vx)(3y)[P(x,y) A (-Q(x) A ==R(y))] Ley de De Morgan
= (Vo) (Fy)[P(x, y) A (-Q(x) AR(y))] DN

Por lo tanto,

~(Bx) (V) [P(x,y) — (Qx) V =R(y))] = (Vx)(Fy)[P(x, y) A (=Q(x) A R(y))].
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Problema 1.55

Considerar las siguientes afirmaciones.

(1) Todo el mundo quiere a alguien.
(11) No hay nadie que puede engafiar a todo el mundo.
(111) La diferencia de cualesquiera dos niimeros reales distintos es siempre distinta de cero.
(Iv) Existe un niimero entero positivo que no es la suma de dos cuadrados.
Para cada una de estas afirmaciones:

(a) Expresar en forma simbolica. Para esto debe definir uno o més predicados adecua-
dos, y utilizar los conectivos l6gicos y cuantificadores.

(b) Negar las proposiciones del inciso anterior y hallar una forma equivalente de las
mismas.

(c) Traducir al lenguaje coloquial las proposiciones halladas en el inciso anterior.

Otras equivalencias ttiles para trabajar con cuantificadores son las siguientes.

Proposicion 1.56

1. (Vx)(P(x) A Q(x)) = (Vx)P(x) A (Vx)Q(x).
2. (Fx)(P(x) VQ(x)) = (Fx)P(x) V (Ix)Q(x).

Demostracion. 1. Vamos a probar que las proposiciones (Vx)(P(x) A Q(x)) y (Vx)P(x) A
(Vx)Q(x) tienen el mismo valor de Verdad.

» Supongamos primero que (Vx)(P(x) A Q(x)) es Verdadera. Entonces, para todo ele-
mento a del universo U, P(a) A Q(a) es Verdadera. Debemos probar que la proposicién
(Vx)P(x) A (Vx)Q(x) es Verdadera. Entonces, debemos probar que las proposiciones
(Vx)P(x) y (Vx)Q(x) son Verdaderas. Probemos primero que (Vx)P(x) es Verdadera.
Sea a un elemento del universo U. Por hipétesis la proposicion P(a) A Q(a) es Ver-
dadera. Luego, por Simplificacién P(a). Con lo cual, hemos probado que para todo
elemento a del universo U, P(a) es Verdadera. Entonces, (Vx)P(x) es Verdadera. De
forma similar se prueba que (Vx)Q(x) es Verdadera. Por lo tanto, (Vx)P(x) A (Vx)Q(x)
es Verdadera.

» Ahora supongamos que la proposicién (Vx)P(x) A (Vx)Q(x) es Verdadera y probemos
que la proposicion (Vx)(P(x) A Q(x)) es Verdadera. Sea a un elemento del universo
U. Como (Vx)P(x) A (Vx)Q(x) es Verdadera, tenemos que (Vx)P(x) y (Vx)Q(x) son
Verdaderas. Entonces para a tenemos que P(a) y Q(a) son Verdaderas. Luego P(a) A
Q(a) es Verdadera. Por lo tanto, hemos probado que (Vx)(P(x) A Q(x)) es Verdadera.
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2. Se prueba de forma analoga al punto 1. |

Ejemplo 1.57. Probemos que en general no se cumple que la férmula (Vx)(P(x) V Q(x)) sea
equivalente a la formula (V)P (x) V (Vx)Q(x). Esto es, probemos que

(V) (P(x) V Q(x)) # (Vx)P(x) V (Vx)Q(x).

Para ello debemos elegir dos predicados P(x) y Q(x), y un universo U de tal forma que las
formulas (Vx)(P(x) V Q(x)) v (V)P(x) V (Vx)Q(x) no tengan el mismo valor de Verdad en
el universo U. Consideremos los predicados P(x) : x > 0y Q(x) : x> < 0, y el universo
R. Probemos primero que la férmula (Vx)(x > 0V x> < 0) es Verdadera en R. Sea a en
IR. Si a es no negativo (esto es, si a es cero o a positivo), entonces a > 0 es Verdadero. Por
lo tanto, la disyunciéna > 0V a® < 0 es Verdadera. Si a es negativo, entonces a < 0. Con
lo cual, ®> < 0 es Verdadera. Entonces a > 0V a® < 0 es Verdadera. Hemos mostrado que
para cualquier a en R, a > 0V a® < 0 es Verdadera. Por lo tanto, (Vx)(x > 0V x® < 0) es
Verdadera en IR. Ahora veamos que (Vx)(x > 0) V (Vx)(x® < 0) es Falsa en R. Observemos
que (Vx)(x > 0) V (Vx)(x*> < 0), por ser la disyuncién de dos proposiciones, es Falsa cuando
y s6lo cuando las proposiciones (Vx)(x > 0) y (Vx)(x® < 0) son Falsas. La primera es Falsa
por que existe 1 = —1 en R que no cumple que —1 > 0. Y la segunda proposicién es Falsa
porque existe a = 1 que no cumple que 1°> < 0. Por lo tanto, (Vx)(x > 0) V (Vx)(x® < 0) es
Falsa en R. Por lo tanto, (Vx)(P(x) V Q(x)) #Z (Vx)P(x) V (Vx)Q(x).

Problema 1.58
Probar que (3x)(P(x) A Q(x)) # (Ix)P(x) A (3x)Q(x).

Para finalizar la seccién, daremos un resumen de cémo debemos proceder para probar
que una proposicién en la que intervienen dos cuantificadores es Verdadera o es Falsa. Esto
se deriva de las definiciones de los cuantificadores (Definicién 1.46).

Resumen

Sea U un universo. Para probar que

(Vx)(Vy)P(x,y) es Verdadera: se debe demostrar que P(a,b) es Verdadera para todos
los valores a y b en el universo U.

(Vx)(3y)P(x,y) es Verdadera: se debe demostrar que para cada valor a en U, existe
al menos un valor b en U tal que P(a,b) sea Verdadera.

(3x)(3y)P(x,y) es Verdadera: se debe demostrar que existen al menos un valor a en
Uy un b en U para los cuales P(a,b) sea Verdadera.

(3x)(Vy)P(x,y) es Verdadera: se debe demostrar que existe al menos un valor a en
U, tal que para cualquier valor b que se tome en U, P(a, b) sea Verdadera.

Ejemplo 1.59. Consideremos los predicados P(x) y Q(x, y) del Ejemplo 1.41. Probemos que
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la proposicion
(Vx)(Vy) (=P (x) A =P(y)) = =Q(x,y)

es Verdadera en el universo IR. Como los dos cuantificadores son universales, debemos to-
mar dos valores arbitrarios de R. Sean a4 y b dos elementos del universo IR, es decir, a2 y b son
numero reales. Debemos probar que la proposicién —P(a) A =P(b) — —Q(a,b) es Verdade-
ra. Como es un implicacién, debemos suponer que el antecedente es Verdadero y probar que
la conclusién es Verdadera. Supongamos que —P(a) A =Q(b) es Verdadera. Esto es, a # 0
y b # 0. Entonces, a.b # 0. Por lo tanto, =Q(a,b) es Verdadera. Hemos probado que la
proposicién —P(a) A ~P(b) — —Q(a,b) es Verdadera para cualesquiera a y b en R. Por lo
tanto,

(Vx)(Vy) (=P (x) A =P(y)) — —Q(x,y)
es Verdadera en IR. [ |

Ejemplo 1.60. Probemos que la siguiente proposicién es Verdadera en el universo IR:

(3x)(Vy) (xy =y).

Debemos hallar un valor de a (un valor es suficiente) en R para el cual la proposicién a.y =y
sea Verdadera para todo valor y en IR. Tomamos a = 1. Entonces, sabemos que 1.b = b es
Verdad para todo b en RR. Esto es, hallamos un valor a (a2 = 1) para el cual la proposicién
a.b = b es Verdadera para todo valor b en R. Por lo tanto, (3x)(Vy)(x.y = y) es Verdadera
en R. [

Notamos que en el Resumen anterior no hemos indicado cudndo una proposicién en la
que intervienen dos cuantificadores es Falsa. Esto es debido a que se deriva de las equiva-
lencias l6gicas de la Proposicion 1.53 y del Resumen. Por ejemplo, determinemos cuando la
proposicién (Vx)(Jy)P(x,y) es Falsa. Primero notemos que

(Vx)(3y)P(x,y) es Falsa si y sélo si =(Vx)(3y)P(x,y) es Verdadera.
Utilizando las equivalencias l6gicas de la Proposicién 1.53 tenemos que:
~(Vx)(3y)P(x,y) = (3x)(Vy)-P(x,y)
Entonces,
(Vx)(Jy)P(x,y) es Falsa si y sélo si (3x)(Vy)—=P(x,y) es Verdadera.

Por lo tanto, (Vx)(3y)P(x,y) es Falsa si existe un valor x del universo para cual —=P(x,y) es
Verdadera para todo valor y. O equivalentemente, (Vx)(3Jy)P(x,y) es Falsa si existe un valor
x del universo para cual P(x,y) es Falsa para todo valor y del universo.

Problema 1.61

Describir cudndo son Falsas las siguientes proposiciones.

1. (Vx)(Vy)P(x,v). 2. (Ix)(Jy)P(x,y). 3. (Ix)(Yy)P(x,y).
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Problema 1.62

Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los universos

sefialados.
(@) (Vx)(3y)(x =y*) en Z.

(b) (3x)(Vy)(x +y =) en Z.

(© (@F)@)[(x+y=2)A(2x—y=-2)]enZ
(

(d) (Vx)(Vy)(x> =y> - x=y)enR.

1.6. Estrategias para demostrar teoremas

Una teoria matematica (o también llamado sistema matematico) consiste de un...

En esta seccién trataremos de explicar y ejemplificar algunos de los métodos y estrategias
mads usuales utilizados en matematica para demostrar teoremas.

Estas estrategias estdn fundadas por la toda la teoria estudiada en este capitulo. Los
enunciados mds habituales que aparecen en matematica tienen la forma de una implicacién:
Si p, entonces 4. Ya sabemos que esto se escribe como p — 4. O también muy frecuentemente
enunciados de la forma: Si py, pa, ..., pn, entonces 4. Sabemos que ese enunciado se puede
expresar como: (p1 Apa A+ Apn) — .

Demostracién directa
Demostracion por contrareciproco

Demostracién por absurdo

Demostracion por casos
Ejercicios propuestos

Proposiciones

Ejercicio 1.1. Identificar cudles de los siguientes enunciados son proposiciones y cudles no,
para los que sean proposiciones indicar su valor de verdad.

(a) Qué extrafia es la vida.
(b) Algunos niimeros reales no son racionales.
() x+y =y + x para todo par de niimeros x e y.

(d) jFelicitaciones por el titulo!
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(e) Existe un niimero real x tal que x> +1 = 0.
(f) Gracias por el café.

(g) La capital de Argentina es Buenos Aires.
(h) La suma de niimeros pares.

(i) x%>0.

Ejercicio 1.2. Las siguientes proposiciones se refieren a una moneda que se ha lanzado 10
veces. Escribir la negacién de cada una de las proposiciones.

(a) Salieron 10 caras.

(b) Salieron algunas caras.

(c) Salieron algunas caras y algunas cruces.
(d) Salié al menos una cruz.

Ejercicio 1.3. Para cada una de las siguientes proposiciones, identificar las proposiciones
simples e indicar cudl o cuédles conectivos gramaticales se utilizaron para forma la proposi-
ciéon compuesta.

(a) Siun niimero es divisible por 2, entonces es par.

(b) Estd nublado y hace frio.

(c) Si estd frio, no lloverd.

(d) Si estd nublado, entonces o bien estd lloviendo o bien estd nevando.

(e) 4 no es niimero primo.

(f) Si el dia esta soleado, entonces o bien iré a correr o bien iré a andar en bici.

(g) Si el colectivo ya pasé por la terminal o se rompid en el camino, no llegaré a clases.

Lenguaje proposicional

Ejercicio 1.4. Utilizando el procedimiento dado en el Ejemplo 1.10, justificar que las siguien-
tes expresiones son efectivamente férmulas proposicionales.

@) —pV(qAT). (d) (~pA=q) < =(pVa).
(b) (pAgq)V(pAT). €@ p—(=(p—=q9VpVv-q).
© =((p—q) = ~(pV-r). () ~(p = (@V-r)A(=pA (=g AT)).

Ejercicio 1.5. Una forma de expresar coloquialmente la implicacién p — g es: si p, entonces
g. Encuentre otras 3 formas de expresar coloquialmente la férmula p — 4.
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Ejercicio 1.6. Expresar de forma coloquial la férmula p <+ g de dos maneras distintas.

Ejercicio 1.7. A cada una de las proposiciones del Ejercicio 1.3 expresarlas de forma simbdli-
ca.

Ejercicio 1.8. Para cada una de las siguientes proposiciones, expresadas en forma coloquial,
escribirlas en forma simbdlica.

(a) Es necesario que estd nublado para que llueva.
(b) Es suficiente que conducir a mds de 100km/h para que te multen por exceso de velocidad.

(c) Para aprobar el examen de dlgebra es suficiente que estudies para el examen y vayas a rendir el
exarmen.

(d) Simno apruebas el examen de mafiana, perderds la asignatura y no pasaras de afio.

(e) No es seguro caminar por el monte cuando se han visto pumas por la zona y es temporada de
apareamiento.

(f) Para ganar la loteria es necesario comprar un billete de loteria, pero no es suficiente con comprar
billete de loteria para ganarla.

(g) La audiencia se dormird si el orador habla muy lento.
Ejercicio 1.9. Sean p, g y r las siguientes proposiciones:

p: Estudiaste para el examen de &lgebra.
g: Fuiste a rendir el examen de dlgebra.
r: Tienes fiebre.

s: Aprobaste el examen de 4lgebra.

t: Irds de vacaciones.

Exprese las siguientes férmulas en lenguaje coloquial.

(@ p— 9. (d) (=g V—s) — —t.
(b) —=s — —p. (e) s— (pNg).
() (pAs) —t ) (rA=s)V(gAs).

Ejercicio 1.10. Expresa en forma simbdlica a cada una de las proposiciones siguientes. Escri-
be la contrarecipra y reciproca de cada una de ellas, y luego traducirlas al lenguaje coloquial.

(a) Si estd noche llueve, no iré a la fiesta.
(b) Es necesario que los tinicos divisores de entero positivo sean 1y el mismo para que sea primo.
(c) Es suficiente que un niimero entero sea divisible por 2 para que sea par.

(d) Siay bson niimeros enteros pares o impares, entonces a + b es un entero par.
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(e) Voy a la playa siempre que no este nublado.
(f) Six > 1, entonces x> > 1.

(g) Si el granizo golpea mi auto o alguien choca mi auto, entonces la comparfiia de seguro me pagard
los arreglos.

(h) Si n no es un cuadrado perfecto, entonces n es un niimero primo o es un niimero par, pero no
ambos.

(i) Si —2 < x <2, entonces |x| <2.

() —2<x<2silx[ <2

Tablas de valores de Verdad

Ejercicio 1.11. Para cada una de las siguientes férmulas construir su tabla de valores de

verdad.

@ pA-p. @ (=pAq)V(pA—g).

(b) pV -p. G) =(p = q) & (pA—aq).

© (pV—q) —q k) (pV—q) = ~(pAr).

(d) (p—=4q) = (@a—=p) M) (p < q) A (=g < —p).

@ (p—=aq)—= (g = —p). (m) pV(p < q).

® (p—=a9)A(q—p) ) (pvignr) < ((pVa) AlpVr)).
) p & —p. @) p—=(qg—=r)e((p—=9) —=(p—r)
(h) (pAg) = (pVva). © ((p—=9q)—=7r)—=s

Ejercicio 1.12. Para cada una de las férmulas del ejercicio anterior indicar cuéles son tauto-
logias, contradicciones y cudles son contingencias.

Ejercicio 1.13. Determinar, cuando sea posible, el valor de verdad de las siguientes férmulas

con la informacién dada.

@) pVg,conov(g) =V.

(b) p—g,conov(p) =V.

(©) pAg,cono(p) =F.

(d) (=pVq) = (s A-p),conov(p) =Vyo(q) =F.

(e) (—g — p) <» g, conv(p) =F.
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® [(pVvr)A—q] = [(=pAs) = (tVp],conv(p —q) =F.
() (pVg) < q,conv(g) =F.

(h) [(=pVs) Vgl A(-r —t),cono((p = q)Ar)=V.

(i) p—=r,cono(p—q)=Vyo(qg—=r)=V.

Ejercicio 1.14. En la pagina 12 se defini6 la tabla de valores de verdad de la disyuncién Vv
que es interpretado como el “0” inclusivo: p V q es Verdadero si y sélo si p, ¢ 0 ambos son

V7PN/R

Verdaderos. Como mencionamos, en el lenguaje coloquial hay otra interpretacién del “o0”: el

“"_ 7

0” exclusivo, que se interpreta como: p “0” g es Verdadero si y s6lo si p o g son Verdaderos
pero no ambos. Compruebe que si definimos el conectivo @ de la siguiente forma

peg=(pVva)A=(pAag) (1.7)
entonces p @ g es interpretado como el “0” exclusivo.

Ejercicio 1.15. Definir el conectivo @ (el cual es interpretado como el “0” exclusivo) utili-
zando los conectivos -y <.

Ejercicio 1.16. Describa con sus palabras cuando es Verdadera la férmula (p A =) V (=p A
q). Hallar una férmula equivalente a la anterior.

Ejercicio 1.17. Utilizar tablas de valores de verdad para determinar si los pares de férmulas

son o no légicamente equivalentes.

@ ~(pA—g)y-pVg. dp—=>@=>r)y(p—9q) —r
b)yp—@—=r)yqg—(p—r). () "pqyp < —q.
(© —p——(gA-r)ypV(gAr). 6 p—=a)ANp—=r)yp—(gAT).

Ejercicio 1.18. Hallar una férmula, utilizando de los conectivos A y —, de tal forma que sea
l6gicamente equivalente a la férmula p < g.

Ejercicio 1.19. Probar las siguientes equivalencias 16gicas utilizando las equivalencias 16gi-
cas de la pagina 17.

@@ ~(pA—g)=-pVg. d (p=aAN(p—r)=p—=(@qAT1).
b)yp—@—r)=(p—9q) —(p—r). @ (p—=qVp—r)=p—>@Vr).
© (p—=>r)AN(@—1r)=(pVq) —r 6 (p—=r)V@—r)=(pAgq) —r

Ejercicio 1.20. Utilizando equivalencias légicas conocidas, simplificar las siguientes férmu-
las.

@) [pV(qgAT)]V (g AT).

®) =[(=gVp) A=l(=p AlgAr) A(p V)]l
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© [(=p V) A=r] = [(=g A7)V pl.

) ~[(pVva) = (pADIVI[=lgA Vgl A(g—p)l.

€@ (~pAq)VI[=(@ATr) A=plV(p A ).

® (p = —g) AN[[=(rV-p) AV )]V (rAp)l.

®) [s = (pA-N]A[(p = (rVa)) Asl.

Ejercicio 1.21. Para cada una de las siguientes afirmaciones:
(a) Expresarlas en forma simbdlica.

(b) Negarlas y hallar una férmula equivalente.

(c) Escribir en forma coloquial cada una de las negaciones.

(1) Si Juan se va de vacaciones, entonces el se divertird si no tiene miedo a volar en avién y no se
enferma durante el viaje.

(1) Si|x| > 4, entonces x < —40x > 4.
(1) Si viste tus cartas y conoces las cartas de tu rival, entonces estds confiada.
(1v) Para que aparezca el arco iris es necesario que llueve y haya sol.

(V) Si la ecuacién ax*> + bx + ¢ = 0 es tal que b> — dac > 0, entonces la ecuacioén tiene al menos
una solucion real.

Ejercicio 1.22. Utilizando las equivalencias légicas conocidas (véase la pagina 1.3), probar
que las siguientes férmulas son tautologias.

@ (pAg) =4 ® [(pva)A(=pVr)] = (qVr).

®) p—= (pVa). @ [(p—=a)Alg—=1)]—=(p—r1)

© —p—(p—q) () [p=(qg—=7]—=I[pnrg) —r]

(d) ~(p—=4q) = 9. O (p=0@=r)=>p—=9 —=(p—=r).
@ [-pA(pVa)l—q O [(pva)yAlp—=r)A(g—=1)] =

Ejercicio 1.23. Considere el conectivo @ con su tabla de valores de verdad como es definida
en el Ejercicio 1.14. En (1.7) se defini6é & utilizando los conectivos V, A y —. Ahora, defina el
conectivo V en funcién de los conectivos @ y A. (Pista: Debe construir una férmula utilizando
dos proposiciones p y gy los conectivos @ y A de tal forma que su tabla de valores de verdad
coincida con la tabla de valores de verdad de p V g.)

Ejercicio 1.24. Utilizando sélo los conectivos — y A con dos proposiciones p y g, construir
una férmula que sea equivalente a p <+ g.
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Ejercicio 1.25. Construir una férmula ¢ en funcién de las proposiciones p, q y r de tal forma
que tenga la siguiente tabla de valores de verdad:

| <i <l < <<
mHmi<|l<|lmab <<=

Hi<<imb<<ibg<gidg<|=
o | | | | < e

Es decir, ¢ debe ser Verdadera cuando p y g4 son Verdaderas y r es Falsa, pero ¢ es Falsa en
cualquier otro caso.

Ejercicio 1.26. Construir una férmula ¢ en funcién de las proposiciones p, g y r de tal forma
que ¢ sea Verdadera cuando exactamente dos de las proposiciones p, 4 y r son Verdaderas,
y ¢ sea Falsa en cualquier otro caso. Véase la siguiente tabla:

plalr|e
V|V|V|F
VIVIF|v
VIF|V|v
V|F|F|F
FIV|IV|v
F|V|F|F
F|F|V|F
F|F|F|F

(Pista: Construya una disyuncién de conjunciones de las proposiciones p, q y r usando la
negacion.)

Razonamientos vdlidos y reglas de inferencia

Ejercicio 1.27. Expresar cada uno de los razonamientos en forma simbélica. Construya la
tabla de valores de verdad correspondiente para determinar si son o no correctos.

(a) Si haces todos los ejercicios de este libro, entenderds el dlgebra bdsica a la perfeccion. Tt entiendes
el dlgebra bdsica a la perfeccion. Por lo tanto, hiciste todos los ejercicios de este libro.

(b) Siceno mucho de noche, tengo pesadillas. Siempre que hay tormentas fuertes por las noches tengo
pesadillas. No he tenido pesadillas. Por lo tanto, no cene mucho ni hubo tormentas por la noche.

(c) Un niimero entero n es divisible por 2 si es par. Supongamos que n no es par. Entonces n no es
divisible por 2.
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(d) Para aprobar el examen de matemdtica es necesario estudiar o tener mucha suerte. No estudie y
no tuve suerte. Entonces, voy a desaprobar el examen de matemdtica.

Ejercicio 1.28. Utilice el criterio de la pagina 21 para probar la validez de los siguientes
razonamientos.

(a) Siel auto funciona correctamente y tiene gasolina, entonces iré al supermercado. Si voy al super-
mercado, compraré pastas. No compré pasta. Por lo tanto, el auto estd dafiado o no tiene gasolina.

(b) Si la orquesta o el catering no llegan a tiempo, entonces la fiesta deberd cancelarse. Si la fiesta se
cancela, hay que devolverles el dinero a los asistentes. No se devolvié el dinero. Por lo tanto, la
orquesta llego a tiempo.

Ejercicio 1.29. Para cada uno de los siguientes razonamientos y sus pruebas formales, indi-
car qué regla de inferencia se aplic6 en cada paso y cudl o cudles pasos anteriores se usaron
con dicha regla.

p—9 Pasos Regla de inferencia
@) r——q 1. p—g
r 2. r—q
-p 3. r
4. -q
5. -p
p—(q—r) Pasos Regla de inferencia
® TP L p=(g—=r)
p 2. g — —p
r 3. p
4. g —r
5. p—qg
6. ¢
7. r
(-pVvg) —r Pasos Regla de inferencia
r— (sVt) 1. (-pVvg) —r
() —sA-u 2. r—(sVvt)
—u — —t 3. —sA -
p 4.  —u — —t
5. —wu
6.
7. s
8. —sA-—t
9. —(sVvit)
10. —r
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Pasos Regla de inferencia
11 =(-pVvyg)
12. —==pA—q
13. —=p
14. p
p—q Pasos Regla de inferencia
d) —rVs 1. p—qg
pVr 2. —rVs
g — S 3. pVr
4. (g —s)
5. g AN -—s
6. -q
7. —p
8. s
9. -—r
10. p
11. F
12. ==(=g —s)
13. =g —s

Ejercicio 1.30. Probar, utilizando las Reglas de Inferencia, que los siguientes razonamientos
légicos son correctos.

(a) Sime mandas un mensaje por whatapps, entonces iré a la fiesta de esta noche. Si no me mandas
un mensaje por whatapps, me acostaré a dormir temprano. Si me acuesto temprano, me levantaré
temprano para estudiar. Si no voy a la fiesta, me levantaré temprano para estudiar.

(b) Sino compro el boleto de tren o no compro el ticket para el partido, entonces me quedaré en casa y
le haré la cena a mi pareja. Si me hubiera quedad en casa, habria mirado el partido por television.
Pero no vi el partido por television. Por lo tanto, compré el boleto de tren.

(c) No es cierto que a +b = 7 y b sea positivo. Si b no es positivo, entonces 2b — 3 < 0. Si el
problema tiene solucion inica, entonces 2b — 3 < 0. Si el problema no tiene solucion tinica,
entonces no ocurre que a +b = 7 o b no es positivo. Por lo tanto, concluye que a +b # 7.

Ejercicio 1.31. Probar que los razonamientos de los Ejercicios 1.28 y 1.30 son correctos por
medio del criterio de Reduccién al Absurdo.

Ejercicio 1.32. Probar que los siguientes razonamientos son vélidos.

(pAg)Vr (=pV—q) = (rAs)
@ r—s ) r—t
pVs it

p
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P (pvq)—r
qg— (rAs) (rvs) —t

(0 —rvV-tVu (8 sVvp
pAt mt
u t

pVa
p—(gvr) R
g —p ) S—r

&t FVs
p r— g
—(EA ) t

t— (rvs)

b s p—(qVi)
. — 7
—-r — (s = t) (i) Zu §

(e) rVpVs PV U
7 (PAT)V (pAs)
qVvt

(png) = (qVr)
~(p A )
p—4q prr
-r = p G) t—p

) r—(sAg) t— —r
tV g g — t
u—t qVv —r

Ejercicio 1.33. Expresar el siguiente razonamiento en forma simbélica y probar de tres ma-
neras distintas que es correcto.

Si Amparo va a su clase de matemdtica el jueves por la mafiana, entonces deberd levantarse muy
temprano ese dia. Si sale a bailar el miércoles por la noche, entonces llegard a su casa a la madrugada.
Si Amparo llega a casa a la madrugada y se levanta temprano, entonces tendrd que ir a clase sin
dormir. Por desgracia, Amparo no puede ir a clase sin dormir. Por lo tanto, Amparo no deberd ir a
bailar el miércoles por la noche o deberd faltar su clase de matemadtica el jueves por la mafiana.

Ejercicio 1.34. Expresar el siguiente razonamiento en forma simbdlica y probar de cuatro

maneras distintas que es correcto.

No es cierto que seas afortunado e irracional. Sabes que si resuelves el problema, entonces serd
afortunado. Ademds, no puede ser que seas racional y no resuelvas el problema. Por lo tanto, para ser
afortunado es necesario y suficiente que seas racional.
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Cuantificadores
Ejercicio 1.35.

(a) Sea P(x) : x2 = 4. Determinar dos valores de x para los cuales P(x) sea Verdadera y un
valor para que P(x) sea Falsa.

(b) Sea Q(x) : x2+1 > 5. Determinar un valor de x para que Q(x) sea Verdadera y un valor
para que Q(x) sea Falsa.

(c¢) R(x,y) : x+y = x —y. Determinar dos pares (x, y) para los cuales R(x, y) sea Verdadera
y un par para el cual sea Falsa.

1
(d) S(x,y) : x = g Determinar dos pares (x,y) para los cuales S(x,y) sea Verdadera y

dos pares para los cuales sea Falsa.
Ejercicio 1.36. Expresar en forma simbdlica cada una de las siguientes afirmaciones.
(@) El cuadrado de todo niimero es mayor o igual a cero.
(b) Hay al menos un niimero real cuyo cuadrado es 2.
(c) Hay un persona de tu clase que no nacié en Santa Rosa.
(d) EI cubo de todo niimero real es mayor que el mismo niimero.
(e) No todos los estudiantes aprobaron el examen.
(f) Todo el mundo es perfecto.
(g) No todo el mundo es perfecto.
(h) Nadie es perfecto.
Ejercicio 1.37. Expresar en forma simbdlica cada una de las siguientes afirmaciones.
(@) EI cubo de todo niimero positivo es positivo.
(b) Existe al menos un niimero entero mayor que 1, menor que 6 y que divide a 6.
(c) Todas las herramientas estdn sanas y en su lugar correcto.
(d) Todo niimero entero que es miiltiplo de 4 es también miiltiplo de 2.
(e) Hay al menos un afirmacion que es Verdadera o Falsa.
(f) La negacion de toda proposicion Verdadera es Falsa.

(g) Elvalor absoluto de todo niimero real es menor que dos si y solo si el niimero es mayor que menos
dos y menor que dos.

(h) Un niimero real es menor que -2 o mayor que 2, si y sélo si su valor absoluto es mayor que 2.
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Ejercicio 1.38. Expresar en forma simbdlica cada una de las siguientes afirmaciones.
(a) Todo niimero real es el cuadro de otro niimero real.
(b) La suma de dos niimeros enteros da como resultado un niimero entero.
(c) Hay al menos un niimero cuya suma con cualquier otro niimero da cero.
(d) No hay un nitmero real que sea el mds pequefio.
(e) Elvalor absoluto del producto de dos niimeros es igual al producto de sus valores absolutos.
(f) Toda persona tiene al menos un ancestro.
(g) Toda persona tiene al menos dos progenitores.
(h) Hay al menos dos comparieros de clase que no son amigos de nadie.
(i) Todo niitmero entero tiene un sucesor.
Ejercicio 1.39. Expresar en forma simbdlica cada una de las siguientes afirmaciones.
(a) El producto de un niimero positivo por un niimero negativo da negativo.
(b) La diferencia de dos niimeros positivos es positiva.
(c) Hay un nitmero que no es el cubo de ningiin nitmero positivo.
(d) Si el producto de dos niimeros es cero, entonces uno de ellos es cero.
(e) Para cada niimero real distinto de cero, existe otro niimero cuyo producto es igual a uno.

(f) Si dos estudiantes tienen exactamente el mismo examen es porque estudiaron juntos o uno se
copio del otro.

(g) Todo niimero par mayor que dos es suma de dos niimeros primos.
Ejercicio 1.40. Considere el universo de todos los estudiantes de la Universidad Nacional de
la Pampa. Considere el siguiente predicada P(x) : x asiste a dos o mds cursos por cuatrimestre.

Expresar en forma coloquial las siguientes férmulas.

(a) (Vx)P(x). (b) (Ix)P(x). (c) (Vx)—P(x). (d) (3x)—=P(x).
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Ejercicio 1.41. Considere el universo de todos los poligonos con tres o cuatro lados. Consi-
dere los siguientes predicados:

P(x) : x tiene todos sus dngulos interiores iguales
Q(x) : la suma de los angulos interiores es 180°
S(x) : x tiene todos sus lados iguales

R(x) : x es un rectdngulo

T(x) : x es un tridngulo equilatero

V(x) : x es un cuadrado

W(x) : x es un tridangulo

(%)

E(x) : x tiene un angulo interno mayor a 90°

Exprese en forma coloquial cada una de las siguientes férmulas y determine su valor de
Verdad.

@ (Vx)((P(x) AQ(x)) = T(x)).
(b) (vx)(Q(x) = T(x)).

(g) (Fx)(P(x) AE(x))-
Ejercicio 1.42. Considere los siguientes predicados:

P(x): x<3 Q(x) : x+1esimpar S(x) :x>0.

(a) Encuentre todo los ntimeros enteros para los cuales la proposicion P(x) A Q(x) A S(x)
es Verdadera.

(b) Halle los cincos ntimeros enteros positivos més pequerios para los que la proposiciéon
P(x) = (—=Q(x) A S(x)))
sea Verdadera.

Ejercicio 1.43. Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los

universos indicados.

(@) (Vx)(x*> > x) enR. (b) (Ix)(x* > x) en R.
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(c) (Ix)(x®*+1=0)enZ. (g) (Vx)(x < 2x)enR.

(d) (Vx)(—x*+1<0)enZ. (h) (V)[(x —=3)(x —4) < 0] en A =
(e) (Vx)(x+1>x)enR. {-2,-1,0,1,2,3}.

(f) (3x)(x = —x) enR. i) Fx)(x2+1<1).

Ejercicio 1.44. Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los
universos indicados.

(@) (3x)(|x| >2Ax<2)enRR.
(b) (Vx)(Jx| >2 — x >2)enRR.
() (Vx)(x* —2x+1=0—x=1Vx=2)enZ.
(d) 3x)(Jx—1]=2A2x+1=7)enZ.
(e) (Vx)
f) (Vx)(x®* >0va®<0)enRR.
(3x)
(Vx)
(Vx)

Jx)(x* —2x—3=0Ax > 0) en Z.

(8)
(h)

(i)

Vx)(x>—2x—3=0—x<0)enZ.

(
(
(
(Vx2=3—=a=3Va=—-3)enZ.
(
(
(
(P

Vx)(P(x) = Q(x)) enZ,
siendo P(x) : x es multiplo de 4, Q(x) : x es multiplo de 2.

(j) El cuadrado de todo entero par es par, en Z.

Ejercicio 1.45. Determinar si las férmulas (Vx)(P(x) — Q(x)) y (Vx)P(x) — (Vx)Q(x) son
l6gicamente equivalentes.

Ejercicio 1.46. Probar que las férmulas —(3x) (Vy)P(x,y) y (Vx)(3y)—P(x,y) son légicamen-
te equivalentes.

Ejercicio 1.47. Determinar proposiciones equivalentes para las siguientes férmulas negadas.

(@) ~[(3x)(P(x) v =Q(x))].

() ~[(Vx)(=P(x) = (Q(x) A R(x)))]-

(© =[(vx)(By)(=P(x,y) < Q(x))].

(d) =[(F)Ey)(P(x,y) = (P(y,x) vV Q(x,y)))]-
(e) ~[(3x)(Vy)(P(x,y) A Q(x,y) — S(x,y)].

Ejercicio 1.48. Negar cada una de las proposiciones del Ejercicio 1.44 y obtener una propo-
sicién equivalente.

Ejercicio 1.49. Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los
universos indicados.
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(@ (Vx)(Fy)(x+1=y)enR. ) (Vx)3y)(x> <y+1)enR.

b) 3x)(W)(x+y =y)enR. (@) (3x)(Fy)(x+y=4Ax—y=1)enZ
(©) (Vx)(Vy)(x> <y+1)enR.

(@) (30 (@) (2 < y+1) enR. (h) (Vx)(Vy)(Fz)(z = (x+y)/2) en Z.
(e) (Fx)(Vy)(x> <y+1)enR. 1) (Vx)(Vy)(3z)(z = (x+y)/2) en Q.

Ejercicio 1.50. Determinar si las siguientes proposiciones son Verdaderas o Falsas en los
universos indicados.

@@ (Vx)3Fy)(0<x<1—=x2+y*=1)enR.

(b) (3x)(3y)2x +y=5A x—3y=—8)en Z.

(© (3x)(3y)Bx —y =7 A 2x +4y =3) en Z.

(d) (¥x)(3y)(26x + 4y =2) en Z.

(e) (Vx)(Vy)(V2)[(P(x,y) A P(y,z)) = P(x,z)] en Z, siendo P(x,y) : y es multiplo de x.
) (Vx)(Vy)(Vz)(xy = xz = y = z) en R,

Ejercicio 1.51. Para cada una de las afirmaciones siguientes, halle su negacién y determine
si la afirmacién original o su negacién es Verdadera.

(a) Para cualquier niimero entero n, n® es par siy sélo si n es par.

(b) Existe un niimero racional tal que su cuadrado es igual a 2.

(c) Para todos los niimeros reales x e y, si x> > y?, entonces x > y.

(d) Existen niimeros reales x e y tales que x e y son racionales pero x + y es irracional.

(e) Paratodos los niimeros reales x e y, si x < y, entonces existe un niimero real z tal que x < z < y.
Ejercicio 1.52. Escribir la negacién de cada una de las proposiciones del Ejercicio 1.50.

Ejercicio 1.53. La siguiente es una proposicién que encontrard en cualquier curso bésico de
Analisis, hace referencia al limite de una funcién real f.

(Ve > 0)(30 > 0)(|x — xo| < = [f(x) — f(x0)| < €).
Obtenga la negacién de la proposicién anterior.
Ejercicio 1.54. Sea f(x) = 3x — 1. Probar que la siguiente proposicion es Verdadera.

(Ve >0)(36 > 0)(]x —2| <6 = |f(x) = 5| <e).






Capitulo 2

Principio de Induccion

2.1. Sumatorias y productorias

Denotamos por IN al conjunto de los nimeros naturales. Asi
N ={1,2,3,...}

Sobre el conjunto de ntimeros naturales tenemos definidas dos operaciones binarias muy
conocidas: la suma (+) y el producto (.). Esto es, si n,m € IN, entonces n + m, n.m € IN. Estas
dos operaciones tienen las siguientes propiedades que usaremos a lo largo del apunte sin

mencionarlas: para todos nameros naturales 1, m, k € IN se cumplen,
= Asociativa: n+ (m+k) = (n+m) +kyn.(mk) = (n.m).k;
= Conmutativa:n +m =m+nynm=m.n;

= Distributiva: n.(m + k) = n.m + n.k.

n
Sea n € IN. Una sumatoria es una expresion de la forma ) a; que expresa la suma de los
i=1
términos aq,ay, ..., a,:

n
Y ai=a+ay+- 4 ay_1+an
i=1

Ejemplo 2.1.
n

L Y =14+2+---+(n—-1)+n.
i=1

m
2. Y 3k=30+31+32+--+3.(m—1)+3.m.
k=0

n
3. Y4=4+4+---+4=4n
i=1
Ejemplo 2.2. Consideremos la siguiente suma: s = 1+ 2 +4 4 8 4 16 + 32 4 64. Vamos a
expresar la suma s utilizando una sumatoria:

6 .
s=1+2+4+8+16+32+64=2"+2"1422+2542* 427420 =) 2",
i=0

55
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A continuacion presentamos tres propiedades bésicas que cumplen las sumatorias.

Proposicion 2.3
Sea n € IN. Las siguientes propiedades se cumplen:

n+1 n
1) Y ai= Y a;+ay1.
i=1 i=1
n n n
2 Yai+ Y bi=Y (a+b).
i=1 =1 =1

n n
(3) c. Y oai= ) ca;.
i=1 i=1

Demostracién. Solo vamos a indicar qué propiedades utilizar para demostrar estas propie-
dades, la prueba completa y en detalle queda a cargo del lector.

(1) Utilizar la asociatividad de la suma.

(2) Utilizar la conmutatividad y asociatividad de la suma.

(3) Utilizar que el producto distribuye con respecto a la suma. |

n
Sea n € IN. Una productoria es una expresion de la forma [] a; que expresa el producto
i=1
de los factores aq,as, ..., a,:

5 noo.
Ejemplo2.4. 1. [[i=12345. 2. [I3*+1=323%.....3"3""
i=1 i=1

Proposicion 2.5

Sea n € IN. Entonces las siguientes propiedades se cumplen.

n+1 n

1. I ai = T ai-ap+1.
i=1 i=1
n

2. [Jc=c"

Demostracion. A cargo del lector.

Problema 2.6

5 .
1. Desarrollar la siguiente sumatoria ) (2i + 1)X?.
i=1

2. Expresar como sumatoria la siguiente suma 1 + 8 4 27 + 64 + 125 + 216 + 343.
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2.2. Conjuntos inductivos

Definicién 2.7

Un subconjunto A de R es llamado inductivo si cumple las siguientes dos condiciones:
1. 1€ A.

2. Six € A,entonces x +1 € A.

Ejemplo 2.8. El conjunto IN de niimeros naturales es inductivo. Sabemos que 1 es un nimero
natural, asi 1 € IN. Entonces IN cumple la primer condicién en la definicién de conjunto
inductivo. Ahora, para probar que IN satisface la segunda condicién, sea x € IN. Esto es, x
es un nuimero natural. Entonces sabemos que x + 1 es también un namero natural. Con lo
cual x +1 € IN. Entonces, IN también cumple la segunda condicién. Por lo tanto, IN es un

conjunto inductivo.

Ejemplo 2.9. Veamos que el conjunto de nimeros racionales Q es un conjunto inductivo. Es
claro que 1 = 1 € Q. Asi Q cumple la primer condicién de conjunto inductivo. Ahora, sea
x € Q. Entonces, como x es racional, existen dos enteros a y b, con b # 0, tales que x = %.
Ahorax+1=§+1= &bb € Q, pues a + by b son enteros. Entonces, Q cumple la segunda

condicién de conjunto inductivo. Por lo tanto, Q es un conjunto inductivo.

Ejemplo 2.10. El conjunto Z — {0} no es inductivo. Veamos que Z — {0} no cumple con la
segunda condicién de la definicién de conjunto inductivo. Para ello, debemos encontrar un
x€Z—{0}talquex+1¢ Z — {0}. Si tomamos x = —1, tenemos que x = —1 € Z — {0}
yx+1=0¢ Z — {0}. Por lo tanto, Z — {0} no es inductivo.

Ejemplo 2.11. Sea A el conjunto formado por todos los nimeros naturales n que cumplen
la identidad

14+24+44+...42n7 1 —on_ 1,

Esto es,
A={neN: 14+244+ 42" 1 =2"_1},

También podemos expresar al conjunto A utilizando sumatoria:

n .
A={neN: ) 271 =2"-1}.
i=1

Vamos a probar que el conjunto A es inductivo. Primero debemos comprobar que 1 € A.

n .
Para ello debemos reemplazar 1 por 1 en la ecuacién ) 2/~! = 2" — 1y ver si se cumple la
i=1

1 1
igualdad. Tenemos que Y- 2~! =271 =1y 2! —1 = 1. Entonces, }_ 2'"! = 2! — 1,y porlo
i=1 i=1
tanto 1 € A. Ahora debemos probar que A cumple con la segunda condicién de la definicién

de conjunto inductivo. Para esto, debemos suponer que x € A y probar que x +1 € A.
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X .
Entonces, sea x € A. Con lo cual x cumple la ecuacién )° 2/~! = 2% — 1. Debemos probar que
i=1

Y i =1%"12-1 = 2x*1 _ 1, Comenzamos con el miembro izquierdo de la ecuacién anterior:

’il -1 i —1 | Hrt1-1
2i71 = Y ol yprtls
i=1 i—1
——
X .
=2"—1+2" usamos que y 271 =2"—1
i=1
=22"-1
=2" 1

x+1 .
Con lo cual que Y- 2/~! = 2*F1 — 1, por lo tanto x + 1 € A. Asi, el conjunto A cumple las
i=1
dos condiciones requeridas para ser inductivo.
Observacién 2.12. Podemos observar que IN es el conjunto inductivo “maés pequefio”. Esto
es, si A C R es un conjunto inductivo, entonces IN C A. En efecto,sean € IN.Sin =1 € A,
pues A es inductivo. Sean > 1. Como 1 € A, tenemos que 2 = 1+ 1 € A. Luego, 3 =
2+ 1 € A. Continuando de esta forma llegaremos a que n = (n — 1) + 1 € A. Por lo tanto,
N C A.

Problema 2.13

Probar que el intervalo (0, +00) es un conjunto inductivo. ;El conjunto (0, +o0) — {1}
es inductivo? y jel conjunto (0, +c0) — {3}?

Problema 2.14

Sea A C R tal que 1 € A. Si A no es inductivo, ;qué podemos afirmar?

2.3. Principio de induccién

El principio de induccién es una herramienta fundamental para probar que una pro-
piedad o afirmacién sobre los ntimeros naturales es verdadera. Consideremos la siguiente
pregunta:

¢es verdad que para todo niimero natural n € IN se cumple que n < 2"*?
Podemos verificar que esa desigualdad se cumple para algunos valores de n:
n=1= 1<2=2! n=3 = 3<8=2
n=2=—2<4=2? n=4 — 4<16=2*

Y podemos continuar comprobando que esta desigualdad se cumple paran = 5,6, . ... Pero,
como se daran cuenta, este proceso no lo podemos continuar indefinidamente dado que el
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conjunto IN es infinito. Con lo cual, necesitamos recurrir a otro argumento para verificar que
la desigualdad anterior se cumple PARA TODOS los ntimeros naturales 7.

Teorema 2.15: Principio de Induccién

Sea P(n), n € IN, una proposicién sobre los nameros naturales. Si P satisface que
= Caso base: P(1) es verdadera, y
= Paso inductivo: si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera,

entonces P(n) es verdadera para todo n € IN.

Observacion 2.16. Para probar que el Paso inductivo se cumple, debemos siempre suponer
que P(k) es verdadero, y a esto lo vamos a llamar la hipétesis inductiva (H.I.)

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto
S ={k € N : P(k) es verdadera}.

Observemos que S C IN. Ahora probaremos que S es inductivo. Por el Caso base sabemos
que P(1) es verdadera, entonces por definicién del conjunto S tenemos que 1 € S. Asi S cum-
ple con la primer propiedad de conjunto inductivo. Probemos que la segunda propiedad de
conjunto inductivo se cumple. Sea k € S. Entonces P (k) es verdadera. Por el Paso inductivo
podemos concluir que P(k + 1) es verdadera. Luego k 4+ 1 € S. Por lo tanto, S es inductivo.
Ahora por la Observacion 2.12 sabemos que IN es el conjunto inductivo mds pequefio, con
lo cual N C S. Entonces S = IN. Luego, por la definicién del conjunto S, tenemos que P (k)
es verdadero para todo k € IN. |

Ejemplo 2.17. Probemos que para todo n € IN, n < 2". Podemos considerar la forma pro-
posicional P(n) : n < 2". Vamos a aplicar el Principio de Induccién a P(n).

» Caso base: Primero tenemos que verificar que P(1) es verdadera. Observemos que
P(1) : 1 < 21, 1o cual es verdadero.

» Paso inductivo: Ahora debemos probar el paso inductivo. Para ello debemos suponer
que P(k) : k < 2 es verdadero (H.I.). Debemos probar que P(k+1) : k+1 < 21 es
verdadero. Comenzamos: por la H.I. sabemos que k < 2. Entonces

k<2k — k4+1<241 = k+1<2F4+1 <2k 40k = okt1

Entonces, P(k+1) : k+1 < 2K es verdadero. Por lo tanto, como se cumplen las
dos condiciones del Principio de Induccién podemos concluir que n < 2" para todo
n € N. |

Ejemplo 2.18. Probar que para todo n € IN, se cumple que

1
1+2+...+n:@.
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La afirmacién anterior nos dice que la suma de los primeros n ntimeros naturales da como

n(n+1)
2

cién anterior la podemos expresar usando sumatorias: vamos a probar que

resultado , para todo ntiimero natural n. También podemos observar que la afirma-

yi= @ @.1)

i=1

para todo n € IN. Comenzamos:
= Caso base: Primero debemos probar que la afirmacién (2.1) es verdad para n = 1:

1
Yic1 oy 1.(12+1):1'

L 1141
Entonces ) i = &

> Por lo tanto, la afirmacién (2.1) se verdad paran = 1.
i=1

» Paso inductivo: Primero suponemos que la afirmacién (2.1) es verdad paraunn = k
(nuestra hipoétesis inductiva), esto es, suponemos que se cumple que

k
k
yi= K1) (HI)
£~ 2
i=1
Ahora debemos probar que la afirmacién (2.1) es cumple para n = k + 1, esto es,

debemos probar que

M1 (k+1)(k+1+1) (k+1)(k+2)

) i= 2 - 2

Comenzamos:

k+1 k
Z =Z +(k+1)

= k(k;1)+k+1

k(1) +2(k+1)
2

_ (k4 D(k+2)

2

Asi, probamos que la afirmacioén (2.1) se cumple paran = k + 1.

Como se cumplen las dos condiciones del Principio de Induccién, la afirmacién (2.1) es ver-
dad para todo n € IN. |

Ejemplo 2.19. Probar que para todo n € N, n% + 1 es un ndmero par. Como ésta es una
afirmacién sobre los ntimeros naturales, podemos utilizar el Principio de Induccién para
probarla. Comenzamos:
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» Caso base: Debemos probar que se cumple para n = 1. Esto es, debemos probar que
1! 4 1 es un ntimero par. Esto trivial porque 12 4+ 1 = 2 y sabemos que 2 es par. Por lo
tanto, la afirmacién se cumple para n = 1.

» Paso inductivo: Suponemos que la afirmacién se cumple para n = k. Esto es, supone-
mos que k? + k es un ntimero par (H.L). Debemos probar que la afirmacién es verdad
para n = k + 1, esto es, debemos probar que (k + 1) + (k + 1) es par. Comenzamos:
Por la H.I. sabemos que k? + k es par, entonces k? + k = 2.s para algtin s € IN. Ahora

k+1%+(k+1) =k +2k+1+k+1
=k +k+2(k+1)
Thos42(k+1)
=2(s+k+1).

Como (k+1)?+ (k+ 1) = 2.gparaalging € N (enestecaso g = s+ k+ 1), (k+1)? +
(k4 1) es un ntmero par.

Como se cumplen las dos condiciones del Principio de Induccién, la afirmacién es verdad
para todo n € IN. Esto es, probamos que n? + n es par, para todo n € IN. |

Hemos visto y comprobado que el Principio de Induccién es muy ftil para probar que
ciertas afirmaciones son verdaderas para todo ntimero natural 7. Es claro que puede haber
afirmaciones que no son verdad para todo ntimero natural. Pero también hay ciertas afir-
maciones que son verdaderas a partir de un ntmero natural 1y, es decir, proposiciones P(n)
que son verdaderas para ng, no + 1, ng + 2, .... Por ejemplo, consideremos la afirmacién
2n +1 < n?. ;Se cumple para todo ntiimero natural n? Pues no, para n = 1 no es verdad.
Tampoco es verdad para n = 2, pues 2.2 + 1 = 5 £ 4 = 22, Pero podemos observar que

n=3 = 2341=7<9=23 n=5= 25+1=11<25=5
n=4 = 244+1=9<16 =4 n=6 — 26+1=13<36=6
y podriamos continuar verificando que se cumple paran = 7,8,9,.... Esto nos lleva a reali-

zar la siguiente pregunta: jes verdad que 2n + 1 < n? para todo n > 3? Para poder probar
este tipo de afirmaciones necesitamos una versién “modificada” del Principio de Induccién.

Teorema 2.20: Principio de induccién desplazada

Sea P(n) una afirmacién sobre IN. Sea 1y € IN. Si P satisface que:
= Caso base: P(n) es verdad, y

= Paso inductivo: si P(k) es verdadero, con k > 1y, entonces P(k+ 1) es verdadero,

entonces P(n) es verdad para todo n > ny.
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Demostracién. Consideremos el siguiente conjunto
S={1,2,...,ng—1}U{n € N : P(n) es verdad}.

Notemos primero que S € IN. Ahora vamos a probar que S es un conjunto inductivo. Prime-
ro, es claro que 1 € S. Para probar la segunda condicién en la definicién de conjunto inducti-
vo, sea k € S. Debemos probar que k +1 € S. Tenemos tres casos posibles: (i) 1 < k < ng—1;
(ii) k = ng — 1; o (iii) k > ng. Vamos a ver que en cualquiera de los tres casos se cumple que
k+1eS.

m Caso(i):1 <k <mny—1.Entonces2 <k-+1 < ny.Conlocual,k+1 € S.

» Caso (ii): k = ng — 1. Entonces k + 1 = ng. Por el Caso base tenemos que P(ng) es
verdad, entonces por definicién del conjunto S, ng € S. Por lo tanto, k +1 € S.

» Caso (iii): k > ng. Por hipétesis k € S. Entonces, como k > ngy k € S, tenemos
que k € {n € N : P(n) es verdad}. Asi tenemos que P(k) es verdadero. Por el Paso
inductivo, tenemos que P(k + 1) es verdadero. Entonces, por definicién del conjunto S
tenemos quek +1 € S.

Hemos probado que S es inductivo. Luego, por la Observacién 2.12, tenemos que IN C S.
Entonces S = IN. Esto es: {1,2,...,np— 1} U{n € IN : P(n) es verdadero} = IN. Ahora,
observando que N = {1,2,...,n9p — 1} U{n € IN : n > ny}, podemos concluir que {n €
IN:n>mnp} C {n € IN: P(n)esverdadero}. En otras palabras, P(n) es verdad para todo
natural n > ny. [ |

Ejemplo 2.21. Probar que para todo n > 3, se cumple que 2n + 1 < n?.

» Caso base: Debemos probar que es verdad para n = 3. Sabemos que2.3+1=7 <9 =
32. Por lo tanto, se cumple el Caso base para n = 3.

» Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién es verdad para un n = k > 3. Esto
es, 2k + 1 < k?. Debemos probar que la afirmacién es verdad para n = k + 1. Esto es,
debemos probar que 2(k +1) + 1 < (k + 1)2. Comenzamos:

(k+1)2 =k +2k+1 >y 2k +1+2k+1
=2k +2k+2
=2(k+1)+2k>2(k+1)+1.

La altima desigualdad se cumple porque: k > 3 = 2k > 6 > 1.

Por lo tanto, como se cumplen el Caso base y el Paso inductivo del Principio de induccién
desplazada, podemos afirmar que 21 + 1 < n? para todo ntimero natural n > 3. |

Hay otra version del Principio de Induccién que suele ser de utilidad en ciertas ocasiones.
Por ejemplo, consideramos la sucesion (a,),en definida de la siguiente forma:

n
m=1 'y apa=1+) a. (2.2)
k=1
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Observemos que en la definicién de la sucesion (a,),en, hemos especificado el valor del
primer término a4; de la sucesion y los términos restantes a,,1 se definen a partir de los
anteriores: a,ay, .. .,a,. Calculemos algunos de los primeros términos de la sucesién para

ejemplificar la definicién de dicha sucesion:

a =1

am=14+a =2

a3 =14a;+a, =4
ag=14+a;+ar,+a3 =8

as =14a;+ar+az+ays =16

ag =14a1 +ap, +az + ag + as = 32

Es muy probable que el lector pueda adivinar y luego comprobar que los siguientes térmi-
nos de la sucesion son ay = 64, ag = 128, .. .. Luego, seria natural preguntarnos si es verdad
que el n-ésimo término de la sucesién es igual a 2", es decir, ¢se cumple que a, = 2"~ ! pa-
ra todo n € IN? Por lo que obtuvimos anteriormente esto se cumple paran = 1,2, ..., 8. Pero
(serd verdad PARA TODOS los nimeros naturales? Seguramente alguien sugerira rdpida-
mente aplicar el Principio de Induccién, y puede intentarlo, pero la cuestion es que el Prin-
cipio de Induccién que hemos presentado anteriormente no es suficiente para probar esta
afirmacion. Necesitamos una nueva versién, que pasamos a enunciar.

Teorema 2.22: Principio de Induccién Completa
Sea P(n) una afirmacion sobre los nameros naturales. Si P satisface que:
= Caso base: P(1) es verdadera, y

= Paso inductivo: si P(1), P(2),...,P(n) son verdaderas, entonces P(n + 1) es ver-
dadera,

entonces P(n) es verdad para todo n € IN.

Para probar el teorema anterior necesitamos un resultado muy importante sobre los
numeros naturales. Si bien lo que afirma el siguiente teorema parece trivialmente verdad,
uno dirfa es “obvio”, dicho teorema necesita una demostracién. Por una cuestién de espacio
y tiempo, omitiremos su demostracion. El lector interesado puede ver la demostracién en el
Apéndice ??.

Teorema 2.23: Principio de Buena Ordenacién

Todo subconjunto A no vacio de IN tiene un primer elemento.

Demostracion del Principio de induccién completa. Comenzamos definiendo el siguiente conjun-
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H = {n € N: P(n) es Verdadera}.

Notemos primero que H C IN. También observemos que deseamos probar que H = IN.
Suponemos por absurdo que H # IN. Entonces N — H # ©@. Como IN — H es un sub-
conjunto de IN y no vacio, entonces por el Principio de Buena Ordenacién tiene un primer
elemento, que llamamos t. Es decir, t € N — H y t < k, para todo elemento k € N — H.
Como t es el menor elemento en IN — H, tenemos que para cada s < t, s € H. Es decir,
que1,2,...,t —1 € H. Luego, por definicién de H tenemos que P(1), P(2),...,P(t — 1) son
verdaderas. Entonces, por el Paso inductivo, tenemos que P(t) es verdadera. Esto implica,
por definicién del conjunto H, que t € H. Absurdo. Entonces, obtenemos que H = IN. Por
lo tanto, P(n) es verdadera para todo n € IN. [

Ejemplo 2.24. Dada la sucesién (a,),en definida por (2.2), vamos a probar que para todo
n € N, a, = 2""1. Aplicamos el Principio de Induccién completa.

= Caso base: Por definicién de la sucesién a,, tenemos que a; = 1y claramente 2! 71 = 1.
Asfa, =2"1paran=1.

= Paso inductivo: Supongamos que para todo k < 7 + 1 tenemos que a; = 251 (H.L).
Debemos probar que a,,; = 2("t1)~1 Comenzamos: por definicién de la sucesién
(an)neN tenemos que

. (HL) L 1 " "
Gy =1+ ) o ="1+) 25 =14(2"-1)=2"
k=1 k=1

Por lo tanto, como se cumplen las dos condiciones del Principio de Induccién completa,
tenemos que a, = 2"~ !, para todo n € IN. El lector puede probar usando el Principio de

n
Induccién que para todon € N, Y- 251 = 2" — 1 (ver Fjercicio 2.4).
k=1

Problema 2.25

Explique con sus propias palabras cudles son las diferencias entre el Principio de In-
duccion, el Principio de Induccién Desplazada y el Principio de Induccion Completa.

Problema 2.26

¢Se cumple que n? < 2" para todo n € IN? Si su respuesta es que si, probarlo. Si su

respuesta es que no se cumple, ;existe algin ng tal que n?> < 2" para todo n > ny? En

caso que si, probarlo.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Probar las tres propiedades de la Proposicién 2.3.

Ejercicio 2.2. Probar las tres propiedades de la Proposicién 2.5.
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Ejercicio 2.3. Determinar y justificar si los siguientes conjuntos son o no inductivos.
1. A=10,00).
2. B=Q—{1/2}.

n
Ejercicio 2.4. Probar que para todo n € IN se cumple que }_ 2F-1 =27 — 1.
k=1

Ejercicio 2.5. Considerar la afirmacién (n — 4)(n — 10) > 0. Determinar (justificando su
repuesta) el nimero natural ng para el cual se cumple que (n —4)(n — 10) > 0 para todo
n > ng.

Ejercicio 2.6. Sea (a,,),cN la sucesion definida de forma recursiva como sigue:

a = 1
ar = 1
Apio = Ay + ay11, Vn € IN.

(Esta sucesion es conocida como la sucesiéon de Fibonacci). Probar por induccién la siguiente
afirmacion:

Paratodon € N, a, < (%)n.

Ejercicio 2.7. Probar que para todon € IN,

ﬁ(l—k%) =n-+1.

i=1






Capitulo 3

Combinatoria

3.1. Permutaciones y Factorial

Ejemplo 3.1. Supongamos que un amigo ha olvidado su PIN para acceder al cajero au-
tomatico, el cual consta de 4 digitos. Sélo recuerda que los niimeros de su PINson2,7,5y9,
pero no recuerda en qué orden. Nos pide ayuda para saber cudntas combinaciones tiene que
hacer cémo maximo para hallar su clave. Podemos proceder como sigue: Tenemos 4 lugares
para completar con los nameros 2,7, 5 y 9. Entonces, para el primer lu-

gar tenemos cuatro posibles elecciones: . Ahora, como usamos uno de los
—
4

numeros {2,7,5,9} para el primer lugar, tenemos tres posibilidades para el segundo lugar
. Ya usamos un digito para el primer lugar y uno para el segundo lugar,

4 3
asi nos quedan s6lo dos posibilidades para completar el tercer lugar Y
S~ S
4 3 2
para ultimo lugar nos queda una sola opcién posible . Para cada una de
Nom o N N N\

4 3 2 1
las cuatro posibilidades del primer lugar, tenemos 3 posibilidades para el segundo, 2 posibi-

lidades para el tercer lugar y una tnica posibilidad para el altimo lugar. Entonces el ntimero
total de combinaciones posible es: 4.3.2.1=24. |

Ejemplo 3.2. Nuestro amigo anterior tiene una nueva pregunta para la cual desea nuestra
ayuda. El tiene 5 libros del colegio: uno de Matematica, uno de Fisica, uno de Biologia, uno
de Ciencias Sociales y uno de Geografia, los cuales tiene que ordenarlos es su repisa. Desea
saber de cuantas formas es posible colocarlos en la repisa. Procedemos como sigue: para el
primer lugar tiene cinco posibilidades (puede elegir cualquiera de los cinco libros); para ca-
da eleccién del primer lugar tiene 4 posibles elecciones para colocar el segundo libro (si ya
ubicé un libro en el primer lugar, le quedan 4 libros para el segundo lugar); para cada una
de las elecciones del primer y segundo lugar tiene 3 posibles elecciones para ubicar un libro
en el tercer lugar (si ya ubicé un libro en el primer lugar y un segundo libro en el segundo
lugar, entonces le quedan sélo tres libros para colocar en el tercer lugar); para cada una de
las elecciones del primer, segundo y tercer lugar tiene s6lo dos posibles elecciones para el
cuarto lugar (si ya ubicé un libro en el primer lugar, uno en el segundo y uno en el tercer

67
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lugar, entonces s6lo le quedan dos libros para colocar en el cuarto lugar); finalmente le que-

da un dltimo libro para ubicar en el dltimo lugar. Nos quedaria: .
S Y~
5 4 3 2 1

Entonces, el niimero total de las posibles ordenaciones de los cinco libros es 5.4.3.2.1=120.

Las soluciones de los dos problemas anteriores que le ayudamos a resolver a nuestro
amigo son muy similares y se pueden resolver utilizando una herramienta llamada factorial.

Definicién 3.3

Dado un nimero entero n > 0, el factorial de 1, denotado por 7!, es el niimero natural
definido por

0l'=1

n'=n.(n—-1)! sin>0.

Ejemplo 3.4. Calculemos los primeros 6 factoriales:

=1
U=1.01-1)1=10=11=1
20=202-1)=211=21=1
31=3.(3-1)1=321=32=6

A =4(4-1)1=431=46=24

51 =5.(5—1)! = 54! = 5.24 = 120.

Ejemplo 3.5. Volvemos al problema de la ordenacién de libros. ;De cudntas formas se pue-
den ordenar 5 libros (distintos) en una estanteria? Tenemos cinco lugares para colocar 5 li-
bros. Asi que el nimero total de posibilidades es 5.4.3.2.1=5!=120. Es decir, podemos ordenar
los cinco libros de 120 formas distintas.

En resumen,

El factorial de n representa el ntimero total de ordenar n objetos distintos.

Es decir, si tenemos n objetos distintos, la cantidad de formas que tenemos para ordenar esos
n objetos es n!.

Problema 3.6

Supongamos que nuestro amigo tiene tres libros de Matematica (Matemaética 1,2 y 3),
tiene tres libros de Biologia (Biologia 1, 2 y 3), tres libros de Quimica (Quimica 1,2y 3)
y tres libros de Fisica (Fisica 1, 2 y 3). Tiene disponible en su habitacién cuatro repisas
en donde cada una entran sélo tres libros. Desea colocar en cada repisa los libros de la
misma materia de forma ordenada (por ejemplo, en la primera repisa puede colocar
los de Biologia: B1 B2 B3, en la segunda los de Matematica: M1 M2 M3, e igual para
las restantes repisas.) ; De cudntas formas distintas puede realizar la ordenacién de los
libros?
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3.2. Permutaciones con repeticion

Ejemplo 3.7. Supongamos que queremos saber cuantas palabras distintas (recuerde que
“palabra” es cualquier concatenacion de letras con o sin sentido) podemos formar usando
todas las letras de la palabra “ALAS”. Tratemos de formar todas las palabras posibles:

AALS AASL ALAS ALSA ASAL ASLA LAAS LASA LSAA SAAL SALA SLAA.

Entonces hay 12 palabras distintas que podemos formar. Observemos que 12 # 4!. Asi que
la cantidad de palabras distintas que podemos formar no es igual a la permutacién de 4
objetos distintos. Esto es porque en la palabra “ALAS” tenemos dos letras que son iguales.
Decimos que esta es una permutacion con repeticion.

Proposicion 3.8

Dado un conjunto con m elementos, entre los cuales hay k; elementos iguales entre si,
hay otros k;, elementos iguales entre si, ..., hay otros k, elementos iguales entre si, el

nuamero total de permutaciones con repeticién de esos m elementos es:

PkllkZI---/kl’ — m!
" kilko!l. ... k!

Ejemplo 3.9. En una biblioteca tienen 5 libros de “Quimica I”, 3 libros de “Biologia general”
y 6 libros de “Algebra I”. Se tienen que colocar los 14 libros en un solo estante. ; De cudntas
formas distintas se podrian ordenar? Tenemos 14 libros para ponerlos en 14 lugares dispo-
nibles, asi que debe ser una permutacién. Como tenemos 5 libros iguales de “Quimica 1”7, 3
libros iguales de “Biologia general” y 6 libros iguales de “Algebra I”, es permutaciones con
repeticién. El ntimero total de ordenaciones posibles es:

15!
536 _ —
P = SR 2.522.520.

3.3. Variaciones

Ejemplo 3.10. Se desea hacer una apuesta en una carrera de caballos seleccionando los tres
primeros puestos. Si en la carrera participan 9 caballos ;de cudntas formas se pueden elegir
los tres primeros caballos? Tenemos que elegir una terna ordenada de los nueve caballos
diciendo cual llega primero, cudl llega segundo y cudl llega tercero. Tenemos que completar

con los nueve caballos que compiten. Para el primer lugar tenemos nueve

posibilidades (podemos elegir cualquiera de los 9 caballos que corren) — . Para
9
el segundo puesto tenemos 8 posibilidades (los ocho caballos restantes) — Y
9 8

finalmente para el tercer puesto tenemos 7 posibilidades (los 7 caballos que quedan después

de haber elegido uno para el primer lugar y otro para el segundo puesto .
8 P P gar y otro p g puesto) ==
Resumiendo, para el primer lugar tenemos 9 posibles elecciones, para cada una de estas
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nueve elecciones tenemos 8 posibilidades para elegir el segundo puesto, y para cada una de
las elecciones del primer y segundo lugar tenemos 7 posibilidades para el tercer lugar. Por
lo tanto, hay 9.8.7=504 formas de poder elegir los tres primeros puestos.

La solucién al problema anterior es un caso particular de algo mas general que se define
de la siguiente forma.

Definicién 3.11

Dados m elementos distintos, una variacion de m elementos de orden n (n < m) es
una seleccién ordenada formada por 1 de esos m elementos.

En otras palabras, una variacién de orden n de m elementos es tomar de forma ordenada
n elementos de los m que tenemos a disposicién. Por ejemplo, supongamos que tenemos un
saco con m = 10 bolas identificadas con las letras a4, b, ..., j. Una variacién de orden n = 3
de esas m = 10 bolas es tomar de la bolsa tres bolas de forma ordenada; es decir, metemos la
mano y sacamos una bola, que resulta ser la bola c. Volvemos a meter la mano en el saco y
sacamos una segunda bola, que por ejemplo resulta ser la /. Y por tltimo volvemos a sacar
una bola del saco y resulta ser la b. Entonces, la variacién resultante es chb. Observe que el
orden en la variacién chb importa. No es lo mismo que la variacién hbc, que significa que
primero salio la bola &, segundo la bola b y tercero la bola c.

Proposicién 3.12

Denotamos por V;; el nimero total de variaciones de orden n de m objetos. Entonces,
tenemos que el nimero V;; es dado por la férmula:

Observacion 3.13. Se puede dar una prueba que la férmula + da el nimero total de

(m —n)
variaciones de orden n de m elementos. Ver por ejemplo [1].

Ejemplo 3.14. ;Cudntas claves de 4 digitos distintos se pueden formar utilizando los ntime-
ros del 1 al 9? Notamos que tenemos que elegir de forma ordenada 4 nameros distintos de

los 9 ntimeros disponibles. Entonces, necesitamos saber el nimero de variaciones de orden
9!

4 de 9 elementos: Vg = ©_a) = 9.8.7.6 = 3024.

Ejemplo 3.15. Supongamos que tenemos a disposicion las diez primeras letras del alfabeto
a,b,c,d,e f,g h,i,j. Vamos a referirnos a “palabras” a concatenaciones de letras (con o sin
significado). Por ejemplo, adch es para nosotros una palabra. ;Cuantas palabras de 5 letras
podemos formar con las 10 letras a,b,c,d, e, f, g, h, i, sin repetir ninguna? Observe que en
una palabra el orden en que aparecen la letras importa: las palabras abc y bea son distintas.

Entonces, para responder a la pregunta debemos saber el nimero total de variaciones de 10

[
letras tomadas de a 5. Por lo tanto, podemos formar V;}, = % = 10.9.8.7.6 = 30240

palabras distintas sin repetir letras.
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Ejemplo 3.16. Un candidato a gobernador de La Pampa estd en campania electoral y tiene
sOlo tiempo para visitar 4 de las 10 ciudades con més habitantes de La Pampa. ;Cuantos
itinerarios distintos puede hacer?
10!
Vip = =~ = 5040.
1077 (10 — 4)!

(Cuantos itinerarios puede formar si decide que tiene que pasar por Santa Rosa? Podemos
pensar en las cuatros posibilidades:

» Visita Santa Rosa en primer lugar: entonces tiene que elegir de forma ordenada 3 ciu-
dades de las 9 restantes: V5.

» Visita Santa Rosa en segundo lugar: entonces tiene que elegir de forma ordenada 3
ciudades (la primera en visitar, la tercera y la cuarta a visitar) de las 9 restantes: V93.

» Visita Santa Rosa en tercer lugar: entonces tiene que elegir de forma ordenada 3 ciuda-
des (la primera en visitar, la segunda y la cuarta a visitar) de las 9 restantes: V3.

» Visita Santa Rosa en curto lugar: entonces tiene que elegir de forma ordenada 3 ciuda-
des (la primera en visitar, la segunda y la tercera a visitar) de las 9 restantes: V5.

Por lo tanto, el nimero de itinerarios posibles si quiere visitar Santa Rosa es: V3 + V3 + V3 +

|
Ve =4V = 4% = 2016.

El ejemplo anterior ilustra el siguiente principio:

Principio de adicién: Si los eventos a ser contados estin separados en casos disjuntos, el
niimero total de eventos es la suma de los niimeros de los distintos casos.

Ejemplo 3.17. En un Club Social y Deportivo se debe formar una comisién integrada por un
Presidente, un Vicepresidente y un Bocal. Para esos puestos se presentaron 10 socios. Entre
ellos se encuentran Alejandro y Verdnica que estdn enojados entre si y no desean pertenecer
de forma conjunta a la misma comisién. ;Cuédntas comisiones distintas se podrian formar de
tal forma que Alejandro y Verénica no estén ambos en la misma comisién? Para determinar
el namero total de comisiones posibles, con la condicién que Alejandro y Verénica no estén
juntos, vamos a considerar tres casos:

Caso 1: En la comision estd Alejandro y no Verénica. En este caso a su vez vamos a consi-
derar tres casos: (1) Alejandro estd como presidente; (2) Alejandro estd como Vice-
presidente; (3) Alejandro estda como Bocal. Observemos primero que estos tres casos
son disjuntos, porque en una eleccién, Alejandro no puede estar, por ejemplo, co-
mo Presidente y Bocal al mismo tiempo. Ahora, en cualquiera de los tres casos Ale-
jandro va a ocupar un lugar en la comisién (ya sea como Presidente, Vicepresiden-
te 0 como Bocal) y quedan por seleccionar los otros dos lugares con los socios res-
tante. Teniendo en cuenta que Verdnica no va estar en la comisién (porque ya esta
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Alejandro) quedarian 8 posibles candidatos. Entonces el nimero de posibles comisio-
nes en la que este Alejandro y no Verdnica es: V¢ (Alejandro como Presidente) +
V82 (Alejandro como Vicepresidente) + V82 (Alejandro como Bocal). Esto es, 3.V82.

Caso 2: En la comisién estd Verénica y no Alejandro. Es analogo al caso anterior. Entonces,
el ntimero de comisiones posibles en la que esté Verénica y no Alejandro es 3.VZ.

Caso 3: En la comisién no estd Alejandro ni Verénica. En este caso tenemos que seleccionar
3 socios de los 8 candidatos (dejamos afuera a Alejandro y Verdnica). Entonces, el
ntimero de comisiones en la que no participen Alejandro ni Verénica es V3.

Por lo tanto, como los tres casos anteriores son disjuntos, tenemos que el namero total de
comisiones posibles en la que no estén juntos Alejandro y Verénica es: 3.VZ + 3.VZ + V3.

Problema 3.18

(Cuéntas banderas de tres colores en franjas horizontales se pueden confeccionar si se
dispone de 8 colores entre los que se encuentran el rojo y azul, pero ambos no pueden

estar en una misma bandera?

3.4. Variaciones con repeticion

Definicién 3.19

Una variacién con repeticién de orden n de m elementos es una sucesién ordenada

formada por n elementos (no necesariamente distintos) de los m posibles.

Una variacién con repeticion de m objetos tomados de a 1 (de orden 1) es una seleccién
de n objetos (no necesariamente distintos) de los m objetos disponibles en forma ordenada.
Es decir, si tenemos las letras a, b, ¢, d, e, entonces algunas variaciones con repeticién de orden
3 de esas 5 letras son: abc, aab, aba, baa, cbd, bed, eee, etc. ;Cuédntas son en total?

Ejemplo 3.20. ;Cudntas contrasefias de tres digitos se pueden formar usando los ntimeros

1,2,...,9 sino hay ninguna restriccién? Tenemos que completar con los nueve
numeros disponibles. Para el primer lugar podemos elegir cualquiera de los nueve niimeros
disponibles. Para el segundo lugar, como no tenemos restriccién alguna, podemos elegir
cualquiera de los nueve ntimeros disponibles. Y por tltimo para el tercer lugar, nuevamente
como no tenemos restriccion sobre la eleccion de los nimeros, podemos elegir cualquiera de
los nueve nimeros disponibles. Entonces, para el primer lugar tenemos 9 posibles elecciones
, para cada una de estas nueve elecciones tenemos 9 posibilidades para elegir

<~
9
el segundo puesto , ara cada una de las elecciones del primer v segundo
g P 9 9 yp p y seg
lugar tenemos 9 posibilidades para el tercer lugar . Por lo tanto, hay 9.9.9 =
9 9 9

93 = 729 contrasefias distintas.
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Proposicién 3.21

Denotamos por Vj; . el nimero total de las variaciones con repeticién de m elementos

de orden n. Entonces,

n __ n
Vin, =m".

Ejemplo 3.22. ;Cudntas patentes de automoviles de siete simbolos puede haber si cada pa-
tente debe estar formada por dos letras, tres digitos y dos letras, en ese orden? Tanto las
letras como los ntimeros pueden repetirse. Como hay 27 letras en el alfabeto y 10 digitos,
tenemos que pueden haber

V227,,.V130’Y.V227’r = 272.10°.27% pantentes distintas.

3.5. Combinaciones

Ejemplo 3.23. Un entrenador de fatbol tiene a disposicién cinco defensores centrales y tie-
ne que elegir a dos para que formen la defensa. No importa el orden en que juegan en la
defensa los dos jugadores elegidos. ;Cudantas alineaciones posibles tiene para la defensa?
Supongamos que llamamos a los cinco defensores por: 4, b, ¢, d y e. Entonces las posibles
defensas son:

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d}, {be}, {c,d}, {c,e}, {d, e}

Note que aqui {a,b} significa que juegan en la defensa los jugadores a y b. Entonces, el
entrenador tiene 10 posibles alineaciones para formar la defensa. |

Definicién 3.24

Dados m objetos, una combinacién de orden n (n < m) de esos m objetos es cualquier
eleccién de n objetos de los m disponibles.

Podemos reformular la definicién anterior como:

Dado un conjunto A con m elementos, se llama combinaciéon de orden n de esos m
elementos a todo subconjunto de A con n elementos.

Observacion 3.25. Es importante notar que en una combinacién no es importante el orden
en que se elijan los elementos. También, observe que en una combinacién no se permiten

repeticiones.

Proposicion 3.26

Denotamos por Cj;, al nimero total de combinaciones de orden n de m elementos (n <
m). Entonces
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Observacion 3.27. Observemos que C}, es el nimero total de subconjuntos con n elementos
de un conjunto con m elementos (n < m). En otras palabras, si A es un conjunto con m ele-
mentos, entonces Cj;, es la cantidad total de subconjuntos con n elementos de A que pueden
formarse.

Ejemplo 3.28. En un curso de Algebra hay 15 estudiantes, de los cuales 9 son chicas y 6
son chicos. El profesor les pide que elijan entre ellos a 5 estudiantes para que participen de
una charla informativa en un colegio secundario. ;Cuantas comisiones posibles se podrian
formar? Se deben elegir 5 estudiantes de 15, y no importa el orden en que se elijan. Entonces,
la cantidad total de posibles elecciones es:

15! _15.14.13.12.11.10!

- = 3003.
51(15—5)! 51.10!

5 _
C15_

Suponga que ahora el Profesor pide que de los 5 estudiantes tres sean chicas y dos sean
chicos. ;Cudantas comisiones posibles se pueden formar? Tenemos que elegir 3 chicas de las
9 que hay en el curso, y el nimero total de posibles elecciones es C3. Ahora para cada una de
estas elecciones de las chicas tenemos que elegir a dos chicos de los 6 disponibles. El nimero
total de elecciones de 2 chicos de 6 es: C2. Resumiendo, para cada una de la C3 elecciones de
chicas tenemos C2 elecciones posibles para los chicos. Entonces, el nimero total de posibles
comisiones formadas por 3 chicas y 2 chicos es:

9! 6!

: = 1260.
31.(9—3)! 21(6—2)!

C3.C2 =

Ejemplo 3.29. Un Circo tiene 7 payasos, 5 malabaristas y 4 magos. Si tienen que salir a es-
cena tres artista del mismo rubro, ;cuantas son las posibles elecciones? Tenemos tres casos
posibles: (1) salen 3 payasos a escena; (2) salen 3 malabaristas a escena; o (3) salen 3 magos
a escena. Observemos que los tres casos son disjuntos. Si salen todos payasos, entonces el
ntimero de grupos posibles con 3 payasos que se pueden formar es C. Si salen todos mala-
barista, entonces el nimero de grupos posibles con 3 malabaristas que se pueden formar es
C2. Finalmente, si sales todos magos, entonces el nimero de grupos posibles con 3 magos
que se pueden formar es C;. Por lo tanto, el ntimero total de las posibles elecciones para que
salgan 3 artistas del mismo rubro es C3 + C + C3.

Problema 3.30

Considere dos rectas paralelas distintas. Si sobre una recta se marcan 5 puntos y sobre
la otra se marcan 7 puntos, ;cudntos tridngulos se pueden formar utilizando los puntos
de ambas rectas?

3.6. Combinaciones con repeticion

Ejemplo 3.31. Un Profesor de Algebra desea regalarles, por el dia del estudiante, a cada uno
de sus 20 estudiantes una caja con cinco bombones. En el negocio donde va a comprar los
bombones le ofrecen como oferta armar cajas de cinco bombones eligiendo entre sélo tres
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sabores: Menta (M), Frutilla (F) y Licor (L). Asi, el Profesor tiene que elegir de qué sabores,
entre esos tres, seran los 5 bombones que irdn en la caja para cada estudiante. Ademas, les
prometié que a cada estudiante le tocaria una caja distinta. ;Es posible que a cada estudiante
le toque una caja distinta? Tratemos de armar todas las cajas posibles. La combinaciéon M M
M F L significa que la caja estd formada por 3 bombones de menta, un bombén de frutilla y
un bombon de licor. Observe que el orden en la caja no importa, la caja con la combinacién
M F L M M es la misma que la caja M M M F L. Entonces, tratemos de formar todas las cajas

posibles:

M MMM M F F F F F L L L L L
M MM M F F F F F L L L L L M
M M M F F F F F L L L L L MM
M M F F F F F L L L L L MMM
M F F F F F L L L L L MMMM

M F L M M

M F L M F

M F L M L

M F L F F

M F L F L

M F L L L

Por lo tanto, se pueden armar en total 21 cajas distintas con cinco bombones de tres sabores.
En conclusioén, es posible que el Profesor le regale a cada estudiante una caja distinta, y le
sobra una para éL

Observemos que en el ejemplo anterior hablamos de combinaciones porque elegimos 5
elementos (bombones) sin importar el orden en que fueron elegidos y en el que se permitia
la repeticion. Este tipo de problemas se pueden resolver con el siguiente concepto.

Proposicion 3.32

Denotaremos por Cjj, . al nimero total de combinaciones con repeticién de m objetos
tomados de a n. Entonces, se tiene que el nimero Cj}, , de combinaciones con repeticién
de m objetos tomados de a n es dado por:

n __ n
Cm,r - Cm+n—1'

Observacién 3.33. A diferencia de los conceptos estudiados en las secciones anteriores,
en Cj, , no necesariamente n debe ser menor o igual a m. Se puede calcular por ejemplo
Cg{r = C? = 6. En el Ejemplo 3.31 tuvimos que armar cajas de 5 bombones eligiendo entre
bombones de 3 sabores. Es decir, tenemos m = 3 objetos tomados de a n = 5. Entonces las
combinaciones con repeticién son Cg,r =C3 =21.

Ejemplo 3.34. ;Cuantos grupos de 3 letras se pueden formar con las letras a, b, c y d si se
pueden repetir letras? Por ejemplo, un grupo podria ser abc, otro podria ser aab o también
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ddd. Observemos que el orden no importa, por ejemplo, el grupo aab es el mismo que aba.
Coémo estamos hablando de elegir tres elementos de cuatro sin importar el orden en que
se eligen y podemos repetir, debemos utilizar combinaciones con repeticién. Entonces, la
cantidad total de grupos de 3 letras que se pueden formar utilizando las 4 letras es: Ci’r =
C3 = 20.

3.7. Numeros combinatorios

Definicién 3.35

Los niimeros combinatorios son nimeros de la forma

n\ n!
k)  ki(n—k)
conn, ke Zy0<k<n.

. J

Ejemplo 3.37. Para cada n € IN, se tiene que

n\ n! _n!_1 ny n! _n!_l
o) T 0m—oy  1m y n) " mn—n)l w0l

También tenemos que

Observacion 3.36. Observe que

u
(111) = ﬁ aplicamos la definicién de nimero combinatorio
—1)!
= nin = 1t en el numerador desarrollamos 7!
(n—1)!
=n simplificamos (n —1)!
y
" = n aplicamos la definicién de nimero combinatorio
n-1) " m-1)ln—m-1) F
_nn— 1t n—(n—1) =1 yen el numerador desarrollamos n!
BRI =1 y en el numerador desarrollamos !
=n simplificamos (n —1)!
Las siguientes dos proposiciones enuncian dos propiedades importantes de los ntimeros
combinatorios.

Proposicion 3.38

Para todos 11,k € Z con 0 < k < n, tenemos que:

(Z):(nik)
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Demostracién. Aplicamos la definicién de ntimero combinatorio:

(ﬁk) = (n—k)l(nni =R (n —n;c)!k! = k!(nni o1 (Z) u

A los ntimeros combinatorios (;) y (,,” ;) se los llaman nimeros combinatorios com-
plementarios.

Proposicién 3.39: Propiedad de Stifel

Para todos 11,k € Z con1 < k < n, tenemos que:
n\ (n—1 n n—1
k) \k—1 k )’

Demostracion. Aplicamos la definicién de nimero combinatorio y operamos algebraicamen-

(Z _ D + <n k 1) = k= 1)!(1(1n—_112!(k )y Tt k!(i(in—_llz!k)!

te:

B (n—1)! (n—1)!
S =Dl -0 k=Dl —1=k)!
(n—1)! (n—1)!

NECERCE e

_ (n=Dlk+m—-1)\.(n—k)
k(k—1).(n —k).(n — 1 —k)!

_ (n=1D(k+ (n—k))
N kl.(n —k)!

n!
~kl(n—k)!

() .

La siguiente ordenacioén triangular de los niimeros combinatorios es conocida con el

k(k—1)(n—1—k)!

nombre de tridngulo de Pascal (o Tartaglia)

n=20: (8)

n=1 ((1)) (%)

n=2: ©) () ()

n=3: ((3)) (?) (g) (g)

n=4: (é) (‘11) (3) (g) (i)

n=>5 &) 8 () (3) 3 ()
n=6 ©) (%) (3) 5) () (8) (&)

n=7(p) 1) () () () (5) (&) ?)
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Ahora, si reemplazamos cada uno de los ntiimeros combinatorios por el resultado que da,
obtenemos la siguiente ordenacién triangular.

= 1

=1 1 1

= 1 2 1

=3 1 3 3 1

=4 1 4 6 4 1

=5 1 5 10 10 5 1

=6 1 6 15 20 15 6 1
71 7 21 35 35 21 7 1

Problema 3.40

Probar que para todo n,k € Z con 1 < k < n se cumple que

(o) =)

3.8. EIl binomio de Newton

Ahora vamos a utilizar los niimeros combinatorios para hallar una expresién general
para las potencias enteras positivas de binomios. Es decir, queremos encontrar una férmula
general que nos permita siempre poder desarrollar de forma algoritmica la potencia (a + b)",
con n € IN. Calculemos primero las primeras 5 potencias y veamos que patrén podemos
hallar.

(a+b)!=a+b

(a +b)* = a* 4 2ab + b*

(a +b)® = a® 4 3a%b + 3ab® + b°

(a +b)* = a* 4 4a%b + 6a°b* + 4ab® + b*
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a°b* + 10ab> + 5ab* + b°.

Observemos que los coeficientes en los términos a’b/ cuando n = 2son 1 2 1y estos corres-
ponden a los valores en la fila n = 2 del tridngulo de Pascal. Asi que los podriamos reempla-
zar por ellos: (3) () (5). De igual forma, si observamos los coeficientes de los términos a'b/
en la potencia (a + b)? tenemos que ellos son 1 3 3 1,y estos corresponden a los ntimeros
combinatorios (3) (3) (3) (3). Note que los coeficientes de los términos a’b/ de las potencias
paran = 4 yn = 5 corresponden, respectivamente, a los nimeros combinatorios de las filas
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den =4 yn = 5enel tridngulo de Pascal. Entonces, reemplazando obtenemos lo siguiente:

1 1
1_

(a+b) —<O>a+<1)b

wev= (o)< 3)

@r 0P = (§)e+ (3) o+ (5)a?+
3 4\ 20 4\ 3 4) 4

(a+b)* () <)ab—|—<2ab—|—3ab—|—4b
4 5 5\ 2,3 5\ 4 5\ ;s

(a+0b)° = (O>a—|—<) b—i—<2 3ab—|—4ab—|—5b.

Por lo tanto, podemos hacer la siguiente conjetura:
n_ (M\ n ny n-1 N\ n—kypk n n—1 ny . n
(a+Db) —<O)a +(1)a b+ +<k)a b+ +<n_1)ab +(n)b

para todo n € IN.

Si reemplazamos n por 1, 2, 3, 4 6 5 sabemos por lo anterior que se cumple. Pero ;valdra
para todo ntiimero natural n? La respuesta es si. Lo probamos a continuacion.

Teorema 3.41: El binomio de Newton

Sean a,b € R. Para todo n € N se tiene que

(a+Db)" = f (Z) a"kpk, (3.1)

k=0

Demostracién. Vamos a probar (3.1) por induccién sobre n € IN. Para n = 1 tenemos que

1
(a+b)l=a+b vy Z(i)al_kbkza—l—b.

k=0
Entonces, se cumple para n = 1. Ahora, sea n > 1 y supongamos que
(a + b)n—l _ nil n—1 a(n—l)—kbk (H I)
o = k . A,
Ahora,
n—1 _
(a+b)" = (@a+b)(a+b)"1"E) (a+p). T (" ) 1) —1—kpk
k=0
= nil <” - 1) a"kpk 4 nil (” - 1) g 1-kpk+l
o\ k =\ k
n—1\ » = (n-1 n—kpk " (n—1 —1—kik n—1
= b n b —+1 bn,
<0)a+k—21(k)tZ +k;‘) k)0 Tlno1
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Vamos a realizar el siguiente cambio de variable para la segunda sumatoria: sea t = k + 1.
Entoncesk =t —1.Como 0 < k <n —2,entonces 1 <t < n — 1. Ahora reemplazamos:

n—2 _ n—1 —
3 <n , 1)an_1_kbk+1 ¥ (f:_ ;)a”_tbt. (3.2)

k=0 t=1

Luego, por conveniencia, podemos cambiar la variable ¢ en la sumatoria de la derecha en
(3.2) por k. Nos queda

n—2 _ n-1 —
Z (1’1 . 1)an—1—kbk+1 — Z (:_ i) an_kbk. (3.3)

k=0 k=1

Entonces, obtenemos que
n_ (M) »n — (n—1 n—kpk ' (n—1 n—kpk n\ o n
(a+0b) —<O)a -1-2( ) )a b—l—k_z1 L b" + ; b

B (D)

Por lo tanto, por el Principio de Induccién se cumple (3.1) para todo n € IN. |
Ejemplo 3.42. Utilicemos el binomio de Newton para hallar el desarrollo del polinomio

(3x —2x3)%.

(r 20 =y (2) (34 F(—2x)F

k(g) (3x)40(—2x)0 + G) (Bx)* (=223 + <;L) (3x)+2(— 2232+
+ (g) (3x)43(—2x%)° + (i) (3x)+4(— 2

=1.(3x)*1 + 4.(3%)3(—2x%) 4+ 6.(3%)%(—2x%)? + 4.(3x) (—2x%)% + 1.1.(—2x3)*
= 81x* — 216x° 4+ 216x% — 96x10 + 16x12

Ejemplo 3.43. Probemos que (3) + (7) + -+ (,";) + () = 2". Aplicando el binomio de

n—1 n
Newton obtenemos que:

mor- £ £0- 00 (1) C)

Ejemplo 3.44. Sea A un conjunto con n elementos. ;Cudntos subconjuntos de A hay? Es
decir, si P(A) es el conjunto de partes de A, ;cuantos elementos tiene P(A)? Recordemos
que P(A) = {B : B C A}. Entonces, P(A) estd formado por: el conjunto vacio + todos
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los subconjuntos formados por un solo elemento + todos los subconjuntos formados por
dos elementos + ...+ todos los subconjuntos formados por n — 1 elementos + el conjunto A.
Ahora, recordemos que (}) = Ck, asi que (%) es el numero total de subconjuntos de A con k
elementos (véase Observacion 3.27). Entonces la cantidad de elementos de P(A) es:

Q) 1) (e () ()

n
Ejemplo 3.45. Vamos a probar que Y. (})2% = 5". Aplicando el binomio de Newton obte-
k=0

nemos que:
V(M2 =y (e =y (M) = (4 =5
k=0 k k=0 k k=0 k .

Determinar el valor de la siguiente sumatoria

ké)(—l)”(’,j).

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1. Supongamos que Juan tiene 4 libros de novelas policiales, 3 libros de autoayu-
da y 5 libros de poesia. En su biblioteca le quedan disponibles sélo tres estantes para ubicar
los 12 libros. Desea ubicar los libros por género en cada estante (es decir, en un estante poner
todos los de poesia, en otro estante todos los de policiales y en otro todos los de autoayuda).
¢De cuédntas formas distintas puede colocar los libros?

Ejercicio 3.2. Sea A un conjunto con n elementos. Determinar la cantidad de subconjuntos
de A con un ntimero par de elementos.

Ejercicio 3.3. Probar que para todo n € IN,

2
( n) < 4",
n

(Consejo: Utilizar el Binomio de Newton).

)=+ (-2m2) (0)

Ejercicio 3.4. Probar que







Capitulo 4
Divisibilidad en Z.

Para comprender la Matemdtica moderna, nada
mejor que estudiar la mds antigua de las ciencias,
a saber, la Aritmética.

—-Norberto A. Fava

Este capitulo estd dedicado al estudio de los ntimeros enteros. Uno de los conceptos fun-
damentales para el estudio de los nimeros enteros es el Teorema de la Division, el cual
formaliza lo que sabemos acerca de dividir un nimero por otro. Otros conceptos fundamen-
tales en la teoria de la Aritmética son el de ntimero primo y el Teorema Fundamental de la
Aritmética.

4.1. El conjunto de los nimeros enteros

En esta seccién hacemos un repaso muy breve sobre las propiedades de las operaciones
(suma y producto) definidas sobre el conjunto de los ntimeros enteros.

El conjunto de los ntimeros enteros es

Z=1{.,-3-2-1,01,23,...}

Aligual que en el conjunto de los niimeros naturales, en Z hay dos operaciones binarias:
la suma + y el producto -. Estas operaciones tienen las siguientes propiedades que usaremos
a lo largo del libro, muchas veces sin hacer mencién explicita de ellas, por lo cual el lector
debe tenerlas resente en todo momento. Para todos a,b, ¢ € Z se cumplen:

83
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Propiedades de las operaciones

» Asociativa:a+ (b+c) =(a+b)+c y a.(bc)=(ab).c.

Conmutativa:a+b=b+a y ab=ba.

Elemento neutro para la suma: Existe 0 € Z tal que a + 0 = 0.

Elemento neutro para el producto: Existe 1 € Z tal que a.1 = a.

Elemento opuesto: Para cadaa € Z, existe —a € Z tal que a + (—a) = 0.

Distributiva: a.(b 4 ¢) = a.b + a.c.

Mas propiedades ttiles

(1) Sia.b =0,entoncesa =06b = 0.

(2) Siab =a.cya+0,entonces b = c.
(3) Siab =1 entoncesa =b=16a=b=—1.
@) (-1)a = —a.

(5) —(—a) =a.

©6) (—a).b = a.(=b) = —(a.b).

(7) —(a+0b) =—a+ (-D).

Observacién 4.1. Usualmente escribiremos ab en lugar de a.b. También, escribiremos a — b
en lugar de a + (—b), como es costumbre.

Observacion 4.2. En la propiedad (2), para obtener la conclusién que b = c del hecho ab = ac
es imprescindible que a # 0. Pues, se tiene 0.3 = 0.5, pero 3 # 5.

4.2. La relacion divide

Definicion 4.3

Sean a,b € Z. Diremos que a divide a b, y lo denotaremos por a | b, si existe un
numero entero k tal que b = a.k. En otras palabras,

a|b < JkeZ talque b = ak.

Sia divide a b diremos también que b es maltiplo de a. Entonces,

b es multiplodea <= Jk € Z tal que b = ak.
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Ejemplo 4.4.

(1) 3 divide a 18, porque existe 6 € Z tal que 18 = 3.6.
(2) 5| =75, porque —75 = 5.(—25).

(3) Como 5.3 = 15, tenemos que 5 | 15.

(4) 108 es multiplo de 3, porque 108=3.36.

Para todos 4, b, c € Z se cumplen las siguientes propiedades.
(1) a|a.

(2) Sia| b, entonces —a | b,a | —by —a| —b.

(3) Sia|byb|c entoncesa | c.

(4) Sia|bya|c, entoncesa | (bx + cy) para todos x,y € Z.

(5) Sia|byb|a, entonces |a| = |b|.

Demostracién. (1) Por la propiedad del elemento neutro para el producto, tenemos que a =
a.1. Entonces, por definicién de la relacion divide a | a.

(2) Supongamos que a | b. Entonces, existe k € Z tal que b = ak. Observemos que
ak = (—a)(—k). Luego, b = (—a)(—k). Entonces, como —k € Z, por la definicién de relacion
divide tenemos que —a | b. Ahora, si multiplicamos a ambos miembros por -1 a la igualdad
b = ak, tenemos que —b = —(ak) = a(—k). Entonces a | —b. También, —b = —(ak) = (—a)k,
lo cual implica que —a | —b.

(3) Supongamos que a | by b | c. Entonces, existen k,q € Z tales que b = ak y ¢ = bg.
Reemplazando obtenemos que ¢ = (ak)g = a(kq). Como kq € Z, concluimos que a | c.

(4) Supongamos que a | by a | c. Sean x,y € Z. Tenemos que

a|b = Jke€Ztalqueb=ak = bx = (ak)x = a(kx) 4.1)
a|lc = JgeZtalquec=ag = cy = (aq)y = a(qy). (4.2)

Ahora sumamos miembro a miembro las igualdades (4.1) y (4.2)
bx + cy = a(kx) +a(gy) = a(kx + qv).

Entonces, como kx + qy € Z obtenemos que a | (bx + cy).
(5) Supongamos que a | by b | a. Entonces, existen k,q € Z tales que b = ak y a = bg.
Reemplazamos y obtenemos lo siguiente

b=(bg)k = b=bgk) = 1=gk = gq=k=16g=k=—1.

Entonces tenemos que b = a 0 b = —a. Por lo tanto, |a| = |b|. [
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Observacioén 4.6. Usando la relacién divide podemos definir formalmente niimero par. Di-
remos que un entero a es par si 2 divide a a. Es decir,

aespar <= 2|a <= a=2kparaalgink € Z.

Un entero a que no es par, es llamado impar.

Definicion 4.7: Relacién de congruencia

Sean € IN. Dados 4,b € Z, se dice que a es congruente a b médulo nsin | (a —b).
Escribiremos a =, b para decir que a es congruente a b médulo 7.

Utilizando la definicién de la relacién divide tenemos que

a=y,b <= JkecZtalquea—b=nk. 4.3)

Ejemplo 4.8.
1. Sean = 3. Entonces 5 =3 2, porque 3 | (5 —2).
2. Sean = 5. Entonces —1 =5 4, porque 5 | (—1 —4).

3. Tenemos que —2 =y 33, porque —2 — 33 = —35 = 7(—5).

Proposicion 4.9

Para cada n € N, la relacién de congruencia =, médulo 7 es una relacién de equiva-
lencia sobre Z.

Demostracion. Recordemos que una relacién binaria sobre un conjunto A es de equivalencia
si es reflexiva, simétrica y transitiva.

o Reflexiva: Seaa € Z. Comoa —a = 0 = n.0, entonces por definicién de congruencia,
a =, a. Hemos probado que a =, a, Va € Z. Por lo tanto, =, es reflexiva.

e Simétrica: Sean a,b € Z y supongamos que 4 =, b. Entonces, existe k € Z tal quea — b =
nk. Multiplicando a ambos lados de la igualdad por -1 obtenemos que b —a = —(nk) =
n(—k) y —k € Z. Entonces, b =,, a. Por lo tanto, =, es simétrica.

o Transitiva: Sean a,b, c € Z. Supongamos que a =, by b =, c. Entonces,

a=,b = dkecZtalquea —b=rnk
b=,c = dgeZtalqueb—c=nq.
Luego, si sumamos miembro a miembro las dltimas dos igualdades obtenemos que
(a—b)+ (b—c)=nk+ng
a—c=n(k+q).

Como k + g € Z, obtenemos que a =, c. Por lo tanto, =, es transitiva.
Por lo tanto, la relacién de congruencia =, moédulo n es de equivalencia. [ |
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Proposicion 4.10

Sean € Nyseana,b,c,d € Z. Entonces:

(1) Sia=,byc=,d, entoncesa+c=, b+d.
(2) Sia=, byc=,d, entonces ac =, bd.

(3) Sia =, b, entonces para todom € IN, a"" =, b™.

Demostracion. (1) Supongamos que a =, by ¢ =, d. Entonces,

a=,b = dkecZtalquea —b=rnk
c=,d = dgc Ztalquec—d = ng.

Ahora sumamos miembro a miembro las dos igualdades anteriores:

(a—0b)+ (c—d) =nk+ng
(a+c)—(b+d)=n(k+q).

Entonces, por definicién de =, obtenemos que a + ¢ =, b +d.

(2) Supongamos que a =, b y ¢ =, d. Entonces,

a=,b = Jdke€Ztalquea—b=nk = (a—Db)c= (nk)c = ac — bc = n(kc)
c=pd = JgeZtalquec—d =nqg = b(c—d) =b(ng) = bc—bd = n(bg).

Ahora sumamos miembro a miembro las dos tltimas igualdades:

(ac — bc) 4 (be — bd) = n(kc) + n(bq)
ac — bd = n(kc + bq).

Entonces, como kc + bg € Z, obtenemos que ac =, bd.
(3) Supongamos que a =, b. Vamos a probar por induccién sobre m que a™ =, b™ para
todom € IN.

1

s Param = 1. Como a =, b, entonces a! =,, b'. Entonces, la afirmacién es verdadera

param = 1.

» Supongamos que la afirmacién se cumple para m. Esto es, supongamos que a™ =, b"™

m—+1

(H.L). Debemos probar que ™! =, b"*+1. Tenemos que a =, b (hipétesis) y a™ =,, b™

(por la H.I.). Entonces por la propiedad (2) anterior, obtenemos que aa” =, bb™. Con
lo cual, a”™*! =, b™*1, Por lo tanto, por el Principio de Induccién podemos afirmar

que a" =, b" para todo m € IN.
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Notemos que la propiedad (2) de la proposicién anterior implica que se cumple lo si-
guiente:

Sia =, b, entonces para todo c € Z, ac =, bc.

En efecto, si a =, b, entonces aplicando la propiedad (2) aa =, by ¢ =, c (pues, = es
reflexiva) obtenemos que ac = bc.

4.3. EIl Teorema de la Division Entera

Teorema 4.11: Teorema de la Division Entera

Para todo par de enteros a y b, con b # 0, existen dos tinicos enteros g y r tales que
a=bg+r y 0<r<|b| (4.4)

Diremos que g es el cociente y r es el resto de dividir a por b.

Demostraciéon. Vamos a probar el teorema en dos partes. Primero probaremos la existencia
de los dos enteros g y r que verifican las dos condiciones en (4.4), y luego probaremos que
€S0S q y ¥ son Unicos.

» Existencia:

e Supongamos primero que b > 0. Definimos el siguiente conjunto:
A={x:x=a—-bg, x>0yqeZ}

Notemos que a — b(—|a|) = a+ bla| > a+ |a| > 0. Entonces, x = a — b(—|a|) € A (tomando
q = —|a|). Luego, A C N U {0} y es no vacio. Por el Principio de Buena Ordenacién (ver
el Teorema 2.23) tenemos que A tiene un primer elemento. Llamamos r al primer elemento
de A.Comor € A, tenemos quer = a—bgparaung € Zyr > 0. Entoncesa = bg +r
con 0 < r. Solo nos falta probar que r < b. Supongamos, por absurdo, que r > b. Entonces
0<r—b=a—-bg—b=a—-b(g+1).Conlocualr—b e Ayr—b < r(pues, b > 0),lo
cual es absurdo pues r es el primer elemento de A. Entonces, r < b. Por lo tanto, a = bg +r
y0<r<h.

e Supongamos ahora que b < 0. Luego —b > 0. Por lo que probamos recién, existen enteros
gy rtalesquea = (=b)g+ry0 < r < —b. Entoncesa = b(—q) +ry 0 < r < |b|.
Resumiendo, hemos probado que existen gy r tales quea = bg+ry 0 <r < |b|.

» Unicidad: Supongamos que existen enteros ¢, 4, 7,7’ tales que

a=bg+r y 0<r<|b
a=by +7r y 0+ <|bl.

En otras palabras, el conjunto A estd formado por todos los x > 0 que se pueden expresar como a — bg con
ung € Z.
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Igualando las identidades anteriores, tenemos que
bg+r=b7 +7 = (g—qg b=+ —r = |qg—4||b| = |r' — |

Sig # q', entonces |g —g'| > 0. Entonces |b| < |g—4'||b| = | —r| < |b|,? 1o cual es absurdo.
Por lo tanto, g = q' y también r = r’. ]

Notemos que el Teorema de la Divisién Entera nos garantiza que siempre existen el co-
ciente y resto de dividir un entero a por otro entero b, pero no nos dice cémo hallar este
cociente y resto. Una de las cosas que nos aporta la unicidad del cociente y resto es que no
importa cémo hallemos el g y el 1, si ellos verifican que a = bg +ry 0 < r < |b|, entonces g
y r son, respectivamente, el cociente y resto de dividir a por b.

Ejemplo 4.12.

(1) El cociente y resto de dividir 43 por 3 son q = 14 y r = 1, respectivamente. En efecto,
43 =314+1y0<1<3.

(2) Hallemos el cociente y resto de dividir 749 por 21. Aplicamos el algoritmo que aprendi-
mos en la escuela para dividir dos ntiimeros:

7 4 912 1
1 1 9 35
1 4

Entonces, sabemos que 749 = 21.35+ 14y 0 < 14 < 21. Por lo tanto, 35 es el cociente y
14 el resto de dividir 749 por 21.

(3) Hallemos el resto de dividir -549 por 31. Primero hallamos el cociente y resto de dividir
549 por 31: 549=31.17+22. Ahora, si multiplicamos a ambos lados de la igualdad por -1
obtenemos que:

—549 = —(31.17 + 22)

—549 = 31.(—17) — 22

—549 = 31.(—17) — 22431 — 31
—549 = 31.(—=17) — 3149

—549 = 31.(—18) 4+ 9

Entonces, como —549 = 31.(—18) + 9y 0 < 9 < 31, tenemos que —18 es el cociente y 9
es el resto de dividir -549 por 31.

Ejemplo 4.13. Determinemos el cociente y resto de dividir 7935 por -32. Primero hallamos
el cociente y resto de dividir 7935 por 32: 7935=32.247+31. Ahora,

7935 = 32.247 + 31 = (—32).(—247) + 31.

Entonces, -247 es el cociente y 31 es el resto de dividir 7935 por -32.

2Comor < |b| = r—1 < |b|]—+ < |bl]ycomor < |b| = ¥ —r < |b| —r < |b|. Ahora, si
r<r = |r—r|l=—0"—r)=r—7 <|b.Sir <t = |r' —r| =+ —r < |b|. En todos lo casos se tiene
que [r' —r| < |b].
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Proposicion 4.14

Seana,b € Z, con b # 0. Entonces, b divide a a si y s6lo si el resto de dividir a por b es
cero.

Demostracién. (=) Supongamos que b divide a a. Entonces, por definicién de la relacién
divide, existe k € Z tal que a = bk. Luego, como a = bk+ 0y 0 < 0 < |b|, entonces 0 es el
resto de dividir a por b.

(<) Asumamos que el resto de dividir a por b es 0. Entonces, tenemos que a = bg + 0 =
bq con g € Z. Entonces, por definicién de la relacion divide, tenemos que b | a. |

Recuerde que un entero a es par si 2 lo divide (2 | 4), y un entero b es impar si 2 no lo
divide. Ahora, por el Teorema de la Divisién, si dividimos un entero por 2, hay sélo dos
resto posibles: 0 y 1. Con lo cual, si b es impar, entonces el resto de dividir b por 2 es 1. Por
lo tanto,

besimpar <= b =2k +1paraalgink € Z.

Problema 4.15

Seana,b € Z.

1. Probar que si a es par, entonces ab es par.

2. Probar que sia y b son impares, entonces ab es impar.

Ahora vamos a utilizar el Teorema de la Divisién Entera para obtener una caracterizacion
de la relacién de congruencia médulo 7, y asi poder obtener una descripcién total de las
clases de equivalencias de la relacién de congruencia.

Proposicion 4.16

Sean € Nyseana, b € Z. Entonces,

a =, b <= ay b arrojan el mismo resto al ser divididos por 7.

Demostracion. Sean € Ny seana,b € Z.

(=) Supongamos que a =, b. Vamos a probar que a4 y b arrojan el mismo resto al ser
divididos por n. Primero, por el Teorema de la Divisién Entera, existen tinicos q1,71 € Z
tales que a = ng; +r; y0 < r; < n, y existen tnicos qo,17p € Z talesque b = ng, + 12y
0 < 1 < n. Debemos probar que r; = rp. Sabemos que r; < 1 0 12 < r1. Supongamos que
r2 < r1 (un argumento dual se puede usar si r; < r7). Ahora,

a—b=(ng1+r)— (nga+r)=n(q1—q2)+ (r1 —1r2)

Entonces, como 0 < r; —rp < n, tenemos que r| — 17 es el resto de dividir a — b por n. Por
otro lado, como a =, b, tenemos que existe k € Z tal que a — b = nk. Esto nos dice, por
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el Teorema de la Divisién Entera, que 0 es el resto de dividir a — b por n. Por la unicidad,
tenemos que r; — r, = 0. Por lo tanto, r1 = 1.

(«=) Supongamos que a y b arrojan el mismo resto al ser divididos por n. Entonces, por el
Teorema de la Division Entera, existen tinicos q1, 42,7 € Z talesquea = ng; +r,b = ngy +r
y 0 <r < n.Entonces, a — b = ngy +r — (nga +r) = nq; — ngy = n(q1 — g2). Luego, por la
definicién de relacién de congruencia (véase (4.3)) tenemos que a =, b. |

La proposicién anterior es importante porque nos ayudara a determinar exactamente
todas las clases de equivalencia con respecto a la relaciéon de congruencia médulo n. Dado
n € IN, notemos que la clase de equivalencia de un entero 4, denotada por [a],, es el conjunto

al,={beZ:b=,a}
={beZ:3keZ, talque b—a = nk}
={beZ:b=nk+aconk e Z}.

Veamos primero un ejemplo de como utilizamos la proposicién anterior para hallar todas
las clases de equivalencia de la relaciéon =,,.

Ejemplo 4.17. Sea n = 5 y hallemos las clases de equivalencias de los enteros 0, 1, 2, 3 y 4.
Entonces,

» La clase de equivalencia del 0 es:

0s={beZ:b=5k+0conkeZ}={beZ:b=>5kconk € Z}
5,

={.. —15 —10, —5 0, 5 \9_/, 1 S
et aPaafnrincinesine

» La clase de equivalencia del 1 es:

15 ={beZ:b=5k+1conk € Z}
={..,-14, -9, -4, 1,6 ,11,16 ,...}.
~ =~~~
k——3 k=—2 k=—1 k=0 k=1 k=2 k=3

» La clase de equivalencia del 2 es:

2]s ={b€Z:b=>5k+2conk € Z}
={..,-13, -8, -3, 2,7 12,17 ...},
AN AN A G N e

» La clase de equivalencia del 3 es:

B]s={b€eZ:b=>5k+3conk € Z}

={..,-12,-7,-2,3 ,.8 13,18 ,...}.
NN
k_—3 k=—2 k=—1 k=0 k=1 k=2 k=3
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» La clase de equivalencia del 4 es:

[4]s ={beZ:b=5k+4conk e Z}

—{...,-11, -6, -1, 4,9 , 14,19 ,...}.
= =
k=-3 k=—2 k=—1 k=0 k=1 k=2 k=3

Bien, hemos hallado las clases de equivalencia de 0, 1, 2, 3 y 4. ;Y por qué no hallar también
las clases de equivalencias, por ejemplo, de 5, 6, ..., o las clases de equivalencias del -1, -2,
...? La respuesta es que por la proposicién anterior tenemos que las clases de equivalencias
[0]5, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5 son exactamente todas las clases de equivalencia de la relaciéon =s.
En efecto, sea a € Z. Sea r el resto de dividir a por 5. Como 0 < r < 5, entonces r es
también el resto de dividir r por 5. Asi, a y r arrojan el mismo resto al ser divididos por 5.
Entonces, por la proposicién anterior, a =5 r. Por lo tanto, [a]5 = [r]5°. Por ejemplo, hallemos
las clases de equivalencia de 5, 6, -1, -2 y -236. Como sabemos que 5 € [0]5, tenemos que
[5]5 = [0]5. Como 6 € [1]5, entonces [6]5 = [1]5. Como —1 € [4]5, entonces [—1]5 = [4]s.
Como —2 € [3]5, entonces [—2]5 = [3]5. ¢(Cudl es la clase de equivalencia del -236? Para
hallar su clase de equivalencia, dividimos a -236 por 5 y hallamos su resto. Como —236 =
5.(—48) + 4, entonces 4 es el resto de dividir -236 por 5. Ahora, el resto de dividir 4 por 5 es
obviamente 4. Entonces -236 y 4 arrojan el mismo resto al ser divididos por 5. Por lo tanto,
por la proposicién anterior —236 =5 4. Entonces, [—236]5 = [4]s. [ |

Ahora enunciamos el resultado general sobre la obtencién de todas las clases de equiva-
lencia de la relacién =,,.

Proposicion 4.18

Dado n € IN, todas las clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo n
son [0],, [1]n, ..., [n — 1],. Por lo tanto, el conjunto cociente es:

Z/ =p ={[0]n, [Un,- .., [ — 1]n}-

Demostracion. Vamos a probar que [0],, [1],, ..., [n — 1], son exactamente todas las clases
de equivalencias de la relacién de congruencia =,. Primero, todas estas clases son distintas
entre si. En efecto, sean ry y ro distintos tales que 0 < r; < ny 0 < rp < n. Entonces, r1 y
rp son dos restos posibles distintos de dividir un entero por n. Como 1 es el resto de dividir
r1 por n y ry es el resto de dividir r, por 1, y ademds r; # 1o, entonces r; %, 12 (pues, no
arrojan el mismo resto al ser divididos por 7). Por lo tanto, [r1], # [r2]n. Ahora probaremos
que para todo a € Z, [a], = [t], paraalginr € {0,1,...,n —1}.Seaa € Z. Sea r el resto
de dividir a por n. Entonces, a y r arrojan el mismo resto al ser divididos por n. Entonces,
a=,ry0 <r < n Entonces, [a], = [r].yr € {0,1,...,n—1}. Por lo tanto, el conjunto
cociente dado por la relacién de congruencia =, es:

Z/ =p={[0]p, [Un,..., [ — 1]} n

3Recordemos una propiedad de las clases de equivalencias:a ~ b <= b € [a] <= [b] = [a].
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4.4. Maximo comun divisor

Sean a,b € Z. Definimos los siguientes conjuntos:

Div(a,b) ={de€Z:d|a vy d|b} y Divy(a,b) ={de€N:d|ay d|b}.

Esto es, Div(a, b) es el conjunto de todos los divisores comunes de a y b, y Div,.(a,b) es
el conjunto de todos los divisores positivos comunes de a y b.

Ejemplo 4.19. Los divisores de 30 son: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, -1, -2, -3, -6, -10, -15, -30. Y los
divisores de 24 son: 1, 2, 3,4, 6,8,12,24, -1, -2, -3, -4, -6, -8, -12, -24. Entonces,

Div(30, —24) = {—1,—6,-3,-2,1,2,3,6} = {+1,+2,43,+6} y
Div_ (30, —24) = {1,2,3,6}.

Como podemos observar del ejemplo anterior, sia y b son enteros muy grandes, entonces
no es sencillo hallar los divisores comunes entre ellos. Mas adelante tendremos una forma
mas sencilla y algoritmica de encontrar todos los divisores comunes de dos enteros.

Proposicion 4.20

Para todos a,b € Z, Div(a,b) = Div(—a,b) = Div(a, —b) = Div(—a, —b).

Demostracion. Vamos a probar que Div(a,b) = Div(—a,b) por doble inclusiéon. Sea d €
Div(a,b). Entonces, d | a y d | b. Por la Proposicién 4.5, tenemos que d | —a. Entonces, d
divide a —a y a b. Por lo tanto, d € Div(—a, b). Hemos probado que Div(a,b) C Div(—a,b).
Sea ahora d € Div(—a,b). Entonces, d | —a y d | b. Por la Proposicién 4.5, d | a. Con lo cual,
d € Div(a,b). Entonces Div(—a,b) C Div(a,b). Por lo tanto, Div(a,b) = Div(—a,b). Las
igualdades restantes se dejan a cargo del lector. n

Definicion 4.21: Maximo comiin divisor (mcd)

El méximo comin divisor (mcd) de dos enteros a y b, no simultdineamente nulos, es
el mayor elemento del conjunto Div(a, b). Denotaremos por (4,b) al mdximo comun
divisor de a y b.

Notemos que para todo par de enteros a y b, no simultdneamente nulos, (a,b) = (b,a).
Porque los conjuntos Div(a, b) y Div(b, a) son iguales.

Ejemplo 4.22. En el ejemplo 4.19 obtuvimos que Div(30, —24) = {+1,+2, £3, +6}. Enton-
ces, (30, —24) = 6.

Proposicién 4.23

Sean a,b € Z no simultdneamente nulos. Entonces, (a,b) = (—a,b) = (a,—b) =

(—a, —b).
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Demostracién. Esta proposicion es consecuencia de la Proposicién 4.20. Vamos a probar que
(a,b) = (—a,b). Por la Proposicion 4.20, tenemos que Div(a,b) = Div(—a,b). Entonces,
el mayor elemento del conjunto Div(a, ) es el mismo que el mayor elemento del conjunto
Div(—a, b). Por lo tanto, (a,b) = (—a,b). [

Ejemplo 4.24. En el Ejemplo 4.22 obtuvimos que (30, —24) = 6. Entonces, sabemos que
(30,24) = (—30,24) = (—30, —24) = (30, —24) = 6.

Como podemos observar, no es una tarea sencilla hallar el médximo comiin divisor de dos
enteros. A continuacién daremos un procedimiento para determinar el mcd de una forma
muy sencilla y rdpida. Este procedimiento o método se conoce con el nombre de Algoritmo
de Euclides. Para esto necesitamos antes el siguiente resultado.

Proposicion 4.25

Seana,b € Z conb # 0. Sir es el resto de dividir a por b, entonces (a,b) = (b, 7).

Demostracion. Como r es el resto de dividir a por b, tenemos que
a=bg+r con g€ Z.

Recordemos que (a,b) es el mayor elemento del conjunto Div(a,b), y (b,r) es el mayor ele-
mento del conjunto Div(b, r). Vamos a probar que Div(a,b) = Div(b, ).

(C) Sead € Div(a,b). Entonces d | ay d | b. Observemos que r = a — bg. Ahora, como
d|ayd]| b, tenemos por la Proposicién 4.5 que d | ax + by para todos x,y € Z. Tomando
x =1yy = —q, obtenemos que d | a — bq. Entonces d | . Conlo cual, d | by d | r, esto es,
d € Div(b,r). Por lo tanto, Div(a, b) C Div(b,r).

(2) Ahora, sea d € Div(b,r). Entonces d | by d | r. Entonces, igual que antes, por la
Proposicion 4.5 tenemos que d | bg + r. Entonces, d | a. Con lo cual, d € Div(a, b). Entonces
Div(b,r) C Div(a,b).

Asi, hemos probado que Div(a,b) = Div(b,r). Con lo cual, el mayor elemento del conjunto

Div(a, b) coincide con el mayor elemento del conjunto Div (b, r). Por lo tanto, (a,b) = (b, 7).
[ |

La proposicién anterior es de mucha utilidad para hallar el maximo comun divisor de
dos enteros. Veamos primero un ejemplo concreto de cémo podemos utilizar dicha proposi-
cién y luego haremos la formulacién general.

Ejemplo 4.26. Tratemos de determinar el mcd de a = 831 y b = 42. Dado que le resto de
dividir 831 por 42 es r = 33 tenemos que (831,42) = (42,33). Ahora, como el resto de dividir
42 por 33 es 9 obtenemos que (42,33) = (33,9). Entonces, (831,42) = (42,33) = (33,9).
Continuando de esta forma, hasta donde podamos, obtenemos que

(831,42) = (42,33) = (33,9) = (9,6) = (6,3) = (3,0) =3
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Ahora presentamos la formulacién general del procedimiento que realizamos en el ejem-
plo anterior.

El Algoritmo de Euclides

Sean a,b € Z no simultdineamente nulos. Podemos suponer, sin perdida de generali-
dad, que b > 0.
Sea r; el resto de dividir a por b.

= Siry =0, entonces (a,b) = b.

Sirq # 0, realizamos divisiones sucesivas hasta obtener un resto nulo:

a = bg+n 0 < rp < b
b = rigp+mn 0 < < n
rn = Tq3+r3 0 < r3 < 1mn
Th—o = Tp_1gn+rn 0 < 1, < 141
Th—1 = Tufn+1
Observemos que b > r1 > ro > ... > r, > 0. Entonces, al cabo de un ntimero

finito de divisiones obtendremos un resto nulo (de lo contrario habria infinitos enteros

positivos menores que b).

= Sielrestor, 1 =0, entonces (a,b) = ry, (esto se prueba en el siguiente teorema).

Teorema 4.27: Algoritmo de Euclides

El 4ltimo resto no nulo en el desarrollo del algoritmo de Euclides es el maximo comin
divisor de a y b, esto es, (a,b) = .

Demostracion. Como rq es el resto de dividir a por b, entonces por la Proposicién 4.25 tene-
mos que (a,b) = (b,r1). Observemos que r; es el resto de dividir b por r1, entonces por la
Proposicion 4.25 tenemos que (b,71) = (r1,12). Entonces (a,b) = (b,r1) = (r1,72). Conti-
nuando de esta forma obtendremos que

(a,b) = (b,r1) = (r1,r2) = (r2,13) = -+ - = (ru—2,"n-1) = ("n—1,7n)-

Ahora, como 7,1 = 1,41, tenemos que 1y, | ¥,—1. Asi (r,—1,7n) = tn. Por lo tanto, (a,b) =
. [ |

Una forma sistemdtica y uniforme de aplicar el algoritmo de Euclides para obtener el

méximo comun divisor es mediante la siguiente tabla.

Ejemplo 4.28. Hallar el médximo comun divisor de 129 y -27. Como (129, —27) = (129,27),
vamos a determinar el mcd de 129 y 27. Entonces, aplicando el algoritmo de Euclides obte-
nemos que: Entonces, (129, —27) = (129,27) = 3.
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‘ g1 ‘ q2 ‘ q3 ‘ dn—-1| 4n ‘ dn+1 ‘
al b | rn|nrn ‘ Tnes | Thea | Th_1 ‘ T ‘ 0

Proposicion 4.29

Sean a,b € Z no simultdneamente nulos. Entonces existen x,y € Z tales que

(a,b) = ax + by.

Demostraciéon. Vamos a probar por el Principio de Induccién Completa que todos los restos ry
no nulos en el Algoritmo de Euclides se pueden expresar como ry = axy + byy, para algunos
Xk, Yx € Z.

= Caso base: Veamos que se cumple para k = 1. Por el Algoritmo de Euclides tenemos
que a = bgqy + r1. Entonces, r; = a — bq;. Tomando x; = 1y y; = —q1, tenemos que
r1 = axy + by;. Por lo tanto, se cumple para k = 1.

» Paso inductivo: Supongamos que para todo i < k + 1, existen x;, y; € Z tales que r; =
ax; + by; (H.L). Debemos probar que ry1 = axyi1 + byx,1, para algunos xxi1, Yir1 €
Z. Por el Algoritmo de Eculides tenemos que r¢_1 = r¢qk+1 + rr+1. Entonces,

Tk41 = Tk—1 — Tkqk+1
Pke1 = (axg_1 + byk—1) — (axg + byx)qx11

41 = @ (-1 — Xk+1) +0 (V-1 — YGrt1)

J J/
"~ "~

=Yk+1€Z

(H.I)

=x(1€Z

e+l = AXk41 + bYgi1.

Por lo tanto, por el Principio de Induccién Completa, todo resto rx no nulo del Algoritmo de
Euclides se puede expresar como ry = axy + byy para algunos x, y; € Z. Entonces,

(a,b) = rp = ax, + byn
para algunos x,, y, € Z. [ |

Ejemplo 4.30. Vamos a expresar al mcd de 129 y -27 como combinacién lineal de 129 y
-27. Por el algoritmo de Euclides que aplicamos en el Ejemplo 4.19, obtuvimos que 3 =
(129, —27). Vamos a utilizar la tabla del Ejemplo 4.19 para recobrar las sucesivas divisiones:

129 = 274+21 = 21 = 129-274
27 = 211+6 = 6 = 27-21
21 = 6343 == 3 21-6.3
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Ahora, a partir de la tltima igualdad, comenzamos a sustituir:

3=21-63

3= (129 —27.4) — (27— 21).3
3=129—274-273+213
3=129-274-273+ (129 —27.4).3
3=129+4129.3 —27.7 —27.12
3=1294-2719. W

Ahora vamos a dar una caracterizacion de la definicién de méximo comun divisor. En
otras palabras, vamos a dar una definicién equivalente del concepto de maximo comun
divisor, esta definicion es til para resolver ciertos problemas.

Proposicion 4.31

Sean a,b € Z no simultdneamente nulos, un entero positivo d es el maximo comun
divisor de a y b si y sélo si verifica las siguientes condiciones:

@) dlayd|b;

(d2) Sie|aye| Db, entoncese | d.

Demostracién. (=) Sea d = (a,b). Vamos a probar que d cumple las dos condiciones (d1) y
(d2). Es obvio que d cumple la condicién (d1) por que d es un divisor comtn de a y b. Para
probar que d cumple (d2), supongamos que e € Z cumplequee |aye | b. Comod = (a,b),
entonces por la Proposicion 4.29 existen enteros x,y € Z tales que d = a.x + b.y. Ahora,
dado que e | aye | b, tenemos por la Proposicién 4.5 que e | (a.x + b.y). Entonces, e | d.
Luego, d cumple la condicién (d2).

(<) Supongamos ahora que d es un entero que cumple las condiciones (d1) y (d2). De-
bemos probar que d es el maximo comun divisor de a y b. Por la condicién (d1) tenemos que
d es un divisor comtn de a y b. Solo nos falta ver que d es el mayor divisor comtn de a y b.
Sea e un divisor comun de a y b. Esto es, e | a y e | b. Entonces por la condicién (d2) tenemos
que e | d. Luego, e < d. Por lo tanto, d es el maximo comun divisor de a y b. [ |

4.5. Numeros coprimos y ecuaciones diofanticas

Definicion 4.32

Diremos que dos enteros a,b € Z son relativamente primos o coprimos si el mdximo
comun divisor dea y bes 1, esto es, si (a,b) = 1.

Ejemplo 4.33. Los enteros 12 y 125 son coprimos porque (12,125) = 1. Los entero 150 y 36
no son coprimos, porque (150,36) = 6. También los enteros 180 y 4900 no son coprimos,
porque 2 es un divisor comun de 180 y 4900 con lo cual (180,4900) > 2.
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Ahora vamos a probar dos propiedades importantes de los ntimeros coprimos.

Proposicion 4.34

Seana,b,c € Z.Sia | bcy (a,b) =1, entonces a | c.

Demostracién. Sean a,b,c € Z y supongamos que a | bc y (a,b) = 1. Por la Proposicién 4.29
tenemos que existen enteros x e y tales que 1 = ax + by. Luego multiplicando por ¢ ambos
miembros obtenemos ¢ = acx + bcy. Ahora, como a | acy a | be, entonces por la Proposicion
4.5 tenemos que a | (acx + bey). Entonces, a | c. [

Observacion 4.35. Es importante observar que en la proposicion anterior es fundamental la
hipétesis que a y b son coprimos. Es decir, si un entero a divide al producto de dos enteros

bc, entonces no necesariamente se cumple que a divide a b 0 a divide a c. En efecto, tenemos
que4 | 2.6, pero4{2y4+16.

Problema 4.36
1. Probar que siak =, bky (n,k) =1, entonces a =, b.

2. Mostrar que la condicién “(n,k) = 1” en el inciso anterior es fundamental. Esto
es, dar un ejemplo dénde ak =, bk y (n,k) # 1, y no se cumple que a =, b.

Proposicion 4.37

Seana,b,c € Z.Sia|c,b|cy(a,b) =1, entoncesab | c.

Demostracién. En breve. [ |

Observacion 4.38. Notemos que en la proposicién anterior la hipétesis que a y b son copri-
mos es necesaria. En efecto, por ejemplo 3 | 12y 6 | 12, pero 3.6 1 12.

Ahora estamos en condiciones de estudiar ciertas ecuaciones particulares.

Definicién 4.39: Ecuaciones diofdnticas

Un ecuacién diofdntica (lineal) es una ecuacién en dos incégnitas con coeficientes
enteros, de la forma
ax +by =c

cona,b,c € Z, en la que sélo interesa hallar sus soluciones enteras.

Proposicion 4.40

Sean a,b,c € Z. Entonces (a,b) | ¢ siy sélo si existen dos enteros xg e yo tales que
axog + byp = c.

Demostracion. En breve.
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La proposicion anterior nos dice dos cosas. La implicacién (a,b) | ¢ = 3xg,y0 €
Z tal que (axp + byp = c) nos dice que si el maximo comun divisor de a y b divide a c,
entonces la ecuaciéon diofantica ax + by = ¢ tiene al menos una solucién: (xo, yp). Por otro
lado, la implicaciéon 3xp,y9 € Z tal que (axg +byg = ¢) = (a,b) | ¢ nos dice que si
podemos escribir al entero c como combinacién lineal de a y b con coeficientes enteros (xg e
o), entonces el méximo comdn divisor de a y b divide a c.

Corolario 4.41

Sean a,b,c € Z. Entonces (a,b) = 1 si y s6lo si existen dos enteros xg e yo tales que
axg + byo = 1.

Demostracion. En breve. [ |

Una de las implicaciones del corolario anterior nos dice que si a 1 lo podemos escribir
como combinacién lineal de los enteros a y b, entonces podemos concluir que a y b son
coprimos, es decir, (a,b) = 1.

Proposicion 4.42

Seana, b € Z no simultdneamente nulos y sead = (a,b). Seans,t € Z talesquea = d.s
y b = d.t. Entonces, (s, t) = 1.

Demostracién. Como d = (a,b), entonces por la Proposicién 4.29 existen x,y € Z tales que
d = ax + by. Ahora utilizamos las hipétesis que 4 = d.s y b = d.t para reemplazar en la
ecuacion anterior:

d=ax+by

d = (ds)x + (dt)y
d=d(sx +ty)

1 =sx+ty.

Por lo tanto, como a 1 lo podemos escribir como combinacién lineal de s y ¢, por el Corolario
4.41 obtenemos que (s, t) = 1. [

Ejemplo 4.43. Vamos a encontrar, si existe, una solucién de la ecuaciéon diofantica 627x —
264y = 132. Primero calculamos el méximo comun divisor de 627 y -264, y comprobamos
que este mcd divide a 132. Aplicamos el algoritmo de Euclides:

Como (627, —264) = 33 y 33 | 132, entonces podemos afirmar por la Proposicién 4.40 que
la ecuacion 627x — 264y = 132 tiene al menos una solucién entera. Ahora procedemos a
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encontrar efectivamente una solucién de la ecuaciéon. Como hicimos en el Ejemplo 4.30, de
la tabla anterior recobramos las divisiones sucesivas y despejamos los restos:

627 = 2642499 =— 99 = 627 —264.2
264 = 992466 =— 66 = 264 —99.2
9 = 661+33 = 33 = 99-66.1

Ahora, a partir de la tltima igualdad, comenzamos a sustituir:

33 =99 —66.1
33 = 627 — 264.2 — (264 — 99.2)

33 = 627 — 264.3 +99.2

33 = 627 — 264.3 + (627 — 264.2).2
33 = 627 — 264.3 + 627.2 — 264.4
33 = 627.3 — 264.7

Como 132 = 33.4, multiplicamos la tltima igualdad por 4:

33.4 = (627.3 —264.7) .4
132 = 627.12 — 264.28.

Por lo tanto, xg = 12 e yp = 28 es una solucién de la ecuacién diofantica 627x — 264y =
132. [

A continuacién veremos como determinar todas las soluciones, si existen, de una ecua-

cién dioféntica.

Proposicion 4.44

Sea ax + by = ¢ una ecuacion diofantica y d = (a,b). Si la ecuacién ax + by = c tiene
una solucién (xg, yp), entonces todas las soluciones de esta ecuaciéon estan dadas por
los pares de enteros (x, y) tales que

teZ.

Demostracion. En breve. [ |

Ejemplo 4.45. Hallar todas las soluciones de la ecuaciéon 627x — 264y = 132. En el Ejemplo
4.43 encontramos que xp = 12 e yg = 28 era una solucién de la ecuaciéon 627x — 264y = 132.
Recordemos que (627, —264) = 33. Entonces, todas las soluciones son:

(—264)
=124+ — 12—
x + 03 x =128t
teZ. — teZ.
_ 8- %7, y =28—19.t
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Algunas soluciones particulares se pueden obtener eligiendo distintos valores del parametro
t € Z. Por ejemplo, tomando ¢t = —2 obtenemos la solucién (28, 66). Si elegimos ¢t = 1,
entonces obtenemos la solucién (4, 9). Para cada valor de t € Z que tomemos obtendremos

una solucién de la ecuacion.

Ejemplo 4.46. Un club Social y Deportivo desea comprar algunas pelotas de fatbol y algu-
nas de basquet. El club cuenta con $135.000 para realizar la compra y decide comprar las
pelotas en una tienda de deportes donde hay ofertas de ambas pelotas. En dicha tienda cada
pelota de fatbol cuesta $4.800 y cada pelota de basquet cuesta $3.900. ;Cudntas pelotas de
cada tipo puede comprar? Consideremos las variables x = cantidad de pelotas de fatbol e y
= cantidad de pelotas de basquet. Entonces para responder la pregunta tenemos que hallar
las soluciones de la ecuacién diofantica 4800x + 3900y = 135000. Observemos que los tres
coeficientes 1 = 4800, b = 3900 y ¢ = 135000 de la ecuacién son multiplos de 100. Enton-
ces, en lugar de trabajar con la ecuacién 4800x + 3900y = 135000 podemos trabajar con la
ecuacion equivalente 48x + 39y = 1350*. Primero hallamos el mcd de 48 y 39:

| 1]4]3] |
48399 (3]0

Entonces (48,39) = 3. Ahora recobramos las divisiones sucesivas y despejamos los restos:

48 = 391+9 = 9 = 48-39
39 = 9443 = 3 = 39-94

Ahora, a partir de la tltima igualdad, comenzamos a sustituir:

3=39-94
3=239— (48 —39).4
3=239—484+394
3 =48.(—4) +39.5

Ahora multiplicamos la altima igualdad por 450:

3.450 = (48.(—4) + 39.5).450
540 = 48.(—1800) + 39.2250

Entonces xp = —1800 e yp = 2250 es una solucién de la ecuacién 48x + 39y = 1350 y asi
también es solucién de la ecuacion 4800x + 3900y = 135000. Ahora, para hallar todas las
soluciones de la ecuacién 4800x + 3900y = 135000 necesitamos determinar el mcd de 4800
y 3900. Entonces, (4800,3900) = 300. Luego, todas las soluciones de la ecuacién 4800x +
3900y = 135000 son:

“Dos ecuaciones ax + by = c y a’x + b'y = ¢ se dicen que son equivalentes si ellas tienen exactamente las
mismas soluciones.
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3900
teZ. te ”Z.
4800
=2250 — ——t = 2250 — 16.t
Y 300 Y

Como el club desea comprar al menos una pelota de cada deporte tenemos que x > 0
ey > 0. Debemos resolver las siguientes desigualdades para hallar los posibles valores del
parametro t:

x>0 y>0
—1800 +13.t > 0 2250 — 16.t > 0
13.t > 1800 y 2250 > 16.t
. 1800 2250 <
13 16
t > 138,46 140,63 >t

Entonces, los posibles valores del pardmetro ¢ son (recuerde que t toma sélo valores enteros):
t =139 ot = 140. Con lo cual, las dos soluciones posibles de la ecuacién con respecto a estos
valores de t son:

t=139 = x=7 e y =26
t=140 = x =20 e y =10.
Por lo tanto, conclusién final, el club puede comprar 7 pelotas de fatbol y 26 de basquet o

puede comprar 20 pelotas de fatbol y 10 de basquet. |

4.6. Minimo comun multiplo

Sean a,b € Z. Definimos el siguiente conjunto

M(a,b) = {x € IN : x es multiplo de a y de b}.

Observemos que x € M(a,b) siysblosia | xyb | x.
Ejemplo 4.47.
» Los multiplos comunes (positivos) de 2 y 3 son: M(2,3) = {6,12,18,24, ... }.

» Los multiplos comunes (positivos) de -12 y 8 son: M(—12,8) = {24,48,72,...}.

Definicién 4.48: Minimo comtdn multiplo

Sean a,b € Z no nulos. El minimo comtn mdaltiplo (mcm) de 2 y b es el menor ele-
mento del conjunto M(a, b) y se lo denota por [a, ).

Ejemplo 4.49.
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= [2,3] = minM(2,3) = min{6,12,18,24,...} = 6.
= [—12,8] = minM(—12,8) = min{24,48,72,...} = 24.

Como el lector podré observar, a medida que los enteros a2 o b son cada vez mas gran-
des (en valor absoluto) es mds trabajoso determinar el minimo comtn multiplo de ellos.
A continuacién enunciaremos una propiedad acerca del minimo comtn miultiplo y luego
un resultado que nos ayudard a determinar de forma efectiva y sencilla el minimo comtn

multiplo de dos enteros cualesquiera.

Proposicion 4.50

Sean a,b € Z. Entonces, [a,b] = [—a,b] = [a, —b] = [—a, —b].

Demostracién. Primero hay que probar que M(a,b) = M(—a,b) = M(a, —b) = M(—a, —D),
cuya prueba es similar a la dada en la Proposicién 4.20. Dejamos la comprobacién al lector.
Luego, si M(a,b) = M(—a, b), entonces es claro que el menor elemento del conjunto M(a, b)
es igual al menor elemento del conjunto M(—a,b). Por lo tanto, [4,b] = minM(a,b) =
minM(—a,b) = [—a, b]. De forma anéloga se prueban las otras igualdades. [

Proposicion 4.51

Sean a,b € Z no nulos. Entonces

Demostracién. Sean a,b € Z no nulos. Supongamos primero que a > 0y b > 0 y probemos

que
ab

Sea d = (a,b). Entonces, existen enteros a’, b’ € Z tales que

[a, b]

a=dd y b=db. (4.5)

Observemos que por la Proposicién 4.42 tenemos que (a’ b ) = 1. Elijjamos el namero m
como .
—ab="2p="7,
m=a 7 7

Entonces, m es multiplo de b. Por otro lado, como
m=ab=addb) = (da")b' = ab’

tenemos que m es también multiplo de a. Esto es, m es multiplo comtn de a y b. Ahora
veamos que es el menor de todos los multiplos comunes de a y b. Para ello, supongamos
que t € Z es otro multiplo comtn de a y b. Debemos probar que m < t. Como t es multiplo
de a y b, tenemos que existen k,q € Z tales que t = aq y t = bk. Entonces, utilizando las
ecuaciones de (4.5) obtenemos que

ag =bk = da'qg=db'k = da'q="V'k
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Luego, a’ | b'k. Como (a’,1") = 1, entonces a’ | k (véase la Proposicién 4.34). Asi k = a'k’/
para algun k' € Z. Entonces,

t = bk
t = ba'k
t = mk'.

Con lo cual, m | t. Entonces m < t. Por lo tanto, m es el minimo comun multiplo de a y b.
Sean ahora a y b enteros cualesquiera. Como |a| > 0y |b| > 0, por lo recién probado y la
Proposicion 4.50 tenemos que

,5) = (al, pf) = 12 1201

Problema 4.52

1. Hallar [4, b] para los siguientes pares de enteros: (i) a = 588 y b = 126. (ii) 2 = 360
y b = 5400.

2. Probar que para todo a,b € Z, no simultineamente nulos, [a,b]|(a,b) = |ab|.
Comprobar que la igualdad anterior con los pares a y b del inciso anterior.

3. Halle tres pares de enteros a y b relativamente primos, y para cada uno de estos
pares halle [a, ).

4. Sean a,b € Z no nulos. Probar que (a,b) = 1siy s6losi [a,b] = |ab|.

4.7. Numeros primos

Observemos que todo ntimero entero a es siempre divisible por 1, —=1,ay —a (£1y *a
para abreviar). Estos son llamados los divisores triviales de a. En esta seccion estudiaremos
aquellos nimeros enteros que tienen sélo como divisores a los triviales.

Definicion 4.53

Un ndmero entero a distinto de 0, 1 y -1 es llamado primo si sus iinicos divisores son
£1 y 4. Un namero entero que no es primo serd llamado compuesto.

Ejemplo 4.54. Algunos ntimeros primos conocidos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,....
Como el lector podréd darse cuenta, no es una tarea sencilla determinar si un ntimero n es
primo o no, a medida que el n va haciéndose mas. Segtn la definicién de primo, dado un
entero positivo n, para determinar si es o no primo, hay que comprobar si algtn entero k,
con 1l < k < n, divide a n. Cuando n es muy grande, este proceso se vuelve muy tedioso.
Por suerte hay algunos resultados que nos ayudan.

Teorema 4.55

Todo entero a # 0,1, —1, admite por lo menos un divisor primo positivo.
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Demostracién. Seaa # 0,1, —1. Sea m > 1 el menor entero positivo que divide a 4°. Vamos a
probar, por absurdo, que m es primo. Supongamos que m no es primo. Entonces, existe un
keZtalquek|myl<k<m. Comok|mym |a, tenemos que k | a. Es decir, que k > 1
es un divisor de a menor que m, lo cual es absurdo, pues m era el menor de los divisores de
a. Por lo tanto, m es primo. |

Ejemplo 4.56. Consideremos hallar todos los enteros primos positivos menores que 100.
Para ello utilizaremos la Criba de Eratéstenes que consiste del siguiente procedimiento:

1. Se escribe una lista de todos los niimeros del 1 al 100:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

81 82 83 84 8 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

2. Comenzamos eligiendo el primer entero primo, que es el 2 y tachamos todos sus multi-

plos:

1 2] 3 4 5 6 7 8 9 W
11 32 13 4 15 16 17 18 19 20
21 27 23 24 25 26 27 28 29 30
81 87 83 84 85 86 87 88 89 90
91 97 93 94 95 96 97 98 99 100

3. Ahora el primer valor no tachado después del primo 2, que es el 3, es un primo porque
no es divisible por ningtn primo anterior; ahora tachamos todos los multiplo del 3:

1 2] 3 4 5 6 7 8 9 1
11 ¥ 13 M4 185 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
81 87 83 84 85 86 87 88 89 90
91 97 93 94 95 96 97 98 99 100

4. Ahora el primer valor no tachado después del primo 3, que es el 5, es un primo porque
no es divisible por ningtn primo anterior; ahora tachamos todos los multiplo del 5:

Observe que si Div-1(a) es el conjunto de todos los divisores positivos de a mayores que 1, Div.1(a) #
@, pues |a| € Divsq(a). Entonces, por el Principio de Buena Ordenacion (??), existe el primer elemento de
Div1(a). Es decir, existe m > 1 que es el menor entero positivo que divide a a.
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1 [2] [3] 4 [5] 6 7 8 9 10
11 7 13 M4 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
81 82 83 84 85 86 87 88 89 XN
91 97 93 94 95 96 97 98 99 1600

Continuando de esta forma, todos los niimeros no tachados en la lista son primos.

Ejemplo 4.57. Probar que para todo entero a # 0,—1, los enteros 2a + 1y a(a + 1) son
coprimos. Sea d = (2a + 1,a(a + 1)). Debemos probar que d = 1. Supongamos que d # 1.
Entonces, existe un primo p que divide a d. Luego, como p | d y d | 2a + 1, tenemos que
p | 2a + 1. Andlogamente, p | a(a + 1). Esto es p | a*> + a. Entonces, tenemos las siguientes

implicaciones

p|2a4+1 = p|2a*+a
pla*+a = p|2a*+2a

Entonces p divide a (24> + 2a) — (2a% + a) = a. Esto es p | a. Esto implica que p | 2a. Luego,
como p | 2a+1y p | 2a, concluimos que p | 1, lo cual es absurdo. Este absurdo surgi6 de
suponer que d # 1. Por lo tanto, d = 1 y asi los enteros 2a + 1 y a(a + 1) son coprimos. W

Teorema 4.58: Euclides

Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Vamos a probar que existen infinitos primos positivos. Para esto, vamos a
suponer por absurdo que existe s6lo un ntimero finito de primos positivos. Supongamos
que p1, p2, - - ., Pk son todos los enteros primos positivos. Sean = 1+ py.ps..... pr- Asin > 1.
Entonces, por el Teorema 4.55 sabemos que existe un primo positivo p que divide a n. Como
los tinicos primos positivos son py, pa, ..., Pk, tenemos que p = p; para algin primo p;.
Entonces, p | (p1.p2----. pr)- Luego, p | (n — p1.pa2..... px)- Es decir, p | 1. Lo cual es absurdo.
Por lo tanto, existen infinitos primos positivos. |

Una propiedad importante y ttil de los nameros primos es la siguiente.

Proposicion 4.59

Sea p un entero primo y seana,b € Z.Si p | ab, entonces p |aop | b.

Demostracion. Sea p un entero primo y supongamos que p | ab. Si (p,a) = 1, entonces por la
Proposicion 4.34 tenemos que p | b. Ahorasid = (p,a) # 1, entonces d es un divisor de p
distinto de 1. Entonces d = p. Luego, p | a. n

Ejemplo 4.60. Sean a,b,c € Z tales que (a,b) =1y (a,¢) = 1. Vamos a probar que (a,bc) =
1. Supongamos, por absurdo, que (a,bc) # 1. Entonces, por el Teorema 4.55 existe un primo
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p tal que p | (a,bc). Luego, p | ay p | be. Por la Proposicién 4.59, tenemos dos posibilidades
p|bop|c Veamos que las dos posibilidades conducen a un absurdo.

e Sip | b, entonces tenemosque p |ay p | b,conlocual p | (a,b). Estoes, p | 1,10 cual es
absurdo pues p es primo.

e Ahora, si p | ¢, entonces tenemos que p |ay p | ¢c,conlocual p | (a,¢). Estoes, p | 1,1o
cual es absurdo pues p es primo.

Por lo tanto, se concluye que (a,bc) = 1. [

Teorema 4.61: Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA)

Todo ntmero entero a # 0,1, —1 es, o bien un entero primo, o bien se puede escribir
como £1 por un producto de nimeros primos positivos. Esta factorizacién es tnica
salvo el orden de los factores.

Demostracién. Es suficiente probar el teorema para todo entero positivo a # 0,1. Vamos a
probar el teorema por induccién. Consideramos la proposicién:

P(a) : aes, o bien un entero primo, o bien es producto de enteros primos positivos

El teorema queda demostrado si probamos que P(a) es verdadera para todo a > 2. Vamos a
usar el Principio de Induccién Desplazada y Completa (véanse los Teoremas 2.20 y 2.22).

= Caso base: P(2) es verdadera, porque sabemos que 2 es un entero primo.

» Paso inductivo: Supongamos que P(k) es verdadera para todo k < a. Debemos probar
que P(a) es verdadera. Esto es, debemos probar que a o bien es un entero primo o bien
es producto de primos. Si a es primo, entonces P(a) es verdadera. Supongamos que a
no es un entero primo. Esto es, a es un entero compuesto. Entonces, existen dos enteros
by ctalesquea = bcconl < b,c < a. Por hipétesis inductiva tenemos que b es primo o
es producto de primos, y ¢ es un primo o es un producto de primos. En cualquier caso
tenemos que b = pj..... Psyc=4q1..... q: con p;,q; todos enteros primos. Entonces,
a=py..... Psq1----- q:. Luego, a es producto de primos. Entonces P(a) es verdadera.

Por lo tanto, por el Principio de Inducciéon P(a) es verdadera para todo a > 2. Asi, hemos
probado que todo entero positivo a distinto de 0 y 1 o bien es un entero primo, o bien se
puede escribir como producto de enteros primos. Solo resta probar que la factorizacién es
Unica. Supongamos que un entero a tiene dos factorizaciones en producto de primos, esto
es, supongamos que

a=pi.pa..... Ps = q1.92- - - qt (4.6)
con p; y q; todos enteros primos. Observemos que p1 | (q1.92. - - - .gn)- Entonces, p; divide a
alguno de los factores del producto q1.92..... qg:. Reordenando si fuera necesario, podemos

suponer que p; | g1. Luego, como p; y g1 son primos, tenemos que p; = 4;. Entonces, de
(4.6) podemos simplificar p; = 41, y nos queda

p2.P3.. ... Ps = q2.3. - .. qt. 4.7)
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Anélogamente, p2 | (42.93.- ... qt). Entonces, podemos suponer que p, | g2. Con lo cual,
p2 = 2. Asi, cancelando p; = g2 en ambos lados de la igualdad en (4.7) nos queda

Continuando con este procedimiento iremos obteniendo que p; = ¢, e iremos cancelando
primos p; de un lado de la igualdad y primos g; del otro lado de la igualdad. Si t < s,
entonces obtendriamos que 1 = g;41.. ... qt, lo cual es absurdo (pues implicaria que g;41 =
--- =g = 1). Sis < t, entonces tendriamos que ps1..... q:+ = 1, lo cual es absurdo. Por lo

tanto,s =t, yp1 =q1, p2 =42, --., Pt = qt- u

Ejemplo 4.62. Vamos a hallar la factorizacién en productos de primos de los enteros 360
y -980. Para cada entero 1, vamos ir probando, de menor a mayor, si un primo positivo p
lo divide. Si n es divisible por p, para el cociente de la divisién probamos si es divisible
por p. En caso que no, probamos si el cociente es divisible por el primo siguiente. Al final,
cuando el cociente llegue a 1 o -1, multiplicamos los primos, contando las repeticiones, que
nos fueron quedando. Por ejemplo,

360 | 2 980 | 2
180 | 2 -490 | 2
90 |2 245 | 5
45 |3 49 |7
15 |3 7 |7
5 |5 -1
1
Entonces,
360 =222335=2%3%5 'y = —980=(-1)22577 = (—-1)225.7%

Del TFA y del ejemplo anterior, observamos que para cada entero a # 0,1, —1, podemos
agrupar los factores primos iguales entre si en la factorizacién de 4, y asi obtener que a =
(£1)p}pR..... plt{k. Establecemos el TFA de esta forma:

Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA)

Todo ntimero entero a # 0,1, —1 se puede escribir en forma tinica como

a=(£)pitp2..... plt{"

dondek € IN, t1, t, ..., tx son enteros positivos y los p1, p2, . . ., px son primos distintos.

. J

La formulacién anterior del TFA nos dice que podemos escribir a todo entero a # 0, +1
de forma tnica como producto de potencias de primos distintos. Siempre es importante
tener presente que el TFA no solo nos dice que a todo entero a # 0, £1 lo podemos factorizar
como un producto de primos, sino que también esta factorizacién es tnica. Este hecho de la
unicidad en el TFA es una propiedad fundamental, y la cual se usara repetidamente.
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A continuacién veremos algunas aplicaciones del TFA. Para ello veamos antes las si-

guientes observaciones ttiles.

Observacion 4.63. Sean a y b enteros positivos. Sin perdida de generalidad podemos supo-
ner que en las factorizaciones de a y b como producto de potencias de primos aparecen los
mismos primos y las potencias son mayores o iguales a cero. Es decir, podemos suponer que

S1.,,52 Sk

a=pi'py..... Py b= pilpgz ..... 4

cons; > 0yt; > 0. Esto es posible ya que si en la factorizacién de a un entero primo p no
aparece, lo podemos agregar con la potencia cero: p°. Por ejemplo,

a=23.52.11* — 4=2%3.30.52.70.114.130
b=3*.72.13° — p=20.34.50.72.119.13°

Observacion 4.64. Podemos observar que dos enteros a y b son relativamente primos si y

sOlo si los primos que aparecen en la factorizacién de a son todos distintos a los primos que
aparecen en la factorizacién de b.

Ejemplo 4.65. Probemos que /2 es un niimero irracional. Supongamos, por absurdo, que
/2 es racional. Entonces, v/2 = g con a y b enteros tales que (a,b) = 1. Luego v2b = a4,y

asi 2b* = a?. Por el TFA, obtenemos las factorizaciones de a y b en producto de primos:
t
a=2pi..... Py y b=2p..... Pyt
Entonces,

2 2 t 2t 2t
A = (2°pi )P =2ty b= (20 p)? =28

Ahora 20% =222 p21 . pit" =221 pit". Con lo cual
25 2 2 2641, 2t 2t
22p L p =22 gk

Luego, tenemos dos factorizaciones del mismo entero. Entonces, por la unicidad de la facto-
rizacién obtenemos que 2s = 2t + 1, lo que es absurdo, pues 2s es un entero par y 2t + 1 es
un entero impar. Por lo tanto, v/2 es irracional.

Proposicion 4.66

Sean a,b € Z distintos de 0,1,-1. Supongamos que
t t
a=(£1)pl'.....p5 y b= (El)pl.....pf
son las factorizaciones en producto de primos de a y b, respectivamente. Entonces,

a]b e Sigtl’,Vi:L...,k.
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Demostracion. (=) Supongamos que a | b. Debemos probar que s; < t;. Como a | b, existe
c € Z tal que b = ac. Como los tnicos divisores primos de b son pj, .. ., px, tenemos que por
el TFA el entero c se factoriza de la forma ¢ = (£1)p7'.. ... p;¥ donde cada r; > 0. Luego,

(:i:]-)p,tll ..... p]t{k = (:i:].)pil .... pik'(:tl)p;il .... ka
BRI S

Entonces, por la unicidad de la factorizacién, tenemos que t; = s; +r; paratodoi =1,...,k.
Por lo tanto, s; < t; paratodoi =1,...,k.

(<) Supongamos que s; < t; paratodoi = 1,...,k. Paracadai = 1,...,k s; < t,
entonces paracadai=1,...,kt; =s; +r; conr; > 0. Entonces

b= (£D)pl....p¢ = (D)3 = (ED)p Lt = ac
donde ¢ = pi'.....p;¥ € Z.Porlo tanto, a | b. u

La proposicién anterior nos permite hallar de forma efectiva y sistematica todos los di-
visores de un entero a. Ademads, también podremos saber de antemano cudntos divisores
tiene el entero a. Es claro que el conjunto total de divisores de a estd formado por todos los
divisores positivos de a y de los opuestos de los divisores positivos. Entonces, la cantidad
total de divisores de un entero a es el doble de la cantidad de divisores positivos de a. Asi,
nos concentraremos en los divisores positivos. Tomemos un entero a # 0, 1 y supongamos
quea = (£1)pi.pP..... p]ik es su factorizacién en producto de primos. Definimos el conjun-
to Div, (a) = {x € IN : x | a}. Entonces, por la proposicion anterior tenemos que el conjunto
de todos los divisores positivos de a es

Div (a) = {p}".p2- ... pri0<r <s;,0<r<sy ..., 0 <rp < sl

Para obtener un divisor positivo x = pi'..... p* de a debemos elegir un entero r; entre 0y
s1, es decir, tenemos (s1 + 1) posibles elecciones (0,1,2, ..., s1); luego, para cada eleccion del
r1, tenemos que elegir un entero r, entre 0 y sy, es decir, tenemos (s + 1) posibles elecciones
(0,1,...,52); ...; finalmente para cada una de las elecciones anteriores, debemos elegir un
entero 7y entre 0y sy, es decir, tenemos (s + 1) posibles elecciones (0, 1, .. ., si). Por lo tanto,
el nimero total de divisores positivos de a es

(51 —+ 1)(82 —+ 1) ... (Sk + 1)
Y la cantidad total de divisores de a es
2(81 + 1)(52 + 1) .. (Sk —+ 1)

Ejemplo 4.67. Sea a = 2205 y hallemos todos los divisores positivos de a. Primero factori-

zamos a = 32.5.72. Entonces, la cantidad total de divisores positivos de a es: #Div, (a) =

(241)(1+1)(2+ 1) = 18. Asi sabemos que hay 18 divisores positivos de a (y por lo tanto,

hay 36 divisores de a). Ahora

Divy(a) ={x=31527%:0<r<2,0<rn<1,0<r <2}

Div, (a) = {3°5°.70, 315070, 325070 3051 70 315170 32 51 70 3050 71 3150 71 3250 71,
395171, 3l5t71, 325171, 305072, 31 5072 3250 72 3051 72 315172 32 51 721,
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Problema 4.68

1. Hallar la cantidad de divisores positivos de 144, ;puede decir cudles son?

2. Probar que si a es un cuadrado, entonces la cantidad de divisores positivos de a
€s un namero impar.

3. Probar que si 4 no es un cuadrado, entonces la cantidad de divisores positivos

de a es un niimero par.

Proposicion 4.69

kyb=pl.... p,tc" son las

(@b)=p...pf y (o b]=p

donde paracadai =1,...,k tenemos que

m; = min{si, ti} y M; = méx{si, tl’}.

Demostracion. En breve. [ |

Ejemplo 4.70. Hallemos el méximo comun divisor y el minimo comtn mdltiplo de 38808
y 32670. Vamos a utilizar el TFA. Primero encontramos las factorizaciones en producto de
primos de los dos enteros:

38808 =2%.32.7211 y 32670 = 2.3°5.11%

Luego, reescribimos la factorizaciones de ambos enteros completando en cada caso con los
primos que faltan y elevandolos al cuadrado:

38808 = 2°.3259.72.11 y 32670 = 2.3°5.70.112%
Ahora, tenemos que:

38808 = 22.32.50.72.11

32670 = 2.3%.5.7°.112
(38808,32670) = 21.325°.79.11! = 198
[38808,32670] = 2°.3%.5.72.11% = 6403320.

Problema 4.71

Sean a = 936936 y b = 4002075. Hallar el maximo comun divisor y el minimo comtin
multiplo de a y b. Determinar la cantidad de divisores de (a, ).
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Ejercicios propuestos

La relacién divide

El Teorema de la Division
Ejercicio 4.1.

(a) Probar que para cada x € Z, x3 =3 x.
(b) Probar que paracada x € Z, x° =5 x.

(c) Enbase a los dos incisos anteriores, formular una conjetura general y comprobarla para
algunos otros casos.

Maéaximo comun divisor

Ejercicio 4.2. Probar que (a,b) = (a,b + ak), para todo k € Z.

Ejercicio 4.3. Probar que sia =, b, entonces (a,n) = (b, n).

Numeros coprimos

Ejercicio 4.4. Sead = (a,b) y seana = da’ y b = db'. Probar que (a’,V') = 1.
Ejercicio 4.5. Probar que si ka =, kby d = (n, k), entonces a =, b°.
Ejercicio 4.6.

(a) Probar quesi (b,c) =1, entonces (a,b) y (a,c) son coprimos.

(b) Probar quesi (b,¢) = 1, entonces (a,bc) = (a,b)(a, c). (Consejo: Probar que cada miembro
de la ecuacién anterior divide al otro miembro. Para ello, usar el inciso anterior, la Proposicion
4.29 y la Proposicion 4.37.)

Ejercicio 4.7. Probar las siguientes propiedades. Sean a,b € Z.
@) (a,b) =1 < (a",b™) =1,Ym,n € N.

(b) (a",b") = (a,b)",Vn € N.

(c) (ma,mb) = |m|(a,b), para todo m € Z.

(d) Seam € Z.Sim |aym | b, entonces (a/m,b/m) = (a,b)/m.” (Consejo: Aplicar el inciso
anterior)

6Aqui n/d es el cociente de dividir n por d. Es decir, n/d es el entero tal que n = (n/d).d.
7Aqui a/m representa el cociente de dividir a por m. Es decir, a/m es el entero tal que a = (a/m).m. De
igual manera para b/my (a,b)/m.
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Minimo comidn miultiplo

Ejercicio 4.8. Sean a,b € Z no nulos. Probar que M(a,b) = M(—a,b) = M(a,—b) =
M(—a, —Db).

Numeros primos

Ejercicio 4.9. Seaa € Z y p un entero primo. Probar que (p,a) =10 (p,a) = p.

Ejercicio 4.10. Sea p € Z distinto de 0, £1. Supongamos que p cumple la siguiente propie-
dad:Va,be Z,p|ab = p|aop|b.Probar que p es primo.

Ejercicio 4.11. Sea p un entero primo y sean ay,ay,...,a,+1 € Z, con n € IN. Probar que si
p|aj.a.....a,41, entonces p | a; paraalgini=1,...,n+1.

Ejercicio 4.12. Probar las siguientes propiedades. Sean a,b € Z.
(a) Si(a,b) =1,entonces (a —b,a+b) =102.

Ejercicio 4.13. Sea a € Z. Vamos a denotar por 7(a) al nimero de divisores positivos de a.
Estoes, sia = +pi..... pi¥, entonces T(a) = (e +1)..... (ex +1). Probar quesia,b € Zy
(a,b) =1, entonces t(ab) = t(a)T(b).

Ejercicio 4.14. Sean a = 1694000 y b = 1337700. Determinar la cantidad de divisores comu-
nesdeayb.






Capitulo 5

Numeros Complejos

Todos sabemos que la ecuacién x> = —1 no tiene solucién en el conjunto de ntimeros

2 — _1. Esto es

reales IR. Es decir, sabemos que no existe ningtin ntimero real x tal que x
consecuencia del hecho de que el cuadrado de cualquier nimero real es siempre no nega-
tivo: a> > 0. El objetivo es construir el menor conjunto que contenga a los ntimeros reales y
contenga un elemento, que denotaremos por i, que sea una solucién de la ecuacién x> = —1,

esto es, que se cumpla que
2= —1.

Ademas, es fundamental que en dicho conjunto estén definidas dos operaciones (suma
y producto) que extiendan a las operaciones de suma y producto de niimeros reales. Vamos
a denotar a este conjunto por C. También podemos observar que en C no sélo la ecuacién

2 _ 2

x~ = —1 tiene solucién, sino que todas las ecuaciones de la forma x* = a con a € RR tienen

soluciones. Si a > 0, entonces v/a € R C C es una solucién'. Ahora, si 2 < 0, entonces

x = +/|a|i es solucién, en efecto, x> = (/|a]i)? = (\/]a|)?i® = |a|(—1) = a.

5.1. El cuerpo de los niumeros complejos

Nuestro objetivo en esta seccién es construir efectivamente el conjunto C de tal forma
que tenga las propiedades mencionadas en la introduccién de éste capitulo. Comenzamos.
Sea

[ C=RxR={(ab):abecR}. ]

Entonces, nuestros nuevos “ntmeros”, llamados niimeros complejos, son pares ordenados
(a,b) cona,b € R. Ahora necesitamos definir de forma conveniente en C dos operaciones:

2

1Es claro que para a > 0, la ecuacién x? = a tiene dos soluciones: /2y —/a.

115
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Sean (a,b), (c,d) € C.
Suma: (a,b) + (c,d) = (a+c,b+4d).

Producto: (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Llamaremos a C con las dos operaciones recién definidas el cuerpo de nimeros complejos.

Ejemplo 5.1. Seanz = (—3,3) y w = (4, —1). Entonces

z+w=(-%3)+4-1)=(-3+43-1)=(,2)

~<

zw=(—14,3)4-1) = (-24-3.(-1),-1.(-1)+34) = (1, %).

Problema 5.2

Realizar las siguientes operaciones.
M (-39 +(2-3.G4.1).

@ (~1,1).((2,3) + (-5,7)).

Para operar algebraicamente con los nimeros complejos necesitamos probar que las ope-
raciones de suma y producto tienen las mismas propiedades que la de los nimeros reales.

Proposicién 5.3: Propiedades de la suma

La suma cumple las siguientes propiedades. Sean z, u, w € C. Entonces,
Asociativa: z+ (u+w) = (z+u) + w.

Conmutativa: z+u = u + z.

Elemento neutro: Existe (0,0) € C tal que z + (0,0) = z.

Opuesto: Para todo z = (a,b) € C, existe el complejo —z = (—a, —b) tal que z +
(=z) = (0,0).

Demostracion. Vamos a probar sélo la propiedad asociativa, las demostraciones de las res-
tantes propiedades quedan a cargo del lector. Sean z = (a,b), u = (¢, d) y w = (e, f).
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Entonces,
2+ (14 ©) = (0,6) + ((c.d) + (e, )

= (a,b)+ (c+ed+f) definicién de la suma
=(a+(c+e),b+(d+f)) definicién de la suma

= ((a+c)+e),(b+d)+f) asociativa de la suma de nimeros reales
=(a+cb+d)+ (e f) definicién de la suma

= ((a,b) + ( d))+ (e f) definicién de la suma
= (z+u)+ u

Ahora enunciamos las propiedades bésicas del producto de ntimeros complejos.

Proposicién 5.4: Propiedades del producto

El producto cumple las siguientes propiedades. Sean z, u, w € C. Entonces,
Asociativa: z.(u.w) = (z.u).w.
Conmutativa: z.u = u.z.

Elemento neutro: Existe (1,0) € C tal que z.(1,0) = z.

a —b
a2 + b? a2 + b2

Inverso: Paratodoz = (a,b) # (0,0), existez~! = ( ) tal quez.z~! =

(1,0).

Demostracién. Probamos sélo la propiedad asociativa, las demostraciones de las restantes
propiedades quedan a cargo del lector. Sean z = (a,b), u = (c,d) y w = (e, f). Por un lado
calculamos z.(u.w):

z.(uw) = (a,b).((c,d)-(e, f))
= (a,b).(ce —df,cf +de) definiciéon del producto
= (a(ce —df) —b(cf +de),a(cf +de) +b(ce —df)) definiciéon del producto
= (ace —adf — bcf — bde,acf + ade + bce — bdf).

Por otro lado calculamos (z.u).w:

(zu).w = ((a,b)-(c,d)).(e, f)
ac — bd,ad + bc).(e, f) definicién del producto

= (
= (
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd) f + (ad + bc)e)  definiciéon del producto
= (ace —bde —adf — bcf,acf — bdf + ade + bce)
= (ace —adf — bcf — bde,acf + ade + bece — bdf)

Por lo tanto, podemos observar que

z.(uw) = (ace — adf — bef — bde,acf + ade + bee — bdf) = (z.u).w. [
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Problema 5.5

Sea z = (—1,3). Hallar z~! y comprobar que z.z ™1 = 1.

Proposicion 5.6: Distributiva

Para todo z,u, w € C, se tiene que

z.(u+w) =z.u+z.w.

Demostracion. A cargo del lector. [ |

Para seguir trabajando con ntimeros complejos necesitamos introducir algunas definicio-
nes. Sea z = (a,b) € C. Definimos:

La parte real de z: Re(z) = a.
La parte imaginaria de z: Im(z) = b.

Es decir, la primer coordenada del complejo z = (a,b) es llamada la parte real de z, y la
segunda coordenada de z es llamada la parte imaginaria de z. A los niimeros complejos que
son de la forma (a,0) los llamaremos complejos reales, y a los complejos que son de la forma
(0,b) con b # 0 los llamaremos imaginarios puros. Ademds, al numero complejo (0,1) lo
llamaremos unidad imaginaria y lo denotamos por

i =(0,1)

ya que serd fundamental para hallar otra forma de escribir a los ntimeros complejos.
Ahora vamos a realizar la siguiente convencion: a los complejos reales (a,0) los vamos a
denotar simplemente por a, asi
a=(a0).

En otras palabras, estamos considerando que los ntimeros reales estdn representados dentro
del conjunto de niimeros complejos por medio de los complejos reales a = (a,0). Entonces
R € C. Con lo cual hemos logrado uno de los objetivos buscados: extender el conjunto de
numeros reales. Ademas, sia = (4,0) y b = (b,0) son dos complejos reales, entonces

(,0) + (b,0) = (a+0b,0)=a+b vy (a,0)(b,0) = (ab —0.0,a.0+ 0.b) = (ab,0) = ab.

Por lo tanto, observamos que las operaciones suma y producto de niimeros complejos es
una extensioén de la suma y producto de ntimeros reales.

Observacién 5.7. Ya estamos en condiciones de comprobar que la unidad imaginaria 7 es

2:

efectivamente la solucion a la ecuacién x —1. En efecto,

i =1ii=(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 +1.0) = (~1,0) = —1.
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Ahora, utilizando las propiedades basicas de las operaciones de suma y producto obte-
nemos lo siguiente: sea z = (a,b) € C, entonces

z = (a,b)
= (a,0) + (0,b)
=a+(b,0)(0,1)
=a+ bi.

Por lo tanto, tenemos otra forma de representar a los nimero complejos.

Definicion 5.8: Forma binémica

A todo namero complejo z = (a,b) lo podemos escribir como

z =a+ bi. (Forma binémica)

Operar con ntimeros complejos en forma binémica es muy similar a operar con niimeros
reales.

Ejemplo 5.9. Sean z = —1 + 2i y w = 3 — 4i. Entonces
z+w=(-1+2)+B—4i)=(-1+3)+2—-4)i=2-2i

zw = (—1+2i)(3 —4i) = (=1).3+ (—1)(—4i) +2i.3 +2i.(—4i) = —3 +4i + 6i — 8
= -34+10i —8(—1)=5+10i. W

a

b

. . ‘s . Z
ab~!, en el conjunto C de complejos también a menudo solemos escribir 5 0 lugar de

De la misma forma que en el conjunto de los niimeros reales escribimos — en lugar de

zw~ L. Las dos expresiones son vélidas y usaremos la que nos resulte mas cémodo en cada
situacion. Ademds podemos observar que
z 1 1

— = Z.— = ZW
w w

También es util notar que si z = a + bi # 0 estd en forma bindmica, entonces por la Proposi-
cion 5.4 tenemos que

14 a b ;
z a2 +b2 a2+ b2

Problema 5.10

Realizar las siguientes operaciones en forma binémica.
(@) (83+6i)— (5—2i)+1.

(b) (3 +50)(—4 — 2i)(—1 + 4i).

4+2i+3+4i
1-2i 1-2i

d) (1—0)3(1+1).

(©)




120 5.2. Representacién geométrica y conjugado

5.2. Representacion geométrica y conjugado

En esta seccién obtendremos otra forma de representar a los ntiimeros complejos. Esta
serd una representacion geométrica o gréfica. Recordemos que los ntimeros reales se pue-
den representar mediante los puntos de una recta. Ahora, los nimeros complejos pueden
ponerse en correspondencia biunivoca con los puntos del plano cartesiano formado por los
ejes de coordenadas x (eje de las abscisas) e y (eje de las ordenadas). A esto se refiere la
siguiente definicion.

Definicién 5.11: Representacién geométrica

A cada nimero complejo z = a + bi le hacemos corresponder el punto P, = (a,b)
del plano cartesiano. Reciprocamente, a cada punto P = (c,d) del plano cartesiano le
hacemos corresponder el niimero complejo zp = ¢ + di, véase la Figura 5.1. Y estas
asignaciones son biyectivas:

z=a+bi = P,=(ab) = zp =a+bi=z

P=(cd) = zp=c+di = Pp, = (c,d) =P.

bl———z=a+bi
|

I
I
|
a x

Figura 5.1: Representacion geométrica

Definicién 5.12: Conjugado

Sea z = a + bi € C. Llamaremos conjugado de z al nimero complejo

zZ=a—bi (Ver Figura 5.2).

Problema 5.13

Representar graficamente los siguientes nimeros complejos y sus conjugados z = 1 +
2ibu=-14+3i,w=2—i,z+uyw—u.
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br-—--4tz=a+bi
|

a X

|
|
|
I
|
|
—b- -4z =a—bi

Figura 5.2: Conjugado

Proposiciéon 5.14: Propiedades del conjugado

Sean z, w € C. Entonces:

]
I

1. Z.

2. 7z = Re(z)? + Im(z)?.

3. z+w=Z+w.
4. zw =z.w.
Demostracién. A cargo del lector. [

Problema 5.15

Probar que las siguientes propiedades se cumplen para todo z € C.
(@) z+z = 2Re(z).

(b) z —z = 2Im(z).

5.3. Maoddulo

En esta seccién presentamos otro concepto que es importante para el estudio de los
nimeros complejos.

Definicién 5.16: Mé6dulo

Sea z = a + bi € C. El mddulo de z es el nimero real

z| = Va2 + b2.

Asi como los nimeros complejos son representados como puntos en el plano cartesiano,
el médulo de un ntimero complejo tiene un sentido geométrico muy claro. Consideremos
un complejo z = a + bi. Representamos a z en el plano cartesiano, ver Figura 5.3. Podemos
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observar (Figura 5.3) que se forma un tridngulo rectangulo entre el complejo z, el origen de
coordenadas y el eje x, donde a y b son los catetos y el segmento Oz que une el origen de
coordenadas con z es la hipotenusa. Entonces, por el Teorema de Pitdgoras, tenemos que
0z" = a2+ b2. Con lo cual Oz = Va2 + b2 = |z|. Por lo tanto, el médulo de z representa
la longitud del segmento que une el origen de coordenadas con el complejo z en el plano
cartesiano, véase la Figura 5.3.

Figura 5.3: Médulo

Proposicion 5.17: Propiedades

Sean z, w € C. Entonces:
1. |z >0,y|z]| =0 < z=0.
2. Re(z) < |z| yIm(z) < |z|.

3. |z|> = zz.

4. |z| = |z] = | —=|.

5. |zw| = |z||w|.

6. |z+w| <|z|+|w| (Desigualdad triangular).
7. 12| — [wl] < |z - wl.

Demostracién. Dejamos las pruebas de las propiedades 1., 2., 3. y 4. a cargo del lector. Para
probar las restantes propiedades vamos a utilizar frecuentemente la propiedad 3. |z|? = zz
y las propiedades del conjugado.

Seanz,w € C.

5.

lzw|* = (zw).(z0) = zwz.W = zZWW = |z|*|w|* = (|z]||w])? = |zw| = |z||w|.
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z+w? = (z+w)(z +w) = (z+w)(Z + D)

=zz 4+ zw + wz + ww

= |z|* + z0 4 zw + |wl|? notar que zW = Zw = WZ
= |z|* + 2Re(zw) + |w|? ver inciso (a) del Problema 5.15
< |z|? + 2|zw| + |w|? por la Proposicién 5.17

= |z + 2Jz| ] + [wl?
= |z|* + 2[z|[w] + [w]?
= (2| + [w])*.

Luego hemos obtenido que |z + w|? < (|z| + |w|)?. Entonces |z + w| < |z| + |w].
7. Notemos que ||z| — |w|| es el valor absoluto del nimero real |z| — |w|. Luego, por
definicién de valor absoluto, probar 7. es equivalente a probar que

—lz —w| < [z = |w| < |z —w.
Primero tenemos que
2 = (z —w) + w| < [z —w| + |w] = |z] = [w] < |z —w]|.
Por otro lado, tenemos que
w| = [(w=2)+z| < [w—z[+]z] = [w|-|z| <[w—z]=|z-w] = —[z-w| <|z] - |w].
Hemos obtenido que —|z — w| < |z| — |w| < |z — w|. Por lo tanto, ||z| — |w|| < |z—w|. N

Podemos utilizar los nimeros complejos para representar ciertos conjuntos o regiones
del plano cartesiano. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5.18. Consideremos el siguiente conjunto de ntimeros complejos:
A={ze€C:1<Re(z) <3}.

Observemos que z = (x,y) € Asiysolosil < x < 3 ey € R. Entonces, obtenemos la
region de la Figura 5.4

Ejemplo 5.19. Consideremos el siguiente conjunto de niimeros complejos:
B={zeC:|z| <2}

Recordemos que el médulo de un complejo z representa la distancia entre el origen de coor-
denadas y z. Entonces los complejos z que cumplen con la condicién |z| < 2 son todos
aquellos complejos z cuya distancia al origen es menor que 2. Notemos que todos los com-
plejos z que cumplen la igualdad |z| = 2, son todos aquellos cuya distancia al origen es 2.
Esto es, por definiciéon de circunferencia, todos los complejos que estan sobre la circunfe-
rencia centrada en el origen y radio 2. Pero como estamos buscando todos los z tales que
|z] < 2, ellos son todos los complejos que estan en el interior de la circunferencia con centro
en el origen y radio 2, véase la Figura 5.5.
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Figura 5.4: Ejemplo 5.18

Figura 5.5: Ejemplo 5.19

Ejemplo 5.20. Consideremos la regién R pintada en el plano cartesiano dado en la Figura
5.6. Trataremos de encontrar el conjunto de niimeros complejos que represente dicha region.
Podemos observar que los puntos (x, y) que se encuentran en la regién R estdn en el exterior
de la circunferencia con centro en el origen y radio 1 y dentro de la circunferencia con centro

en el origen y radio 3. Entonces, un punto (x,y) se encuentra en la regién R si y s6lo si

1 < y/x%+y? < 3. Entonces,

R={zeC:1<|z| <3}

5.4. Forma trigonométrica o polar

En esta seccion obtendremos otra forma de expresar a los nimeros complejos, la cual re-
sulta a menudo de mucha utilidad a la hora trabajar y operar con nimeros complejos. Para
esta seccion es importante que el lector recuerde algunos conceptos bdsicos de trigonometria
como el Teorema de Pitadgoras, funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inver-

sas.
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Figura 5.6: Ejemplo 5.20

Definicién 5.21: Argumento

El argumento de un nimero complejo z = a + bi # 0 es el angulo « formado por
el segmento Oz y el semieje real positivo tal que 0 < a < 27, véase la Figura 5.7.
Denotamos el argumento de un complejo z # 0 por arg(z).

B

Figura 5.7: Argumento

Notemos que segtin la definicién anterior, el argumento de z = 0 no esta definido.

Ejemplo 5.22. Hallemos el argumento del complejo z = 2 — 2i. Primero es conveniente
ubicar al nimero complejo en el plano cartesiano, véase la Figura 5.8. Observemos que z =
2 — 2i se encuentra en el cuarto cuadrante. Ahora vamos a calcular el dngulo «*, ver en la

a* = arctan _—2 = —E.
2 4

Entonces, el argumento de z = 2 — 2i es:

Figura 5.8. Entonces,

arg(z) = 2m — % =77
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arg(z)

AR

Figura 5.8: Ejemplo 5.22

Ahora estamos en condiciones de establecer otra forma de expresar a los ntimeros com-
plejos, en este caso, utilizando el médulo y argumento.

Proposiciéon 5.23: Forma polar o trigonométrica

Sea z = a + bi # 0 cualquier nimero complejo no nulo. Sea « = arg(z). Entonces,

z = |z| cosa + i|z|sen a
' (Forma polar)
z = |z|(cos &« + isen a).

Demostracién. Sea z = a + bi # 0 cualquier nimero complejo no nulo. Sea « = arg(z),
véase la Figura 5.9. Entonces, aplicando las razones trigonométricas con respecto al dngulo
a tenemos que
a b
cosx = — y  sena = —.
2] 2]

Luego, a = |z| cosw y b = |z|sen «. Por lo tanto, obtenemos que

z =a+ bi = |z|cosa + |z|sen a.i. [

Figura 5.9: Forma polar o trigonométrica
En general, cuando trabajemos con nimeros complejos en forma polar escribiremos
zZ =r.ciswa

queriendo decir que r es el médulo de z, « es el argumento de z y cisa = cos « + isen «.
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Ejemplo 5.24. Expresemos al niimero complejo z = —+/3 + i en forma polar. Primero, ubi-
camos a z en el plano cartesiano, véase la Figura 5.10. Observemos que z se encuentra en el
segundo cuadrante. Ahora, tenemos que hallar el médulo y argumento de z. Para el médulo:

2= (Va1 =2,

Para el argumento, primero calculamos el angulo a*, ver Figura 5.10.

« 1 s
a” = arctan —— = ——
_\/§ 6

Entonces, teniendo en cuenta que z estd en el segundo cuadrante (véase la Figura 5.10),

tenemos que su argumento es:

arg(z) =7 T 57r
B = T8 %
Por lo tanto,
z = 2cis §7r
= - i
f------1 1
N\
| \
|
-3 SO /th*
N

Figura 5.10: Ejemplo 5.10: Forma polar de z = —/3 + i

Ahora veremos que es muy sencillo multiplicar y dividir nimeros complejos en forma

polar.

Proposicion 5.25

Sean z = r.cisa y w = s.cis f nimeros complejos no nulos. Entonces:
1. zw = (r.s)cis (« + ).

2. — = <£> cis (« — B).

V4
w

Demostracién. 1. Para demostrar la primera igualdad utilizaremos las siguientes identidades

trigonométricas

cos(a + B) = cosw.cos B —senw.senf 'y sen(a+ ) = cosa.sen  + sena.cos .
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Entonces,
= (rcisw)(scis B) = (rs)cisa.cis B = (rs)(cos a + isenw)(cos B + isen )
= (rs)(cos a.cos B + cos a.isen B + isen a. cos B + isen a.isen )
= (rs)((cos a cos B — senasen B) + i(cos asen f + sena cos f))
= (rs)(cos(a + B) +isen (a + B))
= (rs)cis (« + B).

2. Vamos a utilizar la primera identidad. Asi,
<Z> cis (a« — B).w = (f) cis (« — B).(scis ) = (f.s> cis ((« — B) + B) = rcisa = z.
s s s
A z r .
Luego, como z = (g) cis (« — B).w, tenemos que o (E) cis (« — B). ]

El siguiente resultado es también muy ttil en la practica para operar con ntimeros com-
plejos

Teorema 5.26: Formula de De Moivre

Sea z = r.cis a. Entonces, para todo k € Z,

zF = rkais (k).

Demostracién. Sea z = r.cis a. Primero probaremos por induccién que z" = r"cis (na) para
todo ntimero natural 7.
= Caso base: Probamos que se cumple para 1 = 1. Esto es obvio, pues z! =z = rcisa y

1

rlcis (1.x) = rcis (a). Entonces, z' = rlcis (1.a).

» Paso inductivo: Supongamos que z" = r"cis (na) se cumple para un n € IN (H.L).
Debemos probar que z 1 = #"*lcis ((n + 1)a). Entonces,

e
= (r"cis (na)) (rcis a) HIL
= (r".r)(cis (na +a)) Proposicion 5.25
= r"leis (n 4 1)a)

k

Entonces, z¥ = rkcis (k.a) se cumple para todo k € IN. También se cumple cuando k = 0. En

efecto, z° = 1y rcis (0.a) = 1cis (0) = 1. Con lo cual z° = %cis (0.2). S6lo nos resta probar

que z* = rkcis (k.a) es verdad para todo entero negativo k. Sea k € Z y k < 0. Entonces,

F=
= m Utilizamos lo ya probado, pues —k > 0
= ( Ek) cis (0 — (—ka))  Proposicién 5.25 teniendo en cuenta que 1 = 1.cis (0)
= rkcis (ka).
Por lo tanto, podemos afirmar que Zk = rkcis (k.x) se cumple para todo entero k. [ |
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. . . _ 3 3 i 4 .
Ejemplo 5.27. Sean z = V3+i yw = 7 + \/EZ' Calculemos z.w, - y z*. Entonces, primero

pasamos los complejos z y w a forma polar. Nos queda que z = 2cis () y w = 3cis (§).

Entonces,

5 3(—1 3 3(1 3). .
z.w = (2.3)cis (E + E) =6cis | —m | = (=14 f) + (1+ \/_)z ~ 1,5529 + 5,81,
6 4 12 V2 V2

- % cis(z—z>—%cis<—£)—%cis gn —1+\/§+1_\/§i
w \3 6 4/ 3 12) 3 127) 32 32
~ 0,644 — 0,1725i

4 _ oo (2 —qpeie (20) — :
z* = 2%cis <4.6>—16c1s (371)— 8+8\/§z.

5.5. Raices 7-ésimas

Una de las razones por la cual aparecieron o se crearon los nimeros complejos fue con
la intencién de poder calcular raices (cuadradas, cuartas, sextas, etc.) de niimeros reales
negativos. Como mencionamos en la introduccién del capitulo, se pretendia que la ecuacién

2 = —1 tuviera una solucién. Vimos en la Observacién 5.7 que i> = —1, esto es, i = \/—1;

X
en otras palabras, i es una raiz cuadrada de —1. Aqui veremos que en realidad podemos

calcular las raices n-ésimas de todo nimero complejo.

Definicién 5.28: Raiz n-ésima

Sea z un nimero complejo y sea n € IN. Llamaremos raiz n-ésima de z a todo ntimero
complejo w tal que w" = z.

Ejemplo 5.29. Sea z = —1. Sin mucha dificultad podemos observar que wy =iy wy = —i
son dos raices cuadradas de z = —1. Pues, w} = i* = —1y w3 = (—i)? = —1.

Problema 5.30

Hallar cuatro raices cuartas distintas del complejo z = 1. Esto es, hallar cuatro ntme-
ros complejos w distintos tales que w* = 1.

Nuestro siguiente objetivo es tener un procedimiento efectivo y sencillo para obtener
exactamente todas las raices n-ésimas de un ntimero complejo z.

Teorema 5.31

Sea z € Cnonulo y n € IN. Entonces, existen exactamente n raices n-ésimas de z, y
ellas estdn determinadas por la siguiente ecuacién:

Wy = m.ds (arg(z)+2’”r) (5.1)

conk=0,1,...,n—1.
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Demostracion. Sea z € C nonuloy n € IN. Primero veremos que toda raiz n-ésima de z es de
la forma (5.1). Sea w una raiz n-ésima de z. Entonces, w" = z. Observemos que w es distinto
de cero (caso contrario z seria cero). Expresemos a w en forma polar: w = rcis . Entonces,
dado que w es una raiz n-ésima de z obtenemos que
w" =z
(r.cis0)" = |z|.cis (arg(z))

r".cis (nf) = |z|.cis (arg(z)).

Luego, tenemos que

" = |z| y nf = arg(z) + 2k conk € Z

y despejando 7 y 6 nos queda que

o — arg(z) + 2km
n

r=4/lz| y nk e Z.

Entonces,

w = {/|z|cis (arg(z)+2kn) = wy, paraalgank € Z.

Ahora debemos probar que wy, wy, ..., w,_1 son exactamente todas las raices n-ésimas
de z. Para ello, debemos probar que las raices wyp, wy, ..., w,—1 son todas distintas, y que
para cualquier entero t, w; es igual a una de las raices wy, wy, . .., w,_1. Veamos primero que
wo, W1, - .., Wy_1 son todas distintas. Sean 7,j € {0,1,...,n — 1} y supongamos que j < 1.
Con lo cual tenemos que 0 < i — j < n. Supongamos por absurdo que w; = w;. Entonces

wi:wj

/12 cis (mg@#) = i <arg(2)+2]ﬂ>

cis (arg(z) + 21'71) _ cis (arg(z) + 2j7r)

n n
arg(z)n—i— 2im arg(z)n—i— 2jm Py
arg(z) +2im _ arg(z) +2jm + 2tnm

n B n
arg(z) + 2irt = arg(z) + 2jt + 2tnrw
i=j+tn
Ty
n

e . . [ . . .
La dltima igualdad nos dice que — es un ntimero entero. Pero tenfamos que 0 < i —j < n,
n

=]

con lo cual 0 < < 1. Absurdo. Por lo tanto, w; # w;.

n
Ahora sea t € Z. Probaremos que wy = wy paraun k € {0,1,...,n —1}. Sean q y k
respectivamente el cociente y resto de dividir t por n. Estoes, t = ngq+ky 0 < k < n.
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Observemos que k € {0,1,...,n — 1}. Entonces,

wy = {'/g.cis (—arg(z)n+ 2t7r)

arg(z) +2(ng + k)n)

n

arg(z) + 2km n 2nq7r)

a
(e
(Z_
(

arg(z) + 2km
n
exactamente todas las raices n-ésimas de z. [ |

Por lo tanto, hemos probado que wy = {/|z|.cis ( ) conk=0,1,...,n—1son

Ejemplo 5.32. Hallar todas las raices cuartas del complejo z = —1 + /3i. Primero hallamos
el médulo y argumento de z. Tenemos que |z| = 2y arg(z) = 7 (dejamos los detalles al
lector). Ahora, aplicando la férmula (5.1) obtenemos

2
27T + 2kt
Wy = é/E.CiS <3T>

parak = 0,1,2,3. Entonces,

wy = v2.cis M) v/2.cis (%n) =2 \/75 + %z)

w = v2.cis M) v/2.cis (%n) =2 —g + ?z)
Wy = v/2.cis M) v/2.cis (gn) =2 —? — %z)

w3 = v2.cis %Tf#) = v2.cis (gn) =2 % — ?z) .

Sabemos que a todo ntimero complejo z lo podemos representar de forma geométrica,
y que el médulo y argumento de z tienen un sentido geométrico preciso. En el caso de las
raices n-ésimas de un complejo z también tenemos una representaciéon geométrica clara.

Representacion geométrica de la raices n-ésimas

Seaz € Cnonuloyn € IN. Entonces, las n raices n-ésimas de z representan los n
vértices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia con centro el
origen de coordenadas y radio {/|z|.
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Ejemplo 5.33. En el Ejemplo 5.32 obtuvimos que

s (V3 1. . 1 V3.
“’O—ﬁ<7+§1>' wl‘”( 2+21>

_ 4 \/5 1 . 4 1 \/§
wz—ﬁ<‘7‘il>' ﬂ(i‘?)
son las cuatro raices cuartas del complejo z = —1 4 /3i. Entonces, si representamos en el

plano cartesiano estos cuatros complejos wy, wy, wy, w3 y los unimos por segmentos rectos

obtenemos un poligono regular de cuatro lados inscripto en la circunferencia centrada en el
. . 4 .

origen y con radio v/2, ver la Figura 5.11.

w1

wo

(%)

w3

Figura 5.11: Ejemplo 5.33

5.6. Raices 7n-ésimas de la unidad

Las raices n-ésimas de la unidad, como el nombre lo indica, son las raices n-ésimas del
complejo unidad z = 1, y ellas vienen dadas por la ecuacién (ver Teorema 5.31)

) <2k7r)
wy =cis [ —
n

conk = 0,1,...,n — 1. Estas raices se pueden utilizar para hallar todas las raices n-ésimas
de cualquier complejo z a partir de una conocida.

Proposicion 5.34

Sea z € C no nulo y sea w una raiz n-ésima de z. Si ug, uy,...,u,_1 son las n raices
n-ésimas de la unidad, entonces las 7 raices n-ésimas de z son

w.uy, WUy, ..., Wly_q.

Demostracién. S6lo indicaremos qué debemos probar y dejaremos los detalles al lector. Las
hipétesis son que w es una raiz n-ésima de z y ug, uy,...,u,_1 son las n raices n-ésimas
de la unidad. Debemos probar que w.up, w.uy, ..., w.u,_1 son exactamente las n raices n-
ésimas de z. Entonces hay que probar que (w.u;)" = z paratodoi =0,1,...,n — 1,y que si
i,j €{0,1,...,n— 1} distintos, entonces w.u; # w.u;. [ ]
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Ejemplo 5.35. Sea z = —2 — 21/3i y supongamos que conocemos una rafz cuarta de z: w =

V2 | V6

5= + *3>i. Ahora, no es dificil comprobar que 1, —1,7, —i son las cuatro raices cuartas de la
unidad. Entonces, las cuatro raices cuartas de z son:

lw=—Z-+751 b = =+ i
(1w Y2 V6 (i = Yo V2,
2 2 2 2

Entre las raices de la unidad de orden n hay algunas que se distinguen por tener ciertas
propiedades interesantes. Veamos cudles son y qué propiedades tienen.

Definicidon 5.36

Se llama raiz n-ésima primitiva de la unidad, a aquellas raices n-ésimas de la unidad
que no son raices de la unidad de un orden menor que 7.

En otras palabras,

Un ntimero complejo u es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si u” = 1y u* # 1
para todo niimero natural k < n.

Ejemplo 5.37. Comprobemos que u = cis (§) es una raiz octava primitiva de la unidad.

Primero comprobamos que u es efectivamente una raiz octava de la unidad:
. 7T .
ub = cis (82) = cis (2m) = 1.

Ahora verificamos que u no es raiz de la unidad de ningtin orden menor que 8, es decir,
debemos comprobar que u* # 1 paratodok =1,2,...,7.

u’ = cis (7%) # 1 ut = cis (4%) #1
u® = cis (6%) # 1 u® = cis (3%) #1
U = cis (5%) £1 1 = cis (2.%) £1

Por lo tanto, u = cis (%) es una raiz octava primitiva de la unidad.

N

La siguiente proposicion nos dice como hallar exactamente todas las raices n-ésimas pri-
mitivas de la unidad. |

Proposicion 5.38

Las raices n-ésimas primitivas de la unidad son:

i <2k7r>
wy = cis [ —
n

conk =0,1,...n — 1 tales que n y k son relativamente primos.
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) . 2kt .
Demostracién. Seak € {0,1,...,n—1}. Yasabemos que wy = cis (T) es una raiz n-ésima

de la unidad. Debemos probar que wy es primitiva siy sélo si (1, k) = 1.

<) Supongamos que (1, k) = 1. Vamos a probar que wy no es raiz de la unidad de ningan
orden menor que n. Sea 0 < t < n. Supongamos por absurdo que wy es raiz de la unidad de
orden ¢, es decir, que w} = 1. Entonces,

w,t{ =1
cis (ﬂcﬂ) = cis (0)
n
2kt
— = 2q7t
kt = gn.

Luego, n | kt. Como (n,k) = 1, entonces n | t. Absurdo, pues t < n. Por lo tanto, w,t{ #1
paratodot =0,1,...,n — 1. Esto es, wy es una raiz primitiva n-ésima de la unidad.

=) Supongamos que wy es una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Debemos probar
que (n,k) = 1. Supongamos que (n,k) # 1. Entonces, existe un entero primo positivo p tal
quep | nyp | k. Asi, existen a,b € Z tales que n = a.p y k = b.p. Observemos que a < n.
Ahora, reemplazando obtenemos que

: <2k7'() . <2bp7r) . <2bn)
wy=cis (— | =cis [ —/— ) =ds | — ).
n ap a

Con lo cual wy = 1, es decir, que wy es también raiz de la unidad de orden a y a < n. Esto
contradice el hecho que wy es primitiva de orden n. Por lo tanto, (1, k) = 1. |

Ejemplo 5.39. Hallemos todas las raices primitivas octavas de la unidad. Notemos que los
k = 0,1,...,7 que son relativamente primos con 8 son k = 1,3,5,7. Entonces, las raices
octavas primitivas de la unidad son:

2k
Wy = cis (%) conk=1,3,5,7.

Estas son:

U1 = Cis

<

Proposicion 5.40

Si u es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces 1,1, u?, ..., u" 1 son las n

raices n-ésimas de la unidad.

Demostracién. A cargo del lector. Sugerencia: teniendo como hipétesis que u es una raiz n-

2 n—1

ésima primitiva de la unidad, hay que probar que 1,u,u%,...,u son exactamente las n
raices n-ésimas de la unidad. Para ello hay que probar dos cosas: (1) que (/)" = 1 para todo

i€{0,1,...,n—1};(2) paratodosi,j € {0,1,...,n — 1} distintos, ul . [ |
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Sea n € IN. Definimos el siguiente conjunto:

Gn:{ZUECan:1}:{CiS (ZkTN):nggn—l}.

Esto es, G, es el conjunto formado por todas las raices n-ésimas de la unidad. Por ejem-
plo,

Gy ={cis(0)} = {1}
Gy = {cis (Zk”) k=0,1} = {1,-1}

2
. (2km 1 V3. 1 3,
G3_{Cls (T)k_0/1/2}—{1/_§+71,_§—71}

Gy = {cis (ZITTH) k=0,1,2,3} = {1,-1,i, —i}.

A continuacién veremos que los conjuntos G, satisfacen ciertas propiedades.
Sea n € IN. Entonces:

1. Siw,v € Gy, entonces w.v € Gy,.

2. Yw € G, w™ ! € Gy

3. YweG,wl=w=w"l

4. Siw € G, yn | m, entonces w € Gy,.

5. Sin | m, entonces G, C Gy,.

6. Gn N Gm = G(n,m)'

Antes de probar las propiedades anteriores, veamos que nos estan diciendo. La propiedad
1. nos dice que el producto de dos raices n-ésimas de la unidad, es una raiz n-ésima de la
unidad. La propiedad 2. nos dice que si w es una raiz n-ésima de la unidad, entonces su
inverso w~! es también una raiz n-ésima de la unidad. La propiedad 3. nos dice que para
las raices n-ésimas de la unidad, su inverso coincide con su conjugado (y con la potencia a
la n — 1). Las propiedades 4. y 5. nos dicen, de dos formas distintas, que toda raiz de orden
n de la unidad es también una raiz de orden m de la unidad, para todo multiplo m de n.
Finalmente, la propiedad 6. quiere decir que w es a la vez raiz n-ésima y m-ésima de la
unidad si y s6lo si w es raiz de orden (1, m) de la unidad, donde (1, m) es el maximo comun
divisor de n'y m.

Demostracion. A cargo del lector. n
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1. Completar las demostraciones de las propiedades enunciadas en la Proposi-
cion 5.3.

Ejercicio 5.2. Completar las demostraciones de las propiedades enunciadas en la Proposi-
cion 5.4.

Ejercicio 5.3. Demostrar la Proposicién 5.6.

Ejercicio 5.4. Escribir en forma binémica los siguientes ntimeros complejos.

(a) i1® — 37 +i2(1 —i*) — (—i)%.

Ejercicio 5.5. Determinar la parte real e imaginaria de los siguientes nimeros complejos.

@i ® L © —. @ 1

Ejercicio 5.6. Probar que las siguientes identidades se cumplen para todo par de nimeros
complejos z y w.

(a) Re(z +w) = Re(z) + Re(w).
(b) Im(z + w) = Im(z) + Im(w).

(©) Re(zw) = Re(z)Re(w) — Im(z)Im(w).
(d) Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re (w).

Ejercicio 5.7. Calcular las potencias sucesivas de i y establecer una regla que permita obtener
el valor de i" para cada entero positivo .

Ejercicio 5.8. Probar las propiedades de la Proposicién 5.14.
Ejercicio 5.9. Probar las propiedades 1., 2., 3. y 4. de la Proposicién 5.17.
Ejercicio 5.10. Probar la Proposicién 5.34.

Ejercicio 5.11. Probar las propiedades de la Proposicién 5.41.



Capitulo 6
Polinomios

No se limite sélo a leerlo. Haga sus propias
preguntas, busque sus propios ejemplos [...].
—Paul R. Halmos

6.1. Definiciones

En esta seccién daremos una definicién clasica y semiformal de polinomio que podemos
encontrar en la mayoria de los textos basicos de dlgebra. Decimos que es semiformal porque
hay ciertos aspectos de la definicién que no estdn completamente bien definidos, sino que
estan entendidos de una forma intuitiva. La definicién completamente formal de polinomio
lleva un poco més de tiempo y espacio introducirla, y no es del todo adecuada o ideal para
trabajar con polinomios de forma practica. Es por eso que elegimos presentar la definicién
clasica en lugar de una definiciéon completamente formal. El lector interesado en estudiar
una definicién formal de polinomio puede dirigirse a [4, 3, 1].

A lo largo de todo el capitulo K denotara o bien el conjunto Q de ntimeros racionales, o
el conjunto IR de nameros reales, o bien el conjunto C de ntimeros complejos.

Definiciéon 6.1

Un polinomio con coeficientes en K es una expresion formal de la forma
n n—1
apn X" +a, 1 X" 4+ -+mX+a

donde n € NU {0}, X es una indeterminada en K, paracadai =0,1,...,1n,4; € Ky
son llamados los coeficientes del polinomio.

Denotaremos por K[X] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K.
Ejemplo 6.2.

1. f(X) = 2X®— X2 +3esun polinomio con coeficientes en Q. Asi f(X) € Q[X]. También
es claro que f(X) € R[X]y f(X) € C[X].

137
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2. ¢(X) = —X* + /2X? 42X — 1 es un polinomio con coeficientes reales, esto es, g(X) €
R[X]. Pero g(X) ¢ Q[X], pues uno de sus coeficientes no es racional. También, debido
a que todos los coeficientes de g(X) son obviamente ntimeros complejos, tenemos que

8(X) e C[X].
3. El polinomio p(X) = X? +ies tal que p(X) € C[X], pero p(X) ¢ Q[X] y p(X) ¢ R[X].

Observacién 6.3. Teniendo en cuenta que Q C R, tenemos que si f(X) es un polinomio
con coeficientes en Q, entonces f(X) es también un polinomio con coeficientes reales. En-
tonces, Q[X] C R[X]. Analogamente, teniendo en cuenta que R C C, tenemos que si f(X)
es un polinomio con coeficientes reales, entonces todos los coeficientes de f(X) son tam-
bién complejos, es decir, f(X) es también un polinomio con coeficientes complejos. Entonces
R[X] C C[X]. Por lo tanto,

Q[X] C R[X] C C[X].

Para poder trabajar con polinomios necesitamos introducir algunas definiciones basicas.
Diremos que un polinomio f(X) = a,X" + a,_1 X" 1... 4+ a;X + ag es no nulo si al menos
uno de los coeficientes a; es no nulo (distinto de 0). El polinomio nulo es aquel que tiene
todos sus coeficientes nulos, y lo denotaremos simplemente por 0. También, a menudo por
comodidad denotaremos a un polinomio f(X) simplemente por f. Es decir que f = f(X).

Definicién 6.4

Sea f(X) = ay X" +a,_1X""!- ..+ a; X + ap un polinomio no nulo con a, # 0. Enton-
ces:

= 7 es llamado el grado de f(X) y lo denotaremos por gr(f). Esto es, gr(f) = n.
= 4, es llamado el coeficiente principal de f(X), y lo denotaremos por cp(f).

= a9 es llamado el término independiente de f(X), y lo denotaremos por ti(f).

Segtin a la definicién anterior estamos considerando que el polinomio nulo f = Ono tiene
grado. El grado de un polinomio no nulo es la mayor potencia de la indeterminada X cuyo
coeficientes es distinto de cero. Y este coeficiente es el coeficiente principal del polinomio.

Problema 6.5

Determinar el grado, el coeficiente principal y el término independiente del polinomio
f(X) = —3X% 4 v/3X? — X — 4. Indicar si f(X) pertenece o no a los conjuntos Q[X],
R[X] y C[X].
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Definicion 6.6

Dos polinomios

f(X) = an X" +a, 1 X"+ ;1 X + ag

¢(X) = by X" 4+ by 1 X" 1 X + by

son iguales siy sélosin = m,ya; = b; paratodoi =0,1,...,n = m.

Problema 6.7

(Para qué valores de 4, b y ¢ son iguales los siguientes polinomios?

p(X) =cX’—6X°—2X*+X-b+3 vy  g(X)=-3X"+2X>-2X*+X+7,

A los polinomios de la forma f(X) = 4¢ (esto es, la indeterminada X no aparece en el
polinomio, o en otras palabras, todos los coeficientes a; de los términos X’ con i > 0 son cero)
los llamaremos polinomios constantes de K[X]. Por ejemplo, f(X) = 1 y ¢(X) = —v/2 son
polinomios constantes de R[X]. Es importante notar que un polinomio f(X) es constante
siysélosi f(X) = 0o gr(f) = 0. Llamaremos polinomio ménico a todo polinomio cuyo
coeficiente principal es 1. Esto es, f(X) es ménico siy sélo si cp(f) = 1.

6.2. Suma y producto de polinomios

En esta seccién definiremos dos operaciones sobre el conjunto K[X] de polinomios con
coeficientes en K. Estas dos operaciones son la suma y el producto de polinomios.

En ciertas ocasiones, como en la definicién siguiente, es ttil tener en cuenta la siguiente
observacién. Tomemos dos polinomios f(X) = a, X" +a, 1 X" 1 -+ a1 X +agy g(X) =
b X™ 4 by 1 X" 4 - 4+ b1 X + by. Si n > m, entonces podemos completar el polinomio
¢(X) con coeficientes nulos hasta tener el términos n-ésimo:

g(X) = by X"+ A by X by XM A b X by

donde b, = b, 1 = --+ = by 11 = 0. Por lo tanto, cuando sea necesario, podremos tomar
dos polinomios de la forma f(X) = a, X" +a, 1 X" ' -+ @ X +apy g(X) = b, X" +
by 1X"" 1+ ...+ b1 X + by. El lector debe notar que no estamos afirmando que f(X) o g(X)
tengan grado n, pues no sabemos sia, # 00 b, # 0.

Definicion 6.8: Suma

Sean f(X) = ayX" + ay 1 X"t mX +ag y g(X) = byX" + by X" ot
b1 X + by dos polinomios. Definimos la suma de polinomios f + g como sigue:

(f +8)(X) = (an + bp) X" + (an—1+ by_1)X" 1+ -+ + (a1 + b)) X + (ag + bo).
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Esto es, los coeficientes del polinomio suma f + ¢ se obtienen sumando correspondien-
temente los coeficientes de los términos semejantes de f(X) y g(X).

Ejemplo 6.9. Hay varios métodos o procedimientos practicos para sumar polinomios, el
lector lo hara de la forma que le sea mas comoda. Sean

fX)=-2X343X-1 y gX)=X-X*+2X2+6X-7.
Entonces,

F+)X) =0+DX°+O0—-1DX*+ (—2+0)X>+ (0+2)X>*+ 3+ 6)X + (—1—7)
= X° — X* —2X%+2X?> 49X - 8.

Veamos a continuacién que la suma de polinomios satisface propiedades analogas a las
propiedades de la suma en los enteros.

Sean f, g, h € K[X].
» Asociativa: f + (¢ +h) = (f+g) +h
» Conmutativa: f +¢g=g9+f.
= Elemento neutro: El polinomio nulo 0 cumple que 0 + f = f.

= Opuesto: Para cada f = a,X" + - -+ ;X + a9 € K[X], existe el polinomio
—f(X) = (—an) X"+ -+ (—a1)X + (—ap) tal que f + (—f) = 0.

Demostracion. Sean f(X) = a, X" +---+mX +a9, §(X) =0, X"+ - -+ 011 X+ by h(X) =
cn X"+ -+ - 4+ 1 X + ¢o. Entonces:
Asociativa: Calculamos f + (g + h) por un lado, y por otro (f + g) + h.

g+h= Uy +cn) X"+ -+ (b1 +c1)X+ (bo+ co)
fH+(g+h)=(an+ (bn+cn)X" + -+ (a1 + (b1 + 1)) X + (a0 + (bo + ¢o)),

ftg=1(an+bu)X" +--+ (a1 +b1)X + (a0 + bo)
(f+8) +h=((an+bn) +cn)X" + -+ ((a1 +b1) +c1)X + ((a0 + bo) + co).

Como todos los coeficientes a;, b;, c; € K para todo i, y K es o bien Q, R o C, sabemos que
la suma en cualquiera de esos conjuntos es asociativa. Entonces, para cadai = 0,1,...,n,
tenemos que a; + (b; + ¢;) = (a; + b;) + ¢;. Luego, todos los coeficientes del polinomio f +
(g + h) coinciden correspondientemente con los coeficientes del polinomio (f + g) + h. Por
lo tanto, f + (g +h) = (f +8) +h



Capitulo 6. Polinomios 141

Conmutativa: Como la suma en K es conmutativa, tenemos que

fH+g="(an+by)X" + -+ (a1 + b1) X + (ao + bo)
= (bp+ay) X"+ -+ (b +a1)X + (by + ap)
=g+f

Elemento neutro: Recuerde que el polinomio nulo 0 es aquel que tiene todos sus coeficientes

ceros. Entonces,
0+f: (O+an)Xn+"’+(0+01)X+(0—|—ﬂ0) :anX”+..._|_a1X+a0 :f-
Opuesto:

fH(=f) = (@n+ (=an) X"+ + (a1 + (—a1)) X + (a0 + (—a0))
= (an —an) X" + -+ (a1 —a1) X + (a0 — ao)
=0X"+---40X+0
=0 [ |

Ahora pasamos a definir el producto de polinomios. En la préctica, multiplicar polino-
mios es simplemente aplicar la propiedad distributiva, sumar términos semejantes y usar
las propiedades de las potencias. Por ejemplo,

(X3 —2X)(2X%2 + X +5) = X°22X% + X°>. X + X35+ (—2X).2X? + (—2X).X + (—2X).5
=2X° 4 X* +5X3 —4X3 - 2X* - 10X
=2X° 4+ X* + X3 - 2X% — 10X.

Para dar una definicién correcta y sin ambigiiedad, debemos ser mds formales.

Definicién 6.11: Producto

Sean f(X) = ap X" +a, 1 X" 1+ 4+ ;X +agyg(X) = by X" + by 1 X4 4
b1 X + by dos polinomios de K[X]. Definimos el producto de polinomios f.¢ como
sigue:

£8 = CupmX " 4y XM 4 g X 4+ o X 40

donde paracadak=0,1,...,n+m—1,n+m,

cx = agbo + ax_1b1 + ax_oby + - - - + azbg_p + a1by_q1 + agby.

Veamos un poco mas de cerca esta definicion. Observemos que los coeficientes ¢ del
polinomio producto f.¢ se obtienen sumando los productos a;b; siempre que i +j = k.
Utilizando sumatorias podemos escribir
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Veamos como ejemplo algunos coeficientes del producto f.g:

Cop = aobo
¢1 = arby + aoby
¢y = aybg + a1by + agby

c3 = azbg + aby + a1by + agbs

Hay varias formas o procedimientos para obtener el polinomio producto f.¢. Es poco
préctico tratar de aplicar la definicién de producto de polinomios que dimos recién para
hallar el polinomio producto f.g. Veremos en el ejemplo siguiente un procedimiento més
directo para realizar productos de polinomios.

Ejemplo 6.12. Sean
fX)=-2X*+3X-1 y gX)=X"—Xx*"+2X>+6X-7.

Entonces, procedemos como sigue

g=1 X° - X* + + 2X2 + 6X - 7
f= - 2X3 o+ + 3X - 1
(—2X3).g = | —2X8 + 2X7 + - 4X5 - 12X* 4+ 14x3
(3X).g = 3X6 - 3X°5 + + 6X° + 18X% - 21X
(-1).g = - X2+ Xt o+ - 2X2 - 6X + 7
Suma —2X8 + 2X7 + 3X° - 8X° - 11X* + 20X° + 16X? - 27X + 7

Por lo tanto,
(f.g)(X) = —2X® +2X7 +3X° — 8X° — 11X* 4 20X> 4 16X> — 27X + 7.

El lector interesado puede aplicar la Definicién 6.11, para hallar cada uno de los coeficien-
tes cx del polinomio producto f.¢ y comprobar que efectivamente se obtiene el polinomio

anterior.

Proposicién 6.13

Sea f(X) = ay X"+ -+ +m X + a9 € K[X] y sea b € K. Entonces

b.f(X) = (ban)X" + - - - + (bay) X + (bay).

Demostracion. Recordemos que b es un polinomio constante, es decir, que todos los coefi-
cientes de los términos X' con i > 0 son cero, y el término independiente es el mismo b.
Entonces, asumiendo que by, . .., b1, bg son los coeficientes del polinomio constante b, tene-
mos que by, = --- = by = 0y by = b. Luego, para cada k = 0,1,...,n + m, nos queda
que

cx = agby + ap_1b1 + - - - + a1by_1a0by = axb + ap_10+ - - - +a10 + ag0 = arb
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Entonces, paracada k =0,1,...,n + m, tenemos que c; = axb. Con lo cual,
b.f(X) = (ansmb) X" 4+ (b)) XK + - - 4 (a10) X + (agh).

Ahora bien, los coeficiente a; que no son necesariamente cero son ag,ay,...,a,, €l resto

Ay+1, .-, An+m sON iguales a cero. Por lo tanto,
b.f(X) = (anb)X" + -+ - + (a10) X + (aph) = (ban) X" + - - - + (bay) X + (bay). [ |

Ejemplo 6.14. Sea g(X) = X° — X* + 2X? + 6X — 7. Entonces

1 o 1os 1o, s 7
§X) =X — X+ X 43X~ 2. W

Proposicién 6.15

Sean f, g, h € K[X].
= Asociativa: f.(¢.h) = (f.9).h.
= Conmutativa: f.g = g.f.

= Elemento neutro: El polinomio constante 1 cumple que 1.f = f.

» Distributiva: f.(g+h) = f.g+ f.h.

Demostracion. Las demostraciones de las propiedades asociativa y distributiva no son difici-
les pero si muy tediosas, asi que omitiremos sus pruebas y las dejamos a cargo del lector
interesado. Las propiedades conmutativa y elemento neutro son consecuencia directa de la
definicién de producto y de las propiedades del producto en K. Dejamos estas pruebas a
cargo del lector. [ |

Proposicién 6.16

Sean p(X) y g(X) dos polinomios no nulos de K[X]. Entonces:
(1) cp(p-q) = cp(p)-cp(q)-
2) gr(p+q) < gr(p) +sr(q)-

3) gr(p.q) = gr(p) + gr(q).

Demostracion. Sean p(X) = a, X" +---+aX+apy 9(X) = byuX™ + -+ b1 X + by dos
polinomios tales que a, # 0y by, # 0.
Por la Definicién 6.11 del producto de polinomio tenemos que

(P9)(X) = copmX"™" + Cppma X" 4 g X+ e X + o
donde paracadak =0,1,...,n+m—1,n+m,

ck = agbo + a_1by + ax_2by + - - - + azbp o + a1bx_1 + agby.
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Como a, # 0y by, # 0, obtenemos que el coeficiente ¢+, = a,by # 0. Con lo cual,

gt(pq) =n+m=gr(p) +gr(q) vy  cp(pqg) = cntm = anbm = cp(p).cp(q).
Esto prueba (1) y (3).

Para probar (2) vamos a considerar varios casos.

Caso 1: Si n < m (andlogamente si m > n), entonces
(P+9)(X) = buX" + -+ by X"+ (4 + b)) X" + -+ (a1 + b1) X + (ag + by).

Con lo cual, como by, # 0, tenemos que gr(p +¢q) = m = max{gr(p), gr(q)}.
Caso2:Sin = mya, + by # 0, entonces

(p+9)(X) = (an +bn) X" + - -+ + (a1 + b1) X + (a0 + bo)-

Luego, ya que a, + by, # 0, tenemos que gr(p +¢q) = n = max{gr(p), gr(q)}.
Caso 3:Sin = my a, + by, = 0, entonces

(p + q) (X) = (an—l + bn—l)Xn_l + -+ (611 + bl)X + (610 + bo).

Luego, gr(p +49) < n—1 < n = méax{gr(q),gr(9)}'. En cualquiera de los tres casos, obte-
nemos que gr(p +q) < méax{gr(q), gr(p)}. Por lo tanto, se cumple (2). [

Observacion 6.17. La condicién (3) de la Proposicion 6.16 nos esta diciendo de forma implici-
ta que si p y g son dos polinomios no nulos, entonces el polinomio producto p.q es no nulo,
porque podemos calcular su grado y este es gr(p.q) = gr(p) + gr(g). Enunciaremos esto en
la siguiente proposicion.

Proposicion 6.18

Sean f(X), §(X) y h(X) polinomios en K[X]. Si f.g = 0, entonces f =00 g = 0.

Demostracion. Asumamos que f.g¢ = 0. Es decir, que (f.9)(X) es el polinomio nulo. Ahora
supongamos, por absurdo, que f # 0y g # 0. Entonces, gr(f) > 0y gr(g) > 0. Por la
Proposicién 6.16, tenemos que gr(f.g) = gr(f) + gr(g) > 0. Esto contradice el hecho que
f.¢ =0.Porlotanto, f =00 g = 0. n

Problema 6.19

Sean f(X), g(X) y h(X) polinomios en K[X]. Probar quesih # 0y f.h = g.h, entonces
f=g

6.3. Divisibilidad en K[X]

En la seccién anterior definimos las operaciones de suma y producto entre polinomios y
vimos que tenian las mismas propiedades que la suma y el producto de niimeros enteros. En

1No podemos afirmar que gr(p +¢q) = n — 1 porque no sabemos sia,_1 +b,_1 #00a,_1+b,_1 =0.
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esta seccion presentaremos ciertos conceptos definidos sobre polinomios que son anédlogos
a aquellos dados para enteros. Desarrollaremos una teoria similar al caso de los nimeros

enteros pero para polinomios.

Definicién 6.20

Sean f(X) y g(X) polinomios en K[X]. Diremos que f(X) divide a g(X), y lo denota-
mos por f(X) | g(X), si existe un polinomio /(X) € K[X] tal que g(X) = f(X).h(X).

Ejemplo 6.21. El polinomio f(X) = X — 1 divide al polinomio g(X) = X3 — X?> + X — 1,
porque existe el polinomio h(X) = X? + 1 tal que ¢(X) = f(X).h(X), dejamos esta compro-
bacién a cargo del lector.

Problema 6.22

¢El polinomio f(X) = X + 1 divide al polinomio g(X) = X?> —1? Y ;f(X) divide a
h(X)=X>+X+1?

Veamos algunas propiedades basicas de la relaciéon divide sobre K[X]. Observe que estas
propiedades son similares a las propiedades que tiene la relacién divide definida sobre el

conjunto de los ntimeros enteros.

Proposicion 6.23

Sean f(X),g(X),h(X) € K[X]. Entonces:
2.Sif|gyg|h, entonces f | h.

3.Si f | gy f | h, entonces f | (a.g + b.h), para cualesquiera polinomios
a(X),b(X) € K[X].

Demostracion. Las demostraciones de estas propiedades son andlogas a aquellas propieda-
des de la relaciéon divide sobre el conjunto de ntimeros enteros Z, ver las pruebas de la
Proposicion 4.5. Dejamos las demostraciones a cargo del lector. |

Teorema 6.24: Teorema de la Divisién en K[X]

Si f(X) y g(X) son dos polinomios de K[X] con f(X) # 0, entonces existen dos tinicos
polinomios g(X) y (X) de K[X], llamados el cociente y resto, respectivamente, tales
que

8(X) = f(X).q(X) +r(X) y r(X)=00gr(r) <gr(f).

Demostracién. La demostraciéon de este teorema es muy similar a la demostracién del Teo-
rema de la Divisién en Z. Dejamos los detalles de la prueba en el Apéndice para el lector
interesado. |
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Con respecto al teorema anterior, hay que tener en cuenta dos detalles importantes. Pri-
mero: los polinomios q(X) y r(X) son los tnicos dos que cumplen las dos condiciones
del teorema. Asi que no importa como los hallemos, si ellos efectivamente cumplen que
2(X) = f(X).q(X) +r(X) yr(X) =00 gr(r) < gr(f), entonces q(X) y r(X) son respectiva-
mente el cociente y resto de dividir g(X) por f(X). Segundo: el cociente y resto de dividir
g(X) por f(X) pertenecen al mismo conjunto K[X] donde pertenecen f(X) y g(X). En el
contexto del teorema anterior, diremos que g(X) y 7(X) son, respectivamente, el cociente y
resto de dividir g(X) por f(X).

Problema 6.25

(a) Justificar por qué q(X) = X?> —2X + 1y r(X) = 2X? + 1 son, respectivamente,
el cociente y resto de dividir g(X) = X° — 2X* + 6X2 — 5X + 3 por el polinomio
f(X)=X3-X+2.

(b) ¢Son los polinomios X® — X +2 y 2X? + 1 el cociente y resto, respectivamente, de
dividir X° — 2X* + 6X2 — 5X + 3 por X? — 2X + 1?

En los siguientes dos ejemplos presentaremos dos procedimientos para hallar el cociente
y resto de la divisién entre dos polinomios. El primer procedimiento sirve para para cua-
lesquiera dos polinomios f(X) # 0y g(X), y el segundo procedimiento para algunos casos
particulares, pero que serd de gran utilidad en lo que sigue del capitulo.

Ejemplo 6.26 (Divisién larga). Sea f(X) = X? —2X y g(X) = X* —3X? + 1. Vamos a
encontrar el cociente y resto de dividir g(X) por f(X). Llamaremos a f(X) el divisor y a
¢(X) el dividendo. Vamos a proceder paso a paso

Paso 1: Escribimos el dividendo y el divisor.

X4 - 3X2 + 1 X2 —2X

‘

Paso 2: Multiplicamos el divisor por X? y anotamos el resultado debajo del dividendo

X4 - 3X2 + 1 X2 —2X
x4 - 2Xx3

g

Paso 3: Restamos el dividendo por el resultado de multiplicar X? por el divisor.
X* - 3X? + 1 | X*2-2X
X+ - 2X3
2X3 - 3X? + 1

:

Paso 4: Ahora multiplicamos el divisor por 2X y anotamos el resultado debajo del resultado

anterior.
X4 - 3X2 + 1 X2 —2X
x4 - 2x8 X2 42X

2X3 - 3X2 + 1
2X3 - 4X?
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Paso 5: Volvemos a restar.

)G - 3X? + 1 X? -2X
x4 - 2x8 X2 +2X
2X3 - 3X? + 1

- 2X3 - 4X2
X? + 1

Paso 6: Multiplicamos el divisor por 1 y anotamos el resultado debajo de la resta anterior.

X4 - 3X? + 1 X? —-2X
x4t - o2x8 X2+2X+1
2X3 - 3X2 + 1
- 2X3 - 4x?
X? + 1
X2 - 2X

Paso 7: Restamos nuevamente.

X4 - 3X? + 1 X? —-2X
x4 - o2x8 X2+2X+1
2X3 - 3X? + 1
- 2x3 - 4X2
X? + 1
- X2 - 2X
2X + 1

Aqui detenemos el procedimiento porque el tltimo resultado obtenido 2X + 1 es un poli-
nomio de grado 1 menor que el grado del divisor f(X) = X2 — 2X. Entonces, obtenemos
que g(X) = X% +2X + 1 es el cociente y 7(X) = 2X + 1 es el resto. El lector puede com-
probar que efectivamente q(X) y r(X) verifican las condiciones g(X) = f(X)q(X) +r(X) y

gr(r) < gr(f).

Ejemplo 6.27. Determinar el cociente y resto de dividir el polinomio g(X) = 2X* — X3 -2
por el polinomio f(X) = 2X? + X + 1. Aplicamos el algoritmo de la division larga:

ox4 - x8 -2 2X24X+1
2X% + X3+ X2 X2 - X
- - 2x3 - Xx? -2
- 2X3 - X% - X
X - 2

Por lo tanto, el cociente es q(X) = X?> — X y el resto es r(X) = X — 2.

El siguiente procedimiento para realizar la divisién entre polinomios sirve sélo si el di-
visor es un polinomio de la forma X — a.

Ejemplo 6.28 (Regla de Ruffini). Consideremos hallar el cociente y resto de dividir el poli-
nomio g(X) = X® — 2X + 1 por el polinomio f(X) = X — 2. Vamos a proceder como sigue.
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Paso 1: Escribimos en una fila a todos los coeficientes (también los que no parecen, que son
iguales a cero) del polinomio g(X) de la mayor a la menor potencia, y un renglén mas
abajo escribimos el opuesto del término independiente del polinomio divisor f(X):

—ti(f) = ~(-2) =2
1 0 2 1
2

Paso 2: Bajamos el coeficiente 1 al tercer renglén.

1 0 21
2

1

Paso 3: Ahora multiplicamos 2 por el coeficiente 1 y anotamos el resultado en el segundo
renglén debajo del coeficiente 0.

1 0 21

2 2

1

Paso 4: Ahora sumamos el coeficiente cero con el valor debajo de él, y colocamos el resulta-
do en el tercer renglén.

10 21
2| 2
1 2

Paso 5: Multiplicamos 2 por el resultado de la suma anterior y anotamos el resultado en el
segundo renglén debajo del coeficiente -2.

10 2 1
2 2 4
\12

Paso 6: Sumamos el coeficiente -2 con el resultado debajo de él, y colocamos el resultado en

el tercer renglén.

10 21
2| 2 4
12 2

Paso 7: Multiplicamos 2 por el resultado de la suma anterior y colocamos el resultado en el
segundo renglén debajo del coeficiente 1.

10 21
2 4 4
12 2

2
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Paso 8: Sumamos el coeficiente 1 con el valor debajo de él y anotamos el resultado en el

tercer renglon.

10 2 1
2 2 4 4
\1225

Terminamos el procedimiento. Ahora, el cociente de la divisién se arma utilizando los valo-
res 1,2, 2 del altimo renglon de la siguiente forma: como el polinomio dividendo g(X) es de
grado 3, el polinomio cociente sera de grado 2: q(X) = aX? + bX + c. En este caso los coefi-
cientes del cociente serdn: a = 1,b = 2y ¢ = 2. Entonces, el cociente es: q(X) = X2 +2X +2.
Y el resto de la divisién es r(X) = 5 (es el altimo valor del tercer renglén). El lector pue-
de comprobar que se cumplen las dos condiciones g(X) = f(X)g(X) +r(X)yr(X) =00

gr(r) < gr(f).

Ejemplo 6.29. Determinar el cociente y resto de dividir el polinomio ¢(X) = 2X°> — 6X° +
4X? — 7 por el polinomio f(X) = X + 3. Aplicamos la divisién por Ruffini. Notar que el
término independiente de f es 3, entonces en el algoritmo de Ruffini debemos colocar -3.

20 6 4 0 7
3| 6 18 36 96 288
2 -6 12 -32 96281

Por lo tanto, el cociente de la divisién es: g(X) = 2X* — 6X3 4+ 12X? — 32X + 96, y el resto es
r(X) = 281.

Ejemplo 6.30. Hallar el cociente y resto de dividir el polinomio g(X) = —3X* +2X2 — X +2
por el polinomio f(X) = 2X — 3. A pesar de que el polinomio divisor f(X) no es de la
forma X — a, vamos a aplicar el algoritmo de Ruffini. Consideramos el polinomio f ! (X) =
X — 3. Observe que f(X) = 2.f/(X). Dividimos, aplicando Ruffini, a g(X) por el polinomio
f'(X), obteniendo como cociente a 4'(X) y resto a r(X) (dejamos a cargo del lector hallar
q'(X) y r(X)). Entonces, g(X) = f'(X)4'(X) +r(X) y r(X) = 00 gr(r) < gr(f’) = gr(f)-
Luego, podemos escribir g(X) = 2.f’(X).%q’(X) +r(X) = f(X).q9(X) +r(X) donde g(X) =

%q’ (X). Por lo tanto, q(X) y r(X) son, respectivamente, el cociente y resto de dividir g(X)
por f(X) =2X —3.

Ahora podemos conectar la relacion divide con el Teorema de la divisién en K[X].

Proposicién 6.31

Sean f(X) y g(X) dos polinomios en K[X]. Entonces, f(X) divide a g(X) si y s6lo si el
resto de dividir g(X) por f(X) es el polinomio nulo.

Demostracion. A cargo del lector. n
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6.4. Polinomios irreducibles

En el capitulo 4 vimos que los niimeros enteros primos son de vital importancia ya que
ellos nos permiten factorizar a todo entero a # 0, &1 como un producto de ntimeros primos
y la factorizacién es tnica salvo el orden de los factores (véase Teorema 4.61). En el caso
de polinomios sucede algo similar. En K[X] hay ciertos polinomios, que los llamaremos po-
linomios irreducibles, que nos permitirdn factorizar a todo polinomio no constante como un
producto de polinomios irreducibles.

Recordemos que un polinomio f(X) es una constante si y sélo si f(X) es el polinomio
nulo (f(X) = 0) o gr(f) = 0. Entonces, un polinomio ¢(X) es no constante si y sélo si

gr(g) > 0.

Definicién 6.32

Diremos que un polinomio no constante p(X) de K[X] es irreducible en K[X] si no se
puede expresar como producto de dos polinomios no contantes en K[X].

Veamos a continuacién algunas observaciones y ejemplos que nos ayuden a entender
mejor la definicién de polinomio irreducible. Veamos primero una forma equivalente de

definir polinomio irreducible.

Un polinomio no constante p(X) de K[X] es irreducible en K[X] si p(X) = f(X)g(X)
con f(X),g(X) € K[X], entonces f(X) es una constante o ¢(X) es una constante.

Ahora, deberia ser claro que un polinomio no constante p(X) de K[X] no es irreducible en
K[X] siy s6lo si existen dos polinomios no constantes (de grado positivo) f(X), g(X) € K[X]

tales que p(X) = f(X)g(X).

Observacion 6.33. Recuerde que K denota Q, R o C. Cuando indicamos que un polinomio
es o no irreducible es fundamental indicar en qué conjunto Q[X], R[X] o C[X] es o0 no irre-
ducible dicho polinomio. Puede suceder que un polinomio sea irreducible en Q[X] pero no
lo sea en R[X].

Observacion 6.34. Observe que en la definicién de polinomio irreducible, los polinomios
constantes no son considerados a ser o no ser irreducibles.

Ejemplo 6.35.

1. El polinomio f(X) = X? —2 € R[X] no es irreducible en R[X] porque X?> —2 =
(X —v/2)(X +v/2). Esto es, f(X) es no es irreducible en R[X] porque lo podemos
escribir como el producto de dos polinomios no constantes X — /2y X + /2 de R[X].

2. Sin embargo el polinomio f(X) = X?> —2 € Q[X] es irreducible en Q[X]. Esto es,
estamos afirmando que a f(X) no lo podemos expresar como el producto de dos po-
linomios p(X) y q(X) no constantes de Q[X]. Probemos esta afirmacién. Supongamos
que f(X) = p(X)q(X) y que p(X) y g(X) son polinomios no constantes de Q[X]. Estos
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es, gr(p) > 0, gr(q) > 0y gr(f) = 2. Entonces, por la Proposicién 6.16 tenemos que
gr(p) = gr(q) = 1. Ademas, 1 = cp(f) = cp(p).cp(q). Entonces, tenemos que los poli-
nomios p(X) y q(X) son de grado 1 y moénicos. Es decir, son de la forma p(X) = X +b
yq(X) = X +cconb,c € Q[X]. Ahora

f(X) = p(X)q(X)
X2 —2=(X+b)(X+c)
X?—2=X*+ (b+c)X + (bc)

Entonces, por la igualdad de polinomios, tenemos que b +c = 0y bc = —2. De la
primera ecuacién tenemos que b = —c, y reemplazando en la segunda nos queda
(—c)c = —2. Con lo cual, ¢ = 2. Esto es absurdo porque no existe ningtin ntimero
racional que su cuadrado nos dé 2. Este absurdo surgi6 de suponer que a f(X) no era
irreducible en Q[X]. Por lo tanto, f(X) es irreducible en Q[X].

Ejemplo 6.36. El polinomio f(X) = X2+ 1 € R[X] es irreducible en R[X] (para probar
esto usar un argumento similar al ejemplo anterior), pero no es irreducible en C[X] por que
f(X) =X?*+1= (X—i)(X+1i),donde X — iy X + i son polinomios no constantes de C[X].

La tarea de determinar si un polinomio es o no irreducible no es sencilla, depende mucho
del tipo de polinomio que estemos analizando. De aqui en adelante iremos estudiando e
incorporando distintas herramientas que nos permitirdn analizar si un polinomio es o no

irreducible.

Proposicion 6.37

Todo polinomio f(X) € K[X] de grado 1 es irreducible en K[X].

Demostracién. Sea f(X) € K[X] de grado 1. Supongamos que f(X) = p(X)g(X) con p(X)
y q(X) polinomios en K[X]. Luego, 1 = gr(f) = gr(p) + gr(q). Entonces, tenemos que
gr(p) = 0(yq(X) = 1)ogr(qg) = 0(y p(X) = 1). Esto es, p(X) es constante o q(X) es
constante. Por lo tanto, f(X) es irreducible. [

Ahora enunciaremos el teorema que nos asegura que a todo polinomio no constate lo
podemos factorizar como producto de una constante por un producto de polinomios irre-
ducibles ménicos, y que ademas dicha factorizacién es tinica salvo el orden de los factores.

A todo polinomio no nulo f(X) = a,X" + --- + 41X + ag lo podemos escribir como
producto de una constante por un polinomio ménico. Si a, # 0, entonces f(X) = a, (X" +
el 4. 4 2LX 4 70), donde el polinomio g(X) = X" + =1 ... 4 ZLX + 20 es monico.
Por ejemplo, al polinomio f(X) = —3X* +2X? — X + 5 lo podemos escribir como f(X) =
—3(X* - 3X24+ 31X —3).
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Teorema 6.38: Teorema Fundamental de la Aritmética en K[X]

Todo polinomio f(X) no constante de K[X] puede expresarse de la forma

f(X) = ap1(X).pa(X)2.....ps(X)®

donde a € K, p1(X), p2(X), ..., ps(X) son polinomios irreducibles ménicos en K[X] y
e1,6,...,es € IN. Esta factorizacion es tinica salvo el orden de los factores.

Demostracion. En breve. [ |

Hallar la factorizacién de un polinomio como producto de polinomios irreducibles méni-
cos no es tampoco una tarea sencilla. De aqui en adelante iremos presentando distintos pro-
cedimientos para poder determinar las factorizaciones de ciertos polinomios.

Es importante notar que la factorizacién de un polinomio depende de en dénde lo facto-
ricemos. Es decir, las factorizaciones de un polinomio f(X) € Q[X] C R[X] C C[X] pueden
ser distintas en Q[X], R[X] y C[X]. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.39. Consideremos el polinomio f(X) = —3X® + 6X* + 3X? — 6 y determinemos
su factorizacién en producto de polinomios irreducibles ménicos en Q[X], R[X] y C[X].

f(X) = -3X° +6X*+3X> -6

= —?)(X6 —2X*—X?+2) Factor comtn -3
= —3[(X® —2X*) + (- X%+ 2)] Asociamos
—3[X*(x? ) (X% —2)] Factor comtn X* y factor comtn -1
= —3(x*-1)(X*-2) Factor comun (X? — 2)
—3(X%+1)(X2-1)(X2-2) Diferencia de cuadrados
= —3(X*4+1)(X+1)(X-1)(X>—-2) Diferencia de cuadrados

Aqui nos detenemos porque los polinomios X>+1, X +1, X — 1y X? — 2 son irreducibles
monicos en Q[X]. Por lo tanto,

f(X)==-3X2+1)(X+1)(X-1)(X?-2)

es la factorizacién de f(X) en producto de polinomios irreducibles ménicos en Q[X]. Ahora,
veamos que pasa con la factorizacién de f(X) en R[X]. Podemos observar que los polino-
mios X2+ 1, X + 1y X — 1 son también irreducibles ménicos en R[X], pero el polinomio
X2 — 2 no es irreducible en R[X] porque se puede escribir como X? —2 = (X +v/2)(X —
\/E) Entonces,

F(X) = =3(X2+1)(X+1)(X = 1)(X +V2)(X —V2)

es la factorizacion de f(X) en R[X], ya que ahora si todos los factores son polinomios irre-
ducibles ménicos en R[X]. Finalmente, pasamos a la factorizacién en C[X]. En f(X) =
—3(X2+1)(X +1)(X —1)(X +v2)(X — v/2) el tinico polinomio que no es irreducible en
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C[X] es el polinomio X? + 1, que puede escribirse como X? + 1 = (X +i)(X — i). Entonces,
reemplazando obtenemos que

F(X) = =3(X+)(X—)(X+1)(X-1)(X+V2)(X —V2)

es la factorizacion de f(X) en producto de polinomios irreducibles ménicos en C[X]. Re-
sumiendo, el polinomio f(X) = —3X° + 6X* + 3X? — 6 se factoriza en Q[X], R[X] y C[X]

como:

fX) = =3(X*+1)(X+1)(X —1)(X* - 2) en Q[X]
F(X) = =3(X2+1)(X+1)(X - 1)(X +V2)(X —v2) en R[X]
F(X) = =3(X+)(X —i)(X+1)(X = 1)(X +V2)(X - V2) en C[X].

Ejemplo 6.40. Hallar la factorizacion de f(X) = 3X* — X% — 3 en Q[X], R[X] y C[X]. Primero
podemos observar que el polinomio f(X) es del estilo cuadratico (todas las potencias de X
son potencias de 2). Asi que hacemos una cambio de variable. Consideramos Y = X2. Si
reemplazamos en f(X) nos queda el polinomio

1., 3
8(Y)—§Y Y 5

1 1
= (Y2 -2y -
(72 9)

:%(Hg) (Y —2).

Entonces, f(X) = 3(X? + 3)(X? — 2). Entonces, las factorizaciones de f(X) en producto de

polinomio irreducibles ménicos son:

( + g) (X% -2) en Q[X]

(XZ ;) (X —V2)(X+2) en R[X]
(X—\/gz) <X+ \/§z> (X —V2)(X+V?2) en C[X].

6.5. Raices de polinomios

"%

-
—~
>
SN—
N[ = I\JIP—‘ N[ =

El concepto de raiz es muy importante en el estudio de polinomios ya que nos brinda
mucha informacién acerca del comportamiento de los mismos. Conocer las raices de un
polinomio es muy ttil porque nos ayuda a analizar la irreducibilidad o no del polinomio, y
nos permite en muchos casos hallar su factorizacion.

Seaa € Kysea f(X) = a,X" +--- +a1X + a9 un polinomio de K[X]. Se llama valor
numérico de f en 4 al nimero

f(a) =apa" +-- -+ aya + ap.
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En otras palabras, el valor numérico de f en a es el resultado de reemplazar en f(X) =
ay X" 4 - - - 4+ a1 X 4 ag la indeterminada X por a y operar algebraicamente en K.

Definicidén 6.41

Dado un polinomio f(X) € K[X], diremos que un valor a € Kes raiz de f si f(a) = 0.

Problema 6.42

Sea f(X) = —X(X? — 3)(X? +2). ¢Es v/3 una raiz de f(X)? Hallar cinco raices distin-
tas de f(X).

Teorema 6.43: Teorema del resto

Sea f(X) € K[X] y a € K. Entonces, el resto de dividir el polinomio f(X) por el
polinomio X —a es f(a).

Demostracion. Sea f(X) € K[X] ya € K. Sean q(X) y r(X) el cociente y resto, respectivamen-
te, de dividir f(X) por X — a. Entonces f(X) = (X —a)q(X) +r(X) yr(X) =0o0gr(r) < 1.
Como r(X) = 0 0 gr(r) < 1, tenemos que r(X) es una constante, digamos 7(X) = ¢ € K
Luego, f(X) = (X —a)q(X) + c. Entonces, f(a) = (a —a)q(a) + ¢ = c. Por lo tanto, f(a) es
el resto de dividir f(X) por X — a. ]

Ejemplo 6.44. Consideremos el polinomio g(X) = 2X° — 6X® + 4X? — 7 y hallemos el res-
to de dividir g(X) por el polinomio X + 3. Entonces, por el Teorema del Resto g(—2) =
2(—2)° — 6(—=2)3 +4(—2)?> — 7 = 281 es el resto de dividir ¢(X) por X + 3 (compare con el
Ejemplo 6.29).

Corolario 6.45

Sea f(X) € K[X] y a € K. Entonces, f(X) es divisible por X — a si y s6lo si a es raiz de

f.

Demostracién. Sea f(X) € K[X]ya € K.

(<) Supongamos que f(X) es divisible por X — a en K[X]. Esto significa que existe un
polinomio p(X) € K[X] tal que f(X) = (X —a)p(X). Entonces. f(a) = (a —a)p(a) = 0. Por
lo tanto, a es una raiz de f(X).

(=) Supongamos que a es una raiz de f(X). Estoes, f(a) = 0. Sean q(X) y r(X) el cocien-
te y resto, respectivamente, de dividir f(X) por X — a. Entonces f(X) = (X —a)q(X) +r(X).
Por le Teorema del Resto sabemos que el r(X) = f(a) = 0. Luego, f(X) = (X —a)q(X). Lo
cual implica que f(X) es divisible por X — a. [ |
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Definicién 6.46

Sea f(X) € K[X]. Diremos que a € K es una raiz de orden de multiplicidad  si existe

un polinomio g(X) tal que

fX)=X-a)"g(X) y gla)#0.

Sim = 1, diremos que a es una raiz simple, y si m > 1 diremos que a es una raiz

mdultiple.

Ejemplo 6.47. Consideremos el polinomio f(X) = X3 —3X + 2. Podemos observar que
X = 1 es una raiz de f. Deseamos conocer el orden de multiplicidad de la raiz X = 1.
Entonces, comenzamos por dividir el polinomio f(X) por el polinomio X — 1 usando la

regla de Ruffini:
1 0 -3 2
1 1 1 -2
11 20

Entonces, tenemos que f(X) = (X — 1)(X? + X — 2). Ahora comprobamos si X = 1 es raiz
del polinomio X? + X — 2. Es directo observar que efectivamente X = 1 esraizde X + X — 2,
asi que dividimos este polinomio por X — 1:

1 1 -2
1 2
1 20
Entonces, X> + X —2 = (X —1)(X +2). Con lo cual, f(X) = (X —1)%(X + 2). Luego,

f(X) = (X —1)2¢(X) donde g(X) = X +2y g(1) = 3 # 0. Por lo tanto, X = 1 es una raiz
multiple (raiz doble o de orden 2) de f(X).

1

La regla de Ruffini es una herramienta muy util para determinar el orden de multiplici-
dad de una raiz. A continuacién veremos una serie de ejemplos. Primero observemos que
en el ejemplo anterior dividimos dos veces por el polinomio X — 1, obteniendo resto cero.
Esto se puede simplificar un poco aplicando la regla de Ruffini de forma consecutiva: va-
mos a dividir consecutivamente por el polinomio X — 1, comenzando a dividir el polinomio
f(X)=X3-3X+2:

10 -3 2
1 1 1 -2
11 20
1 1 2
1 2[0

Entonces, como los restos de dividir por X — 1 nos fueron dando cero, podemos concluir de
aqui directamente que f(X) = (X —1)%(X +2).
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Ejemplo 6.48. Consideremos el polinomio f(X) = X° — 6X* + 11X> — 2X2 — 12X + 8. Afir-
mamos que X = 2 es una raiz de f. Vamos a utilizar la regla de Ruffini para determinar el
orden de multiplicidad de la raiz X = 2. A continuacién vamos a dividir consecutivamente
por el polinomio X — 2, comenzando a dividir f(X) por X — 2, hasta hallar el primer resto
no nulo.

1 -6 11 -2 -12 8

2 2 8 6 8 -8

1 4 3 4 4]0

2 2 0 -2
1 0 -1]0
2 2 4
1 2[3#0

Entonces podemos afirmar que X = 2 es una raiz mdaltiple de orden 3. En efecto, por la
regla de Ruffini, utilizando la tltima divisién que nos dio resto cero, tenemos que f(X) =
(X —2)3(X? —1). Ahora, es sencillo observar que X? — 1 se factoriza como X? —1 = (X +
1)(X — 1). Entonces, f(X) = (X —2)3(X +1)(X — 1) es la factorizacion de f(X) en K[X] y
sus raices son 2 (de orden 3), -1 (simple) y 1 (simple).

Ejemplo 6.49. Determinar las raices del polinomio f(X) = 3X® +6X*+3X? —3X? —6X — 3

y su factorizacion en Q[X], R[X] y C[X] sabiendo que X = —1 es raiz de f(X). Aplicamos
la regla de Ruffini (dividiendo por X + 1) consecutivamente hasta hallar el primer resto no

nulo.
36 3 3 6 -3
-1 3 3 0 3 3
3 3 0 -3 3]0
-1 30 0 3
300 -3/0
-1 3 3 3
3 3 3[-6+£0

Entonces, considerando hasta la dltima divisién cuyo resto es cero, nos queda que f(X) =
(X 4+ 1)?(3X3 — 3). Ahora es sencillo observar que X = 1 es raiz del polinomio 3X® — 3.
Aplicando la regla de Ruffini para dividir el polinomio 3X® — 3 por X — 1, obtenemos que
3X3 —3=3(X—1)(X?+ X +1). Entonces,

fX)=(X+13(X-1)(X*+X+1) =3(X+1*(X-1)(X>+ X +1).

Esta es la factorizacién en producto de polinomios irreducibles en R[X] porque X2 + X + 1
no tiene raices reales. En efecto, aplicando la férmula cuadratica al polinomio X2+ X4+1
hallamos que sus raices (complejas) son:

“1+V1Z2—411  -14/-3

21 2

V3,

2

Ly
2
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Luego, X2+ X+1= (X— (—% + @1)) (X— (—% — ‘/T§i>>.Entonces

es la factorizacion de f(X) en C[X]. Ademads observamos que las raices de f(X) son: -1 (raiz
doble), 1, —% + ?i y —% — @i (simples).

Proposicion 6.50

Sea f(X) € K[X] y a € K. Entonces, a es raiz de orden de multiplicidad m si y s6lo si
f(X) es divisible por (X — a)™ pero no es divisible por (X —a)"*1.

Demostracién. Sea f(X) € K[X]ya € K.
(<) Supongamos que a es una raiz de f(X) de orden m. Por definicién, esto significa
que existe un polinomio g(X) € K[X] tal que

fX)=X-a)"e(X) 'y gla)#0.

Claramente, f(X) = (X —a)"g(X) implica que f(X) es divisible por (X — a)™. Probemos
ahora que f(X) no es divisible por (X — a)"*!. Supongamos por absurdo que si. Entonces,
existe un polinomio h(X) € K[X] tal que f(X) = (X —a)"*1h(X). Luego, tenemos que (X —
a)"¢(X) = (X —a)™1h(X). Cancelando nos queda g(X) = (X — a)h(X) (véase el Problema
6.19). Con lo cual, g(a) = 0. Absurdo! Por lo tanto, f(X) no es divisible por (X — a)"*1.
(=) Ahora supongamos que f(X) es divisible por (X — a)™ y no es divisible por (X —
a)"™+1. Tenemos que probar que a es una raiz de orden m de f(X). Bien, como f(X) es
divisible por (X — a)™ sabemos que existe un polinomio g(X) tal que f(X) = (X —a)"g(X).
Entonces f(a) = 0, y vemos que a es raiz de f. Afirmamos que g(a) # 0. Puessi g(a) = 0,
entonces por el Corolario 6.45 tenemos que g(X) es divisible por X — a. Esto es, existe h(X) €
K[X] tal que g(X) = (X —a)h(X). Luego f(X) = (X —a)"1h(X). Lo que implica que f(X)
es divisible por (X — a)"*!, un absurdo. En conclusién, f(X) = (X —a)"g(X) y g(a) # 0
Por lo tanto, a es una raiz de f(X) de orden m. |

Teorema 6.51

Si f es un polinomio de grado n, entonces f tiene a lo sumo # raices.

Demostraciéon. Haremos la demostracion por induccién sobre el grado de los polinomios.

Esto es, probaremos por induccién la siguiente afirmacion:

Para todo n € IN, si f es un polinomio de grado 7, entonces f tiene a lo sumo # raices.

» Caso base: Debemos probar que la afirmacién anterior es verdadera para n = 1. Esto
es, debemos probar que si f es un polinomio de grado 1, entonces tiene a lo sumo una
raiz. Sea f(X) de grado 1. Entonces f(X) es de la forma f(X) = aX + b. Es claro que
la tinica raiz de f es X = —%. Con lo cual se cumple que f tiene a lo sumo una raiz.
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» Paso inductivo: Supongamos que se cumple para n — 1. Esto es, suponemos que todo
polinomio de grado n — 1 tiene a los sumo n — 1 raices (H.L.). Sea f(X) un polinomio
de grado n. Si f no tiene raices, entonces se cumple que tiene a lo sumo n raices. Si f
tiene una raiz a, entonces por el Corolario 6.45 tenemos que f(X) = (X —a)g(X) para
algtin polinomio g(X). Observemos que las raices de f(X) son a y las raices de g(X).
Como g(X) es de grado n — 1, por la H.I. sabemos que g(X) tiene a lo sumo n — 1
raices. Por lo tanto, f(X) tiene a los sumo 1+ (n — 1) = n raices.

Esto prueba el teorema. |

El siguiente teorema es muy importante en el estudio de polinomios. La demostracién
de este teorema escapa al alcance de este libro.

Teorema 6.52: Teorema Fundamental del Algebra

Todo polinomio no constante con coeficientes en C tiene por lo menos una raiz en C.

Corolario 6.53

Todo polinomio f(X) de grado n con coeficientes en C tiene exactamente 1 raices
21,22, - ,Zn (contando multiplicidad) en Cy f(X) = a,(X —z1)(X —z2) ... (X — zp)
cona, € C.

Demostracién. Este corolario se puede probar usando induccién sobre el grado de los poli-
nomio. Esto es, debemos probar por induccién la siguiente afirmacion:

Para todon € N, si f(X) € C[X] es de grado 1, entonces f(X) tiene exactamentre 1 raices y
f(X)=a,(X —21)(X —22) ... (X — zy).

En el paso inductivo es fundamental usar el Teorema Fundamental del Algebra y luego hay
que aplicar el Corolario 6.45. Dejamos los detalles al lector. |

Problema 6.54

(Cudntas raices complejas tiene el polinomio f(X) =

6.6. Raices y polinomios irreducibles en R[X]| y C[X]

En esta seccion continuamos estudiando las raices reales y complejas de polinomios en
R[X] y C[X] y la factorizacion en producto de polinomios irreducibles. Comenzamos intro-
duciendo una definicién que nos sera de utilidad.

Definicién 6.55

Sea f(X) = apX"+a, 1 X" 1+ +aX> + ;1 X + a9 € K[X]. Se llama polinomio
derivado al polinomio f'(X) = na, X" '+ (n — 1)a, 1 X" 2+ -+ + 20, X + a;.
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El operador derivada cumple las propiedades usuales que se estudian en andlisis.

Proposicion 6.56

Sea f(X),g(X) € K[X] y a € K. Entonces:
L(f+8)'=f+¢"
2. (f8) =fg+/fg-

3. (X—a)™) =m(X —a)"!, para todom € N.

Demostracion. Dejamos las demostraciones de estas propiedades a cargo del lector. |

Los siguientes dos proposiciones son resultados auxiliares que necesitamos para probar
la Proposicion 6.60.

Proposicion 6.57

Sea f(X) € K[X] y a € K. Entonces, a es raiz de f de orden m si y s6lo si a es raiz de f
y a es raiz del polinomio derivado f’ de orden m — 1.

Demostracion. La demostracion se encuentra en el Apéndice ??. n

Definimos por recurrencia polinomios derivados de orden superior:

Proposicion 6.58

Sea f(X) € K[X] y a € K. Entonces, a es raiz de f de orden m si y sélo si f(a) =
fi(a) = f"(a) =+ = f""(a) = 0y f")(a) £ 0.

Demostracion. La demostracién se encuentra en el Apéndice ??. n

Ejemplo 6.59. Consideremos el polinomio f(X) = —2X° + 3X* — 4X3 + 5X? — 2 y determi-
nemos el orden de multiplicidad de la raiz X = 1. En efecto, X = 1 esraiz de f: f(1) = 0.
Ahora, f'(X) = —10X* 4+ 12X3 — 12X? + 10X. Entonces f'(1) = 0. Derivamos el polinomio
F(X): f(X) = —40X> + 36X? — 24X + 10. Evaluamos en X = 1: f”(1) = —18 # 0. Por lo
tanto, X = 1 es una raiz multiple de orden 2 del polinomio f(X).

Proposicién 6.60

Sea f(X) € R[X]. Siz € C es una raiz de f(X), entonces z es también una raiz de
f(X). Ademas, z y z tienen el mismo orden de multiplicidad.
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Demostracion. Sea f(X) = a,X" + ---+ a1X + ap un polinomio con coeficientes reales y
supongamos que z € C es una raiz de f(X) de orden de multiplicidad m. Veamos primero
que z es también raiz de f. Tenemos que:

f(z)=a,z"+ -+ a12+ag
=@,2"+---+mz+ag
=2+ -+ mzZ+ag
=, 2"+ +@z+m

=apz"+---+az+ap

Entonces, z es raiz de f(X). Ahora probaremos que z es raiz de orden m de f. Como los
coeficientes de f(X) son reales, tenemos que los coeficientes del k-ésimo polinomio derivado
) (X) tiene también coeficientes reales?. Por lo que acabamos de probar sabemos que

z es raiz de V) (X) siy s6lo si Z es raiz de f)(X).

Luego, como z es raiz de orden m de f, tenemos por la Proposicién 6.58 que

f@)=f(2)==f""V) =0y f"(z) £0.
Entonces,
f@=f@E) = =f"VE =0y f"@) #0.
Por lo tanto, Z es raiz de f(X) de orden m. [

Corolario 6.61

Todo polinomio con coeficientes reales de grado impar tiene por lo menos una raiz
real.

Demostracién. Sea f(X) un polinomio con coeficientes reales de grado impar. Supongamos
por absurdo que f no tiene ninguna raiz real. Entonces, todas sus raices son complejas.
Ahora, teniendo en cuenta que las raices complejas vienen de a pares y con el mismo orden
de multiplicidad, tenemos por ejemplo que z1, z1, 22, Z2, - - ., Zn, Zn SON todas las raices de f
(contando multiplicidad). Entonces, por el Corolario 6.53, obtenemos que f(X) = a,(X —
21)(X —21) (X —22)(X — 22) ... (X — 2) (X — Z;). Luego, gr(f) = 2n. Es decir, que el grado
de f es par, lo cual es absurdo. Por lo tanto, f tiene al menos una raiz real. |

Proposicion 6.62

Si f(X) € K[X] es de grado mayor o igual a 2 y tiene una raiz en K, entonces f no es
irreducible en K[X].

2Se puede probar por induccién sobre k que: para todo k € IN, si f(X) € R[X], entonces f*) (X) € R[X].
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Demostracién. Sea f(X) € K[X] de grado > 2 y supongamos que a € K es raiz de f(X).
Entonces, por el Corolario 6.45, X — a divide a f(X). Luego, existe g(X) € K[X] tal que
f(X) = (X —a)g(X). Como gr(f) > 2ygr(X —a) =1, tenemos que gr(g) > 1. Estoes, g
no es constante. Entonces, f es el producto de dos polinomios no constantes. Por lo tanto, f
no es irreducible. |

Proposicion 6.63

Los tinicos polinomios irreducibles en C[X] son los de grado 1.

Demostracién. Por la Proposicién 6.37, sabemos que todo polinomio de grado 1 es irreduci-
ble. Ahora veamos que son los tinicos polinomios irreducibles en C[X]. Sea f(X) € C[X] tal
que gr(f) > 2. Entonces, por el Teorema 6.52, existe un z € C que es raiz de f. Luego, por la
Proposicién 6.62 tenemos que f no es irreducible. Asi hemos probado que todo polinomio
de C[X] de grado mayor que 1 no es irreducible. Por lo tanto, los tinicos que son irreducibles
en C[X] son los de grado 1. [

Proposicion 6.64

Los tnicos polinomio irreducibles en R[X] son los de grado 1 y los polinomios f(X) =
aX? +bX + c de grado 2 tales que b*> — 4.a.c < 0.

Demostracién. Por la Proposiciéon 6.37 sabemos que todos los polinomios de grado 1 son
irreducibles. Ahora vamos a analizar que sucede con todos los polinomios de grado mayor
que 1, separando por casos. Sea f(X) € R[X].

» Supongamos f(X) = aX?+ bX + c es de grado 2 y b*> — 4.a.c < 0. Por la férmula
cuadratica sabemos que f no tiene raices reales. Entonces podemos afirmar que f es
irreducible. En efecto, supongamos por absurdo que f no es irreducible. Esto es, f se
puede escribir como producto de dos polinomios no constantes. Como el grado de f es
2, tenemos que f(X) = a(X —r1)(X —rp) conry, ry € R. Luego r1 y rp son raices reales
de f, lo cual es absurdo, pues f no tiene raices reales. Por lo tanto, f es irreducible.

» Supongamos f(X) = aX? + bX + ¢ es de grado 2 y b?> — 4.a.c > 0. Entonces, por la
férmula cuadratica, f tiene al menos una raiz real. Entonces, por la Proposicién 6.62,
tenemos que f no es irreducible.

» Supongamos que f es de grado impar mayor que 2. Por el Corolario 6.61 sabemos que
f tiene al menos una raiz real. Entonces, por la Proposicién 6.62, f no es irreducible.

» Supongamos que f es de grado par mayor que 2 (esto es, gr(f) > 4 y es par). Si f tiene
al menos una raiz real, entonces f no es irreducible. Si f no tiene raices reales, entonces
todas sus raices son complejas. También sabemos que las raices complejas del polino-
mio real f(X) vienen de a pares (Proposicién 6.60). Supongamos que z1,Z71, - - -, Zm, Zm



162 6.6. Raices y polinomios irreducibles en R[X] y C[X]

son todas las raices complejas de f (contando multiplicidades). Por el Corolario 6.53
tenemos que

fX)=a(X—z1)(X —21) ... (X = zp) (X = Z))

= a(X? —2Re(z1)X + |z1 %) ... (X* — 2Re(zn) X + |zm|?).

Podemos observar que f(X) es el producto de polinomios de R[X] no constantes. Por
lo tanto, f no es irreducible.

Hemos analizado todos los polinomios de R[X], y los tinicos que resultaron irreducibles son
los de grado 1y los polinomios f(X) = aX? + bX + c de grado 2 tales que b> —4.a.c < 0. W

Problema 6.65

Sea z € C —R. (El polinomio f(X) = (X —z)(X — z) pertenece a R[X]? ;Es f(X)
irreducible en R[X]?

Finalizamos esta seccién estudiando algunos métodos, procedimientos y estrategias para
hallar las raices de polinomios y su factorizacion.

Teorema 6.66: Teorema de Gauss

Sea f(X) = a,X" + - - - 4+ a1 X + ap un polinomio con coeficientes enteros. Sea s €0
(con p y g coprimos) una raiz de f. Entonces, p|ag y q|ay.

Demostracién. Como £ es raiz de f tenemos que

q
. (E)”HH (E)n_1+...+a1£+a0 0
q q q
anZ—:+ﬂn—1Z:j +"'+ﬂlg+ao =0
q" (anZ—:+an_1Z:—j+---+alg+ao> =4q".0

anp" + an1p" g+ apg" T +aog" =0
anpn +an_1pn—1q+ L +a1pqn—1 — _aoqn

p(anp" ™+ aup" Pt mg ) = —aog”.

Entonces, obtenemos que p| — apq". Como p y q son coprimos, tenemos que p| — ap y asi
plag. Por otro lado, haciendo un argumento andlogo al anterior obtenemos que

glan-1p" '+ +arpg" "t +aog" ) = —anp".
Entonces, g|a,. Esto completa la demostracion. |

Tratemos de analizar y comprender el teorema anterior. El resultado anterior nos afirma
que si el polinomio f(X) (con coeficientes enteros) tiene una raiz racional g, entonces el
numerador p debe dividir al término independiente de f y el denominador g debe dividir al
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coeficiente principal de f. Es decir, si tenemos un polinomio f(X) = a, X" +---+ ;X +agp
con coeficientes enteros y deseamos hallar, si existen, sus raices racionales, debemos buscar
entre los nameros racionales g tales que p|ag y qla,. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.67. Hallemos todas las raices racionales, si existen, del polinomio f(X) = 4X* +
4X3% —3X? — 2X + 1. Lo primero que debemos hacer es buscar los divisores del término
independiente de f: Div(1) = {£1}, y los divisores del coeficiente principal de f: Div(4) =
{+1,+2, +4}. Ahora consideramos todos los racionales £ con p € Div(1) y g € Div(4).

q
Entonces, las posibles raices racionales son

p 1 1

—=41,+-, £

2" 4
Ahora solo nos queda determinar si algunas de ellas son raices de f. Para ello debemos
simplemente ir comprobando que f (E> = 0. Comenzamos (simplemente por nuestra con-
veniencia) por ver si X = 2 es raiz de f. Ademads, no solo vamos a chequear si X = 2 es raiz

sino que también vamos a determinar su orden de multiplicidad. Para ello vamos a utilizar

la regla de Ruffini:
4 4 3 -2 1
: 2 3 0 -1
4 6 0 -2(0
1
5 2 4 2
4 8 4|0
: 2 5
4 10 |9#0

Entonces, X = 2 es raiz de f de orden 2. Ademas
F(X) = (X— 324X +8X +4) =4(X — D2(X®2+2X +1) =4(X - D2(X + 1)~

Entonces, podemos observar que X = —1 es también raiz de f de orden 2. Finalmente
concluimos que las raices de f son: X = % (doble) y X = —1 (doble). Ademas, f(X) =
4(X — 1)2(X 4+ 1)? es la factorizacién de f en producto de polinomios irreducibles en Q[X],
R[X] y en C[X].

Ejemplo 6.68. Hallar todas las raices del polinomio f(X) = 8X8 — 12X” + 10X® — 13X° —
9X* 4+ 19X3 4+ 5X2 — 6X — 2 y su factorizacién en Q[X], R[X] y en C[X] Vamos a seguir los
siguientes pasos.

(1) Determinamos las posibles raices racionales g con p € Div(-2) = {£1,£2} yq €
Div(8) = {£1,+2, +4, £8}. Entonces las posibles raices racionales son:

p 1 1 1
Be{+1,+3, 4], +§ +2}.

(2) Comenzamos a aplicar la regla de Ruffini con los racionales g antes mencionados hasta

encontrar una raiz. Arrancamos probando con X = 1:
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8 -12 10 -13 9 19 5 -6 -2
1 8 4 6 7 -16 3 8 2
8 4 6 -7 -16 3 8 2|0
1 8 4 10 3 -13 -10 -2
8 4 10 3 -13 -10 2|0
1 8 12 22 25 12 2
8 12 22 25 12 2|0
1 8 20 42 67 79
8 20 42 67 79| 81+#0

Entonces, f(X) = (X —1)3(8X° + 12X* 4 22X3 4 25X? + 12X + 2). Ahora, probamos
si alguno de los otros racionales g es raiz del polinomio 8X° + 12X* + 22X3 + 25X? +
12X 4- 2. Probamos con X = —%:

§ 12 22 25 12 2

-1 4 4 9 8 2
8 8 18 16 4|0
-3 4 2 -8 4
8 4 16 8|0
1
—3 4 0 -8
8 0 16| 0
1
~3 4 2

8 -4[18+#0

Entonces, 8X° + 12X* 4 22X3 + 25X2? + 12X + 2 = (X + 3)3(8X% + 16). Luego
FIX) = (X =1)3(X +3)°(8X2 +16) = 8(X — 1) (X + })3(X2 +2).

(3) Nos resta solo hallar las raices del polinomio X?+2 (que sabemos que no son reales).
Podemos observar directamente que las raices son X = V2i y X = —+/2i. Entonces

X2 +2 = (X — v/2i)(X + +/2i). Entonces
FX) =8(X =12 (X + 13 (X2 +2) = 8(X — 1)3(X + 1)*(X — V2i)(X + V2i).

Por lo tanto, las raices de f(X) son: 1 (de orden 3), —% (de orden 3), £/2i (simples). Ademas,
las factorizaciones de f son:

3
f(X)=8(x—-1)> <X + %) (X2 +2) en Q[X] y en R[X]

F(X) =8(X —1)3 <X+%)3 (x = v2i) (x+ v2i) en C[X].
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6.7. Acotacion de raices

A veces determinar el valor exacto de una raiz puede resultar ser realmente una tarea
muy dificil. En esta seccién veremos algunos resultados que nos permiten obtener cotas
superior e inferiores de las raices reales de un polinomio con coeficientes reales.

Proposicion 6.69: Regla de Laguerre-Thibault

Sea f(X) = a4, X" + - - - + a1 X + a9 un polinomio con coeficientes reales y tal que a, >
0. Si al dividir f(X) por X —a, cona > 0, todos los coeficientes del cociente y del resto
son no negativos, entonces a es una cota superior de las raices reales de f.

Demostracién. Supongamos que se cumplen las hipétesis de la proposicion. Esto es, f(X) €
R[X], a, > 0y todos los coeficientes del cociente y resto de dividir f(X) por X — a son
no negativos. Sea g(X) el cociente de dividir f(X) por X — a. Por el Teorema 6.43 tenemos
que f(X) = (X —a)q(X) + f(a). Por las hipétesis de la proposicién sabemos que todos
los coeficientes del cociente q(X) y f(a) son no negativos. Tomemos ahora un ntiimero real
cualquiera b tal que b > a > 0. Como todos los coeficientes del polinomio g(X) son no
negativos, tenemos que q(b) > 0. Entonces, obtenemos lo siguiente

F(8) = (b—a) q(b) + f(a) > 0.
—— = S~
>0 >0 >0
Con lo cual, f(b) # 0, es decir, b no es una raiz de f(X). Luego, toda raiz ¢ de f(X) debe ser

¢ < a. En otras palabra, todas las raices reales de f deben ser menores o iguales a a. |

Ejemplo 6.70. Hallemos una cota superior para las raices reales del polinomio f(X) = X° +
2X* —5X3 4+ 8X2 — 7X — 3. Aplicando el Teorema 6.66 de Gauss, el lector puede comprobar
que el polinomio f(X) no tiene raices racionales. Sin embargo, como el grado de f es impar,
sabemos que tiene al menos una raiz real. Vamos a hallar una cota superior para las raices
reales de f. Para esto debemos dividir a f(X) por un polinomio de la forma X —a, cona > 0,
tal que los coeficientes del cociente y del resto sean no negativos. El objetivo seria tratar de
hallar un valor pequefio de a. Comenzamos probando con a = 1. Dividimos a f(X) por
X -1
12 -5 8 -7 -3

1 3 2 6 -1
13 2 6 -1 4

1

Observamos que uno (en realidad 2) de los coeficientes del cociente es negativo. Luego,

no se cumplen las hipétesis de la regla de Laguerre-Thibault. Probemos ahora con a = 3.

Dividimos a f(X) por X — 3:

12 -5 8 7 -3

3| 3 o2 3 0 27
2 2 4 8 16 32
17 1 ¢ 21
2 4 8 16 32
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Entonces, como todos los coeficientes del cociente y del resto son no negativos, podemos
afirmar por la regla de Laguerre-Thibault que 3 es una cota superior para las raices reales
de f. Esto es, si r es una raiz real de f(X) entonces r < 3.

Notemos que para aplicar la regla de Laguerre-Thibault el coeficiente principal del poli-
nomio en cuestién debe ser positivo. ;Qué sucede cuando el coeficiente principal es negati-

vo?

Corolario 6.71

Sea f(X) = ay,X" + - - - + a1 X + ap un polinomio con coeficientes reales y tal que a, <
0. Entonces, a es una cota superior de las raices reales de f(X) si y s6lo si a es una cota
superior de las raices reales del polinomio — f(X).

Demostracién. Es consecuencia del hecho que los polinomios f(X) y —f(X) tienen exacta-
mente las mismas raices. Entonces, una cota superior de las raices reales de uno de ellos es
una cota superior de las raices reales del otro. |

Ejemplo 6.72. Determinar una cota superior para las raices reales del polinomio f(X) =
—2X° + 7X? — 3. Por el corolario anterior, es equivalente a determinar una cota superior de
las raices reales del polinomio — f(X) = 2X° — 7X? + 3. Dividimos el polinomio — f(X) por
X -2

200 -7 0 3
2 4 8 16 18 36
\24891839

Entonces, 2 es una cota superior de las raices reales del polinomio — f(X). Por lo tanto, 2 es
una cota superior de las raices reales de f(X).

Sabemos cémo hallar una cota superior para las raices reales de cualquier polinomio en
R[X]. Ahora veremos como podemos obtener cotas inferiores para las raices reales.

Proposicion 6.73

Sea f(X) con coeficientes reales. Un nimero real 2 < 0 es cota inferior de las raices
reales de f(X) si y s6lo si —a es una cota superior de las raices reales del polinomio

f(=X).

Demostracién. Sea f(X) € R[X] y a < 0. Primero observemos lo siguientes:
c es una raiz de f(X) si y s6lo si —c es una raiz de f(—X).

(=) Supongamos que —a es una cota superior de las raices reales de f(—X). Estoes, —a > ¢,
para toda raiz c de f(—X). Sea c una raiz de f(X). Entonces —c es raiz de f(—X). Entonces,
por hipétesis, —a > —c. Con lo cual a < c¢. Asi hemos probado que a < ¢ para toda raiz c de
f. Por lo tanto, a es una cota inferior de las raices reales de f(X).

(<) Anéalogamente. |
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Es decir que para hallar un cota inferior 2 < 0 para las raices reales de un polinomio
f(X), debemos hallar una cota superior —a > 0 para las raices del polinomio f(—X).

Ejemplo 6.74. Hallar una cota inferior de las raices reales del polinomio f(X) = X® —3X2 +
5X + 4. Por la Proposicién 6.73, debemos determinar una cota superior de las raices reales
del polinomio f(—X) = (—=X)? —3(=X)? +5(-X) +4 = —X° —3X%2 — 5X + 4. Como el
coeficiente principal de f(—X) es negativo, debemos hallar una cota superior de las raices
reales del polinomio —f(—X) = X + 3X? + 5X — 4. Dividimos el polinomio —f(—X) por
X -1

4
1
1

> W
O | = U1

9
>

Entonces, 1 es una cota superior para las raices reales del polinomio —f(—X). Luego, 1 es
cota superior de las raices de f(—X). Por lo tanto, —1 es un cota inferior de las raices reales

de f(X).

Acotar las raices reales de un polinomio f(X) significa hallar una cota inferior a y una
cota superior b de las raices reales de f(X). Entonces, podemos afirmar que las raices reales
de f(X), si existen, se encuentran todas en el intervalo [a, b]. Es claro que deseamos obtener
cotas inferiores y superiores ttiles, en el sentido que tratamos de hallar una cota inferior
lo méas grande posible y hallar una cota superior lo mas pequefia posible, para saber con
mayor exactitud dénde se encuentran las raices reales de f(X). No es lo mismo afirmar
que las raices reales de f(X) estan en el intervalo [—100,100] que afirmar que estan en el
intervalo [—5, 3], por ejemplo.

Ejemplo 6.75. Acotar las raices reales del polinomio f(X) = X* + X3 — X? — X — 3. Para
resolver este ejemplo debemos hallar una cota inferior y una cota superior de las raices del
polinomio f(X). Comenzamos por hallar una cota superior. Como el coeficiente principal
de f(X) es 1 > 0 podemos aplicar directamente la regla de Laguerre-Thibault. Dividimos el
polinomio f(X) por X — 3:

11 -1 -1 -3

3| 3 15 B B
2 2 4 8 16
1§ 1 2z

2 4 8 16

Entonces, % es una cota superior de las raices reales de f(X). Ahora pasamos a determinar

una cota inferior de las raices reales. Para ello, debemos hallar una cota superior de las
raices reales del polinomio f(—X) = X* — X3 — X? + X — 3. Aplicamos la regla de Laguerre-
Thibault. Dividimos el polinomio f(—X) por X — 2:

1 -1 -1 1 -3
2] 2 2 2 6
11 1 3[3
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Entonces, 2 es una cota superior de las raices reales de f(—X). Luego, —2 es una cota inferior
de las raices reales de f(X). Por lo tanto, concluimos que las raices reales del polinomio f(X)

se encuentran en el intervalo [—2, 3].

Los resultados anteriores nos permitieron conocer entre que dos valores se encuentran
las raices reales de un polinomio. Ahora veremos dos resultados que nos permitiran tener
una estimacién del niimero de raices reales. Es decir, saber aproximadamente cuantas raices

reales positivas y negativas tiene un polinomio.

Teorema 6.76: Regla de Descartes

Sea f(X) = apX" + -+ - 4+ 41X + a9 un polinomio con coeficientes reales y ordenado
en forma decreciente de las potencias de X. El niamero de raices positivas de f con-
tando multiplicidades es menor o igual que el nimero de variaciones de signo de los
coeficientes de f, y difiere del mismo en un ntimero par.

Ejemplo 6.77. Determinar el nimero de raices reales positivas del polinomio f(X) = X° +
2X* — 5X3 +8X? — 7X — 3. Podemos observar que f tiene 3 variaciones de signo:

FX) = X5 42X —5X3+8X2—7X -3 f(X) = X> +2X* —5x% + 8X2—7X — 3

1 var 2 var

f(X) = X°42X* —5X% +8X% —7X -3
3 var
El ndmero de raices positivas debe diferir del nimero de variaciones de signo en un ntimero
par. Esto es, si v es el nimero de variaciones de signo y r es el niimero de raices positivas,
entonces v — r debe ser igual a un niimero par. Entonces, 3 —r = 0 0 3 — r = 2. Entonces,
r =3 or = 1. Por lo tanto, el ntimero de raices reales positivas de f es3 0 1.

Veamos ahora cémo podemos estimar el nimero de raices reales negativas de un polino-

mio.

Corolario 6.78: Regla de Descartes

Sea f(X) = a,X" + -+ 4+ a1 X + a9 un polinomio con coeficientes reales y ordenado
en forma decreciente de las potencias de X. El ntimero de raices negativas de f con-
tando multiplicidades es menor o igual que el nimero de variaciones de signo de los
coeficientes de f(—X), y difiere del mismo en un nimero par.

Ejemplo 6.79. Hallar el niimero de raices reales negativas del polinomio f(X) = X° +2X* —
5X3 + 8X% — 7X — 3. Para ello debemos primero determinar el nimero de variaciones de
signo de los coeficientes del polinomio f(—X) = —X> + 2X* + 5X3 + 8X? 4 7X — 3. Pode-
mos observar que hay dos variaciones de signo:

f(X) = =X° +2X* +5X° + 8X* +7X — 3.
N N——

1 var 2 var
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Entonces, si r denota el nimero de raices negativas de f, tenemos que 2 — r debe ser igual a
un nimero par. Luego,2 —r =002 —r = 2. Asir = 2 or = 0. Por lo tanto, f tiene2 00

raices reales negativas.

Cerramos esta seccién con una estrategia para determinar las raices de un polinomio.
Los pasos para hallar las raices del un polinomio f(X) € R[X] son:

(1) Acotar las raices reales de f(X) (esto es, hallar una cota inferior y una cota superior de
las raices reales de f).

(2) Determinar el nimero de raices positivas y el nimero de raices negativas de f.
(3) Determinar las posibles raices racionales de f (Teorema 6.66 Gauss).

(4) Basarse en la informacién de los puntos (1) y (2) para determinar cudles de las posibles
raices racionales (obtenidas en el punto (3)) son candidatas a ser efectivamente raices de

f.

(5) Aplicar laregla de Ruffini con las posibles raices obtenidas en el punto anterior. Teniendo
en cuenta los puntos (1) y (2), repetir este paso con todos los valores convenientes del

punto anterior.

Ejemplo 6.80. Hallar las raices del polinomio f(X) = 2X8 — 7X” — 8X® + 44X° + X* —
85X + 11X2 + 48X + 12. Vamos a seguir los pasos de la estrategia anterior.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1. Sean f(X), g(X) € K[X]. Probar que:

(@) cp(f-g) = cp(f)-cp(g)-

(b) ti(f.g) = ti(f)-ti(g)-

Ejercicio 6.2. Probar las propiedades 1., 2. y 3. de la Proposicién 6.23.

Ejercicio 6.3. Sean f(X), g(X) € K[X] y seaa € K. Probar los siguiente.

@ flg & aflg
b) flg = flag.
(c) Sif|gygr(f)=gr(g), entonces ¢ = c.f para alguna constante ¢ € K.

Ejercicio 6.4. Sea f(X) € R[X] de grado 2. Probar que f(X) es irreducible en R[X] si y s6lo
si f(X) no tiene raices reales.

Ejercicio 6.5. Completar la prueba de la Proposicién 6.73.
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Estructuras Algebraicas

Una buena cantidad de ejemplos, tantos como sea
posible, es indispensable para una comprension
profunda de cualquier concepto, y cuando quiero
aprender algo nuevo, mi primer trabajo es

construir uno.
—-Paul R. Halmos

7.1. Leyes de composicion internas

Definicién 7.1

Sea A un conjunto. Una ley de composicién interna sobre A es una funcién

x: AX A — A.

En otras palabras, una ley de composicion interna *: A X A — A sobre A es una regla
que asigna a cada par (a,b) de elementos de A un tnico elemento a x b de A. Esto es,

x: AXA — A
(a,b) +— axb

Ejemplo 7.2. La operacién suma (+) de ntimeros naturales es una ley de composicién interna
sobre IN, porque para cada par de nimeros naturales (m,n) € IN x IN, le corresponde uno y
sOlo un elemento de IN: m + n. Lo que estamos diciendo es que efectivamente la operacién
suma es una funcién de N x IN a IN, en simbolos, +: IN x IN — IN.

Ejemplo 7.3. Consideremos la operacion resta (-) entre niimeros naturales. Esto es, a cada
par (m,n) de nameros naturales le hacemos corresponder el nimero m — n. Esta asignacion
no es una ley de composicion interna sobre IN, porque no se cumple que a todo para (m, n)
de ntimeros naturales le hace corresponder uno y sélo un ntiimero natural. Por ejemplo, al
par (3,7) le hace corresponder el valor 3 —7 = —4 que no pertenece a IN. Sin embargo, si
consideramos la operacion resta entre nimeros enteros, entonces es efectivamente una ley

de composicién interna sobre Z.

171
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Ejemplo 7.4. Definimos la operacién @ sobre Z como sigue:
a@b=a+b—3, paracadapar(a,b)ecZxZ.

La operacién @ es una ley de composicién interna sobre Z porque para cada par (a,b) de
enteros, la suma a + b es un entero, y la diferencia a + b — 3 es también un entero. Entonces,
a @ b es un entero. Por ejemplo

3¢6=3+6—-3=06, (=2)®8=(-2)+8-3=3, (-1)®0=(-1)+0-3 = —4.

Ejemplo 7.5. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Definimos la operacién
x: (A XB)x(AxB)— (AXB)
sobre A x B como sigue: para (a1,b1), (a2, b2) € A X B,
(a1,b1) ™ (a2, b2) = (a1, b2).

La asignacién X es de hecho una ley de composicién interna. En efecto, dados dos elementos
(a1,b1), (a2,bp) € A x B, tenemos que (a1,b1) X (az,b2) = (a1,b2) € A X B,puesa; € Ay
b, € B. [ |

Problema 7.6

Determinar si las siguientes asignaciones son leyes de composiciéon internas sobre los

correspondientes conjuntos.

(a) La operacién producto sobre Z: (a,b) — a.b.
(b) La operacién divisién sobre Z: (a,b) — a/b.
(c) La operacién divisioén sobre Q: (a,b) — a/b.

(d) La operaciéon ® sobre N: (a,b) — a®b = a.b +5.

Ahora que sabemos qué es una ley de composicién interna, deseamos estudiar qué pro-
piedades satisfacen estas operaciones. Por ejemplo, si consideramos la suma en Z, lo enteros,
sabemos que la suma es asociativa: a + (b +¢) = (a + b) + ¢; es conmutativa: a + b = b+ a;
el cero cumple que a + 0 = a para todo a € Z; y para cada a € Z, existe un entero —a € Z
tal que a + (—a) = 0. Vamos a generalizar estas propiedades.
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Definicién 7.7

Sea A un conjunto y *: A X A — A una ley de composicién interna.

» Diremos que la operacion * es asociativa si se cumple que

ax(bxc)=(axb)=xc, para todos a,b,c € A.

» Diremos que * es conmutativa si cumple que

axb=">bxa, paratodosa,b € A.

= Diremos que un elemento ¢ € A es neutro (con respecto a *) si

exa=ayaxe=a, para todoa € A.

= Sea ¢ un elemento neutro. Diremos que un elemento a € A es invertible si existe
un elemento b € A tal que

axb=ey bxa=e.

En tal caso, diremos que b es el inverso de a.

. J

Ejemplo 7.8. Recordemos la operacién @ sobre Z del Ejemplo 7.4: paraa,b € Z,
adb=a+b-3.
Veamos qué propiedades cumple dicha operacion.
» ;Es @ asociativa? Sean a,b,c € Z.

ad(bdc)=ad(b+c—3)=a+(b+c—3)—3=a+b+c—6 (7.1)

(adb)dc=@+b—-3)dc=(a+b—-3)+c—3=a+b+c—6. (7.2)
De (7.1) y (7.2) podemos observar que a & (b @ c) = (a @ b)®. Entonces, @ es asociativa.

= ;Es @ conmutativa? Seana,b € Z.
a®b=a+b—-3=b+a—-3=bDa.
Por lo tanto, & es conmutativa.

» ;Existe algtin elemento e € Z tal que a & e = a!, para todo a € Z? Sea a € Z. Plantea-

mos la siguiente ecuacion:

abx=a — a+x—-3=a — x=23.

!Observe que es suficiente verificar que se cumple que a & ¢ = a, porque ya que & es conmutativa, entonces
eba=ade=a.
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Ahora comprobamos que 3 es un elemento neutro para &:
a®3=a+3-3=a.
Efectivamente, 3 es un elemento neutro.

» Sabiendo que 3 es el elemento neutro con respecto a @, veamos que elementos de Z
son invertibles. Sea a € Z. Planteamos la ecuacién:

abx=3 = a+x—-3=3 = x=6—a.
Ahora comprobemos que cada a € Z es invertible con elemento inverso 6 —a € Z:
a®(6—a)=a+(6—a)—3=23.
Por lo tanto, todo a € Z es invertible, y su inverso es 6 — a.

Ejemplo 7.9. Sea X un conjunto no vacio y sea P(X) = {A : A C X} el conjunto de partes
de X. Consideremos la unién de conjuntos:

U: P(X) x P(X) = P(X).

Si A,B € P(X), entonces A,B C X. Luego AUB C X. Entonces AUB € P(X). Por lo
tanto, la unién de conjuntos es una ley de composicién interna sobre P(X). Recordando lo
que sabemos sobre el dlgebra de conjuntos, vamos a determinar qué propiedades cumple la
union.

» Uesasociativa: AU (BUC) = (AUB) UC, para todos A, B,C € P(X).

» Ues conmutativa: AU B = BU A, para todos A, B € P(X).

= @ € P(X) es el elemento neutro: paracada A € P(X), AUD = A.

» No todos los elementos de P(X) tienen inverso. Sea A C X tal que A # @. Entonces
@ # A C AUB, para todo B € P(X). Luego, AU B # @, para todo B € P(X). Con lo

cual A no tiene inverso.
Ejemplo 7.10. Sea ®: (Z x Z) x (Z x Z) — (Z x Z) definida por
(a,b) ® (¢, d) = (ad + ¢, bd).

Es directo notar que ® es una ley de composicién interna sobre Z x Z. Veamos qué propie-
dades satisface ® sobre Z x Z.

» ;Es ® asociativa? Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € Z x Z. Tenemos que

(a,b)®[(c,d)® (e, f)] = (a,b) ® (cf +e,df) = (adf + cf + ¢, bdf) (7.3)

[(a,b) ® (c,d)] ® (e, f) = (ad +¢,bd) ® (e, f) = (adf + cf + ¢, bdf). (7.4)

Entonces, de (7.3) y (7.4) obtenemos que (a,b) ® [(c,d) ® (e, f)] = [(a,b) ® (c,d)] &
(e, f). Por lo tanto, ® es asociativa.
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» ;Es ® conmutativa? Sean (a,b), (c,d) € Z x Z. Tenemos que
(a,b) ® (c,d) = (ad +¢c,bd) 'y (c,d)® (a,b) = (cb+ a,db).

Podemos observar que ad + ¢ no es necesariamente igual cb + a. Asi, ® no debe ser
conmutativa. Demos un ejemplo concreto para ver esto. Sean (1,2),(—2,3) € Z x Z.
Calculamos

(1,2) ® (—2,3) = (1.3 + (-2),2.3) = (1,6)
(—2,3)® (1,2) = (-22+1,32) = (—3,6).

Entonces, (1,2) ® (—2,3) # (—2,3) ® (1,2). Conclusién, ® no es conmutativa.

= ;Existe un elemento neutro? Sea (a,b) € Z x Z y plantemos la siguiente ecuacién

(a,b) ® (x,y) = (a,D)
(ay + x,by) = (a,b)
ay+x=ayby=b.
Si suponemos que b # 0, entonces by = b implica que y = 1. Reemplazandoy = 1 en

ay + x = a obtenemos que x = 0. Entonces, el candidato a ser neutro es (0, 1). Veamos
si efectivamente lo es. Sea (a,b) € Z,

(a,b) ®(0,1) = (a.14+0,b.1) = (a,b).
Por lo tanto, e = (0, 1) es el neutro.

» ;Cada elemento (a,b) € Z x Z es invertible? Sea (a,b) € Z x Z y planteamos la
siguiente ecuacion:

(a,b)(x,y) = (0,1)
(ay + x,by = (0,1)
ay+x=0yby =1.
De by = 1, obtenemos que b = 1(ey = 1)ob = —1 (e y = —1). Luego, no todos

los elementos de Z x Z son invertibles. En efecto, por ejemplo, (1,3) no tiene inverso,
porque 3 # 1, —1. [

Problema 7.11

Se define la operacion ¢: (Z x Z) x (Z x Z) — (Z x Z) por:
(a,b) o (c,d) = (a+c,b+d).

Determinar si ¢ es efectivamente una ley de composicién interna y qué propiedades
satisface.
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Ahora veremos dos propiedades importantes acerca de las leyes de composicién interna.
La primer propiedad nos dice que para una ley de composicién interna puede haber a lo
sumo un elemento neutro. Es decir, si e y d son elementos neutros (con respecto a una misma
ley de composicién interna), entonces e = d.

Proposiciéon 7.12

Sea*x: A x A — A unaley de composicién interna asociativa. Sean e y d dos elementos
de A tales que
axe=a y exa=a,VacA (7.5)

axd=a y dxa=a, Vac A (7.6)

Entonces, e = d.

Demostracién. Supongamos que e y d cumplen (7.5) y (7.6), respectivamente. Por (7.5) tene-
mos que d x e = d (pues se cumple para todo elemento de A, en particular para el d). Por
otro lado, usando (7.6), tenemos que d * e = e (pues se cumple para todo elemento de A, en
particular para el e). Entonces, tenemos que:

d(g)d*ew—f)e:d:e. [ |

La segunda propiedad nos dice que para una ley de composicién interna, si un elemento
a es invertible, entonces su inverso es tnico.

Proposiciéon 7.13

Sea x: A x A — A una ley de composicién interna asociativa y sea e el elemento
neutro. Sea a € A. Supongamos que b y c son dos elementos de A que satisfacen lo
siguiente:

axb=e y bxa=e (7.7)

axc=e y cxa=e. (7.8)

Entonces b = c.

Demostracién. Sea a € A y supongamos que b y ¢ son dos elementos que cumples (7.7) y
(7.8), respectivamente. Entonces,

axb=e por (7.7)
cx(axb) =cxe operamos a izquierda miembro a miembro por ¢
(cxa)xb=c usamos asociativa y que e es neutro

exb=c por (7.8)

b=c. [ |
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7.2. Grupos

Diremos que un par (G, *) es un grupo si G es un conjunto no vacio y * es una ley de
composicion interna sobre G que cumple las siguiente propiedades.

= *x es asociativa.
= Existe un elemento neutro e (con respecto a *).
= Cada elemento de G es invertible (con respecto a *).

Diremos que un grupo (G, ) es abeliano si ademads * es conmutativa.

\. J

Observemos que por la Proposicién 7.12 sabemos que el elemento neutro de un grupo
G es tnico. Usualmente denotaremos por e al elemento neutro. Y por la Proposicién 7.13
tenemos que el inverso de cada elemento de un grupo G es también tnico. Es decir, si a es
un elemento de un grupo G, entonces existe un tinico elemento b tal queaxb =eyb*a = e.

1 a su elemento inverso. Esto es,

1

Para cada elemento a de un grupo G, denotaremos por a~

paracadaa € G,a ! € Gyeseltnicotalqueaxa !l =ceyalxa=e.
A menudo al inverso de un elemento a lo llamaremos opuesto y lo denotaremos por —a

en lugar dea~1.

Ejemplo 7.15. Sabemos que la operacion suma entre enteros es asociativa, conmutativa, exis-
teel0 € Z tal que a + 0 = 0 para todo a € Z y para cada entero 4, existe su opuesto —a tal
que a + (—a) = 0. Por lo tanto, (Z, +) es un grupo abeliano. De forma similar tenemos que
(R, +) es también un grupo abeliano (ver ??).

Ejemplo 7.16. En la Seccién 5.1 (véase Proposicién 5.3) probamos que la operaciéon suma
entre niimeros complejos es asociativa, conmutativa, tiene un elemento neutro y que todo

complejo tiene un opuesto. Por lo tanto, (C, +) es un grupo abeliano.

Ejemplo 7.17. Consideremos el producto . usual sobre R. Es claro que el producto . es una
ley de composicién interna sobre IR, que es asociativa, conmutativa y 1 es elemento neutro.
Pero (R, .) no es un grupo. Cada a € R no nulo, tiene un inverso que es % Pero el 0 no tiene
inverso, es decir, no existe ningdn ntimero real b tal que 0.b = 1. Entonces, en IR no todos los
elementos son invertibles. Ahora si R* = {2 € R : a # 0}, entonces es claro que (R*,.) es
efectivamente un grupo abeliano.

Ejemplo 7.18. Recordemos la ley de composicién interna & sobre Z dada en el Ejemplo 7.1.
En el Ejemplo 7.2 probamos que @& es asociativa, conmutativa, que e = 3 es el elemento
neutro, y que para cada a € Z, 6 — a es el inverso de a. Por lo tanto, (Z, ®) es un grupo
abeliano.

Quizas en estos momentos el lector se estard preguntando si hay grupos que no sean
abelianos. La respuesta es si, hay y de hecho muchos grupos que no son abelianos, pero
ellos son un poco menos habituales que los abelianos, pero igualmente importantes.
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Ejemplo 7.19. Sea X un conjunto y consideremos el conjunto
F(X)={f: X — X: f esbiyectiva}.

En palabras, F(X) es el conjunto de todas las funciones biyectivas de X en X. Vamos definir
una operacion sobre F(X) como sigue: sea

o: F(X) x F(X) = F(X)
definida por: para f, g € F(X),
f o g esla funcién composicion de f con g

esto es, (fog)(x) = f(g(x)) (véase ??). Veamos que (F(X), o) es un grupo, y que no es
abeliano.

= o es asociativa. Ya fue probado en ??2.

= Existencia de elemento neutro. Sea idx: X — X la funcién identidad, esto es, idx(x) =
x para todo x € X. Es claro que idx es biyectiva (véase ??). Ahora probemos que
idyof = fyfoidx = f, paratoda f € F(X). Sea f € F(X). Tomemos un x € X.
Tenemos que

(idx o f)(x) = idx(f(x)) = f(x) 'y (foidx)(x) = fidx(x)) = f(x).
Entonces idx o f = fy foidx = f. Porlo tanto, idx € F(X) es el elemento neutro.

» Elementos invertibles. Sea f € F(X). Como f: X — X es biyectiva, existe su funcién
inversa f~1: X — X la cual es también biyectiva. Entonces, f~! € F(X) y cumple con

fofl=idx y flof=idyx.
Entonces, f~! es el inverso de f. Por lo tanto, cada elemento de F(X) es invertible.

Por lo tanto, podemos concluir que (F(X), o) es un grupo. Veamos que este grupo no es
abeliano. Sea X = {a,b,c}. Consideremos las funciones f: X — Xy g: X — X definidas

por

f(x) 8(x)

O | S| R
O | S | R

b c
c b
a a

Ahora, calculamos, por ejemplo,

(fog)la) = f(g(a)) = flc) =a y (gof)(a) =g(fla)) =g(b) =b.

Luego, como (f o g)(a) # (g0 f)(a), tenemos que f o g # g o f. Por lo tanto, o no es conmu-
tativa, y asi el grupo (F(X), o) no es abeliano. [
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Problema 7.20
b

a

Sea M(IR,2) el conjunto de todas las matrices A = cuadradas de 2 x 2 con
c

entradas reales (a,b,¢,d € R). Probar que M(R,2) con la suma usual de matrices es

un grupo abeliano. Recuerde que la suma de matrices se define como sigue:
a, by n a, by _[a1+ a2 b1+ by
c1 dy ¢y do a+e di+dy)’

Veamos algunos propiedades bésicas que nos ayudarén a la hora de operar algebraica-

mente en grupo.

Proposiciéon 7.21

Sea (G, *) un grupo. Entonces, para todos a,b, ¢ € G se cumplen las siguientes propie-

dades.

1. Siaxb = a*c,entonces b = c.

2. (axb)t=b"1lxal

3. (aHl=a

Demostracién. 1. Procedemos como sigue:

axb=axc hipétesis
a lx(axb) =alx(axc) operamos miembro a miembro por a”~ !
(axa)xb=(a"1xa)xc por propiedad asociativa
exb=exc
b=c.

2. Vamos a probar que b~! xa~! es el inverso de a * b. Tenemos que

(b lsxa D x(axb)=b"1x(atxa)xb por propiedad asociativa
=b lxexb
=blxb

= €.

De igual forma obtenemos que
(axb)* (b lxal) =e

Entonces, como el inverso de un elemento es tinico (véase pagina 179), tenemos que el in-

versodeaxbesb ' xa !, estoes, (axb)" ! =b"1xal.
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3. Dado a~! es el inverso de a, tenemos que

axa l=e

(axa Hx@H) T=ex(@?!)!
ax(a s (@) ) =@
axe= (a1

a=(a" )L [

Problema 7.22

Sea (G, *) un grupo. Operar algebraicamente para las siguientes expresiones.
1. (a1 *b)~ 1.

2. (clsaxb )71,

Problema 7.23

Sea (G, *) un grupo.
1. Probar por induccién que para todon € Ny ay, ay,...,a, € G se cumple

(ay %Ay % -k ay_1%a,) " :a,jl*arﬂl*---*az—l*al—l.

2. Probar que (a ' xcxd 1 xb )"t =bxdxc ! xa.

J

En todo grupo (G, .) podemos definir inductivamente las potencias enteras como sigue:
paracadaa € G,

1

a'=a""a Vn>1

a "= (a"H)" Vn>1.
Observemos que si n > 1, entonces tenemos que

a =aa..... a
—

nveces

~<

nveces

Ahora probamos que se cumplen las propiedades usuales de las potencias.
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Proposicion 7.24

Sea (G, .) un grupo. Entonces, para todo a € G y para todos m, n € Z, se cumplen:

1. a™.a" = a™tn,

Demostracion. Seaa € G.Sean m,n € Z.
1. Vamos probarlo para los distintos casos.
Caso 1: m,n > 0. Entonces,

a".a' = (ga..... a)(aa..... a)=aa....aad.... .aq=a"""
A\ SARGSIREL 2 \ A 2 N —~— “
m veces nveces m-+n veces
Caso2: m > 0y n < 0. Entonces,
a"a" =a"(aH) " =ga.. ... a.a tat. . a !
m veces —n‘\;ces
Ahora, si m < —n, entonces
a"a" =ga....a.ata . al=g1 a7 l=(a7)yT"M =g,
_— ~
mveces —nveces —n—mveces
Sim > —n, entonces
a"a"=ga....q.atat. . al= a...a =a""
_— - ——
m veces —n veces m—(—n) veces
Entonces, a.a" = g ",
Caso 3: m < 0y n > 0. Andlogamente al caso anterior.
Caso 4: m < 0y n < 0. Entonces,
a"a" = (@ H (@) =a e alatal a !l
—1m veces —nveces
=g lat . atatal ol = (a7 )T = gt
—m—nveces
2. Por el 1. tenemos que a".a~" = a" " = a° = e. Entonces,

Q
E
I

—~
[
=
~—
I
[uny
[
=
=X
|
=

3.y 4. quedan como ejercicio al lector. |
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Antes de continuar con el estudio general de grupos veamos el siguiente ejemplo que
sera a su vez fuente de muchos grupos abelianos.

Ejemplo 7.25. Sea n € IN. Consideremos la congruencia =, moédulo n y consideremos el
conjunto cociente Z /=, que lo denotaremos de aqui en adelante por Z,. Entonces por la
Proposicion 4.18 tenemos que

Zy = {0l Wy -, [n — 1]u}.

Recordemos también que para todo entero 4, [a], = [t], paraalganr = 0,1,...,n — 1 (los
restos posibles de dividir a por 7). Definimos sobre el conjunto Z, una operacién suma

+:Zy X Ly — Zy,
como sigue: para cada [al,, [b], € Z,
[a]y + [b]n = [a+ b]n. (7.9)
Veamos que Z,, con la suma definida en (7.9) es un grupo abeliano.

= + es una ley de composicién interna. En efecto, sea r el resto de dividir a + b por n.
Entonces [a],, + [b], = [a + ], = [r]a.

» Asociativa: sean [a],, [b],, [c]n € Zy, entonces

[a]n + ([D]n + [c]n) = [aln + [b+c]n por (7.9)
=[a+ (b+c)]n por (7.9)

= [(a+b) 4], por la asociativa de la suma en Z
a -+ bl + [c]n por (7.9)

= |
([aln + [b]n) + [c]n por (7.9)

Entonces, [a], + ([b]n + [¢]n) = ([a]n + [b]n) + [¢]n- Por lo tanto, la suma es asociativa.
» Conmutativa: sean [a],, [b], € Z,, entonces
(] + [b]n = [a + bl = [b+ a]u = [b]n + [a]u.
Entonces, la suma es conmutativa.

» El elemento [0, € Z, es el neutro. En efecto, sea [a], € Z,, entonces
[a]n +[0]n = [a + 0], = [a],.

» Inverso. Sea [a], € Z,. Sea r el resto de dividir —a por n. Entonces, tenemos que
[—al, = [t]n € Zny [a]n + [—a]n = [a + (—a)], = [0],. Por lo tanto, [—a], es el inverso
de [a],.

Por lo tanto, hemos probado que (Z,, +) es un grupo abeliano.
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+ |05 | [1s | [2]5 | [B]5 | [4]s
[0]5 | [0]5 | [1]5 | [2]5 | [3]5 | [4]s
[1]5 | [1]5 | [2]5 | [3]5 | [4]5 | [0]5
25 | [2]5 | [3]5 | [4]5 | [0]5 | [1]5
3]s | [3]5 | [4]5 | [0]5 | [1]5 | [2]5
[4]5 | [4]5 | [0]5 | [1]5 | [2]5 | [3]5

Cuadro 7.1: Tabla de la operacién suma en Zs
Ejemplo 7.26. Tomando n = 5, sabemos por el ejemplo anterior que (Zs, +) es un grupo
abeliano con [a]5 + [b]s = [a + b]s. Por ejemplo,
Rls+4s=2+4s=[6)s=[ls y [45+[4]5=[8]5=[3ls

Vamos a construir una tabla con todas las operaciones, dejamos los célculos al lector. Véase
la Tabla 7.1.

Observando la tabla podemos ver por ejemplo que el inverso de [2]5 es [3]5 y el inverso
de [1]5 es [4]s. [

7.2.1. Subgrupos

Definicién 7.27

Sea (G, .) un grupo. Diremos que un subconjunto H C G es un subgrupo de G si
cumple lo siguiente:

1. e€ H;
2. sia,b € H, entonces a.b € H;

3. sia € H, entoncesa~! € H.

Ejemplo 7.28. Sea (G, .) un grupo. Entonces los subconjuntos {¢} y G de G son subgrupos
de G. Estos son llamados los subgrupos triviales de G. Por ejemplo, tenemos {0} y Z son los
subgrupos triviales del grupo (Z, +). n

Ejemplo 7.29. Consideremos el grupo multiplicativo (R — {0}, .) con el producto usual de
reales. Entonces, Q — {0} es un subgrupo de R — {0}. Veamos que se cumplen las tres con-

diciones de la Definicién 7.27:
1. El neutro del grupo R — {0} es 1. Y 1 es un racional no nulo, entonces 1 € Q — {0}.

2. Seana,b € Q — {0}. Entoncesa = 2 yb = $ sonm,n,s,t € Z — {0}. Luego,

ya que m.s y n.t son enteros no nulos.
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3. Seaa € Q — {0}. Entonces existen m,n € Z — {0} tal que a = % Entonces,
Fo (M2t eq o)
- = ,

Por lo tanto, Q — {0} es un subgrupo de R — {0}. [

Ejemplo 7.30. Consideremos nuevamente el grupo multiplicativo (R — {0},.) con el pro-
ducto usual de reales. Sea

H={xeR—-{0}:x=1 o xesunirracional}.
¢Es H un subgrupo de R — {0}? Veamos si satisface las condiciones de la Definicién 7.27.

1. Elneutro del grupo R — {0} es 1, y 1 € H por definicién de H.

2. Seana,b € H.Siay bson irracionales, ;a.b es un irracional? La respuesta es no nece-
sariamente. Veamos un ejemplo concreto. Sean \/E, \/§ € H. Ahora \/E\/g = \/1_ =4
y claramente 4 no es un irracional. Entonces \V2.4/8 ¢ H. Por lo tanto, H no es un
subgrupo de R — {0}. [ |

Problema 7.31

Considerar el grupo abeliano (C, +) de los nameros complejos con la suma usual de
complejos. Probar que el conjunto H = {z € C : z = a + by/2icona,b € Z} es un
subgrupo de (C, +).

7.3. Anillos

Muchos de los conjuntos numéricos con los que hemos trabajado hasta el momento, co-
mo por ejemplo Z, R y C, tienen asociados dos leyes de composicién interna. Por ejemplo,
los conjuntos Z, R y C tienen asociadas dos operaciones: la suma y el producto. Ademads,
estas operaciones estan relacionadas entre si por medio de la propiedad distributiva: el pro-
ducto distribuye con respecto a la suma. Otro conjunto que tiene asociado naturalmente dos
leyes de composicién interna es el conjunto K[X] (con K siendo Z, R o C) de polinomios con
coeficientes en K; las leyes son la suma y el producto de polinomios. Y sabemos también que
en K[X] el producto distribuye con respecto a la suma. Los ejemplos de conjuntos con dos
leyes de composicion interna abundan. Enunciamos el concepto abstracto que retinen todos
los ejemplos recién mencionados.
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Definicién 7.32

Un anillo es un conjunto A con dos leyes de composicién interna, llamadas suma (+)

y producto (.), lo denotamos por (A, +,.), que satisface las siguientes condiciones:
1. (A, +) es un grupo abeliano.

2. El producto . es asociativa y existe un elemento 1 € A que es neutro con respecto
al producto ., estoes, 4.1 =ay l.a = a paratodoa € A.

3. Para todos a,b,c € A, se cumplen
a.(b+c)=ab+ac y (b+c)a=ba+ca

llamada la propiedad distributiva.

. J

Para trabajar de forma adecuada con anillos, necesitamos hacer algunas convenciones.
Para un anillo (A, +, .), tenemos que (A, +) es un grupo abeliano, asi que tiene un elemento
neutro. Lo denotaremos por 0. Es decir, 0 es elemento neutro de A con respecto a la suma: a +
0 = aparatodoa € A.Y al elemento neutro de A con respecto al producto lo denotaremos
por 1: 0.1 = a = l.a para todo a € A. Como (A,+) es grupo abeliano, cada elemento a
tiene un inverso a~!. LLamaremos opuesto a los inversos con respecto a la suma y lo de
notaremos por —a en lugar de a~ 1. Notemos que (A,.) no es necesariamente un grupo, asf
que no todos los elementos tienen inverso. Diremos que un elemento b es inverso de a si
a.b = b.a = 1y como es usual lo denotaremos por a~!. Resumimos todo esto en el cuadro
7.2.

Neutro Inverso Notacién
La suma 0 opuesto —a
El producto 1 inverso (si existe) | a~! (si existe)

Cuadro 7.2: Convenciones en anillos

Definicién 7.33

Diremos que un anillo (A, +,.) es conmutativo si el producto es conmutativo. Esto es,
a.b = b.a, paratodoa,b € A.

Definicién 7.34

Diremos que un anillo (A, +, .) es un dominio de integridad si es conmutativo y cum-

ple la siguiente condicién:

ab=0 = a=00b=0. (7.10)
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Ejemplo 7.35. Los siguientes son ejemplos de dominios de integridad, donde las opera-
ciones son las usuales estudiadas en los capitulos anteriores: (Z,+,.), (R,+,.), (C,+,.) y
(K[X], +,.). Por ejemplo, veamos el caso de C. En la Seccién 5.1 probamos que la suma
de ntimeros complejos es asociativa, conmutativa, existe un elemento neutro que es el 0 (o
(0,0)) y todo complejo z = a + bi tiene un opuesto —z = —a — bi. Entonces, (C,+) es un
grupo abeliano. Con respecto al producto en C, vimos que es asociativo, conmutativo, tiene
un elemento neutro que es el complejo 1y probamos que el producto distribuye con respecto
a la suma (véase Proposicion 5.6). Entonces (C, +,.) es un anillo conmutativo. Para ver que
C es un dominio de integridad, sean z, w € C y supongamos que z.w = 0. Si z = 0, entonces
se cumple la condicién (7.10). Si z # 0, entonces existe su inverso z~ . Ahora

lyw=2z10 —= w=0.

zw=0 = z~
Entonces se cumple la condicién (7.10). Por lo tanto, (C, +,.) es un dominio de integridad.

Ejemplo 7.36. Sea n € Z. Por el Ejemplo 7.25 sabemos que (Z,, +) es un grupo abeliano
donde Z,, = {[0}u, [1]n,...,[n —1]n} ¥ [a]n + [b]n = [a + b],. Podemos ahora considerar
naturalmente sobre Z, otra operacién que la llamaremos producto. Definimos el producto

iy X Ly — Ly
de la siguiente forma: para [a],, [b], € Z,
[a]y.[b]n = [ab]y. (7.11)

Entonces, (Z,, +,.) es un anillo conmutativo. Veamos que se cumplen las condiciones de la
Definicién 7.32.

» (Z,,+) es un grupo abeliano. Fue probado en el Ejemplo 7.25.
» El producto . es asociativo: En efecto, sean [al,, [b]y, [c]n € Zn, entonces
[a]n-([b]n-[c]n) = [a]n.[bc]n = [a(be)]n = [(ab)c]n = [ab]y.[c]n = ([aln.[b]n)-[c]n-

El elemento [1], € Z, es neutro con respecto al producto. En efecto, sea [a], € Z,,,
entonces

[a]n.[1n = [al]n=[a]ln y [ln[a]n = [La]n = [a]n.

= Veamos que se cumple la propiedad distributiva. Sean [a],, [b]n, [c]n € Z,. Entonces

[a] - ([b]n + [c]n) = [a]n.[b + c]n por (7.9)
=[a(b+c)]n por (7.11)
= [ab + ac], propiedad distributiva en Z
= [ab]p + [ac]n por (7.9)
— [l + @l por (1)

De igual forma podemos probar que ([b],, + [c]n).[a]n = [b]n-[a]n + [c]n-[a]n-
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Entonces, (Z,,+,.) es un anillo. Veamos que es conmutativo. Debemos probar que el pro-
ducto es conmutativo. Sean [a],, [b],, € Z. Entonces

[a].[b]n = [ab], = [ba]y = [b]n-[a]n.

Por lo tanto, (Z,, +, .) es un anillo conmutativo. [ |

[ Al anillo conmutativo (Z,, +, .) se lo denomina el anillo de enteros médulo 7. ]

Problema 7.37

b
Sea M(IR,2) el conjunto de todas las matrices A = v cuadradas de 2 x 2 con
c

entradas reales (a,b,c,d € R). Probar que M(R,2) con la suma usual de matrices

(véase el Problema 7.20) y con el producto usual de matrices es un anillo. Mostrar que
este anillo no es conmutativo. Recuerde que el producto de matrices se define como

a1 by L (® by _ [max +Dbicy arby + bydy
c1 dq ¢ do c1ap +dica c1by + dq1ds .

Sea (A, +,.) un anillo. Sean a,b € A. Sabemos que —b es el opuesto de b, esto es, b +

sigue:

(—=b) = 0. En lugar de escribir a 4+ (—b), escribiremos a — b. Veamos ahora las siguientes
propiedades.

Proposicion 7.38
Sea (A, +,.) un anillo y sean a,b, ¢ € A. Entonces
1. a.0 =0.a = 0.

2. a(=b) = (—a).b = —(a.b).

(O8]

. (=a).(=b) = a.b.

W

.a.(b—c)=ab—ac.
5. (—1).a = —a’

6. (=1)(=1) = 1.

!Observe que en la ecuacién (—1).a = —a, el -1 no es un entero, sino que -1 es el opuesto del elemento
neutro 1 en el anillo A.

Demostracion. Sean a,b,c € A.
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1.
2.0 =a.(0+0) sabemos que 0+0=0
2.0 =a.04a.0 propiedad distributiva
—a.0+4a.0 = —a.0 + (4.0 + a.0) sumamos a ambos miembros el opuesto de a.0
0= (—a.0+a.0) +4.0 un elemento mds su opuesto da 0, y por asociatividad
0=0+a0
0=1a0
2.
a(—b)+ab=a(—b+0b) distributiva
=a.0
a(—b)+ab=0
(a.(—=b) +a.b) — (a.b) =0 — (a.b) sumamos a ambos miembro — (a.b)
a.(=b) + (a.b —ab) = ( b)
a.(—b) +0 = —(a.b)
a.(—b) = —(a.b).
De forma similar se prueba que (—a).b = —(a.b).
3.
(—a).(=b) = —(a.(=D)) por la propieadad 2.
=——(a.b) por la propieadad 2.
=ab por la propiedad 3. de la Proposicién 7.21.
Las pruebas de las propiedades 4., 5. y 6. se dejan como ejercicio al lector. |

A menudo se comete la equivocacién de tratar a un anillo como si fuera un grupo con
respecto al producto. No lo es. Es decir, es importante notar que si (A, +,.) es un anillo,
entonces (A, .) no es necesariamente un grupo. Un error muy comun es asumir que todos
los elementos de un anillo tienen un inverso, lo cual no es cierto. Por ejemplo, sia.b = a.cy
a # 0, no podemos concluir que b = c. Esta ley de cancelacién no vale en todos los anillos,
sOlo vale en ciertos anillos especiales, a los que llamamos dominios de integridad. Veamos
estas observaciones con un ejemplo y una proposicion.

Ejemplo 7.39. Consideremos el anillo de enteros médulo 6 (Zg, +,.). A continuacién pre-
sentamos las tablas de las operaciones suma y producto.

+ | [06 | [l | [2]6 | [3]6 | [4l6 | 5]
[06 | [0]6 | [1]6 | [2]6 | [3l6 | [4]6 | [5l6
(16 | [l | [2]6 | [3]6 | [4l6 | [5]6 | [0]6
2]6 | [2]6 | [3]6 | [4]6 | [5l6 | [0]6 | [1]6
36 | [3l6 | [4]6 | [5]6 | 06 | [1]6 | [2]6
[4]6 | [4l6 | [5]6 | [0]6 | [1l6 | [2]6 | [3]6
[5]6 | [5]6 | [0]6 | [1]6 | [2]6 | [3]6 | [4]6
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- | [0]6 | 16 | [2]6 | [3]6 | [4]6 | [Sle
[06 | [06 | [0]6 | [0]6 | [0]6 | [0]6 | [O]6
[1]6 | [0]6 | [1]6 | [2]6 | [3l6 | [4]6 | [5l6
26 | [0]6 | [2]6 | [4]6 | [0l | [2]6 | [4]6
36 | [0]6 | [3]6 | [0]6 | [3l6 | [0]6 | [3]6
[4]6 | [0]6 | [4]6 | [2]6 | [0l | [4]6 | [2]6
56 | [0]6 | [5]6 | [4]6 | [Bl6 | [2]6 | [1]6

De la tabla del producto, podemos observar que no existe ningin elemento [x]s de Z¢ que
sea inverso de [2]¢. Es decir, no existe ningtin [x]s € Zg¢ tal que [2]¢.[x]¢ = [1]6. De igual
forma, podemos observar que [3]¢ y [4]¢ tampoco son invertibles en Z¢. En cambio, [5]¢ si
es invertible, y su inverso es el mismo [5]¢, pues [5]¢.[5]¢ = [1]¢. También podemos mos-
trar, mirando la tabla del producto, que no se cumple la ley de cancelacién: tenemos que

3]6-[2]6 = [3]6.[4]6, pero [2]6 # [4]e. L

Proposiciéon 7.40

Sea (A, +,.) un dominio de integridad. Entonces se cumple la ley de cancelacién, esto
es, para todos a,b,c € A,

ab=acya#0 = b=c

Demostracion. Sean a,b,c € Ay supongamos que a.b = a.cy a # 0. Entonces,

a.b=a.c
a.b—ac=ac—ac sumamos a ambos miembros el opuesto de a.c
a.(b—c)=0 por propiedad distributiva.

Ahora, como A es un dominio de integridad y a.(b — ¢) = 0, tenemos quea =00 b —c = 0.
Pero por hipétesis a # 0, entonces b — ¢ = 0. Por lo tanto, b = c. |

Definicién 7.41

Una cuerpo es un anillo conmutativo (K, +,.) en el cual, todo elemento no nulo de K
es invertible.

En otras palabras,

Diremos que un anillo conmutativo (K, +,.) es un cuerpo si para todo a € K tal que
a # 0, existe un elemento b € K tal que a.b = 1.

Ejemplo 7.42. En el Ejemplo 7.35 vimos que (R, +, -) es un anillo conmutativo, y sabemos
que para todo nimero real no nulo 4, existe su inverso a~! = % tal que a.a~! = 1. Por lo

tanto, <]R, =+, > €s un cuerpo.

Ejemplo 7.43. En el Ejemplo 7.35 probamos que (C, +,-) es un anillo conmutativo. Sabe-
mos que para cada complejo no nulo z, existe su inverso z~! tal que z.z~! = 1 (véase 5.4).
Entonces, (C, +, ) es un cuerpo.
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Proposicion 7.44

Si (K, +, -) es un cuerpo, entonces (K, +, -) es un dominio de integridad.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejemplo 7.35. |

Proposicion 7.45

Sea (K, +, -) un cuerpo. Entonces, (K — {0}, -) es un grupo abeliano.

Demostracién. Sea (K, +, -) un cuerpo. Primero veamos que el producto - es una ley de com-
posicién interna en K — {0}. Sean a,b € K — {0}. Como a # 0y b # 0, entonces dado que
(K, +, -) es un dominio de integridad, tenemos que a.b # 0. Esto es, a.b € K — {0}. Por de-
finicién de cuerpo sabemos que (K, +, -) es un anillo conmutativo, con lo cual la operacién
producto - es asociativa, conmutativa y tiene un elemento neutro 1 € K — {0}. Ademas, por
definicién de cuerpo, para cada a € K no nulo (a # 0) es invertible. Esto es, para cadaa # 0,
existe b # 0 tal que a.b = 1. Por lo tanto, (K — {0}, +) es un grupo abeliano. |

Problema 7.46

Sea (K, +,-) un cuerpo. Sean a,b € K con a # 0. Probar que la ecuacién ax +b = 0

tiene una tnica solucién.

7.4. Homomorfismos

7.4.1. Homomorfismos de grupos

Definicion 7.47

Sean (G, #1) y (Gy, *2) dos grupos. Diremos que una funcién f: G; — G, es un ho-
momorfismo de grupo si se cumple que para todos a,b € Gy,

flax1b) = f(a) *2 f(b).

Proposicion 7.48

Sean (Gq,*1) y (Gy, %) dos grupos. Sea f: Gi — G un homomorfismo de grupo.

Entonces,
1. f(e1) = en.
2. f(a™) = f(a)~.
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Demostracién. 1. Dado que f es un homomorfismo tenemos que

fler) = fle1*1e1)
fle1) = fle1) x2 f(e1)
fler) %o fler) = fler) ™ w2 (fler) *2 f(er))
er = f(ep).
2.Sea a € G1. Entonces,
a *q1 a = €1

flaxya™) = f(e)
fla) 2 f(a™") = e
fla™) = fla)™. ]

Ejemplo 7.49. Sea (R*,.) el grupo multiplicativo de los reales no nulos y sea (R, +) el grupo
de los reales con la suma. Definimos la funcién f: R — R* definida por: para cada x € R,

flx) ="

Probemos que f es un homomorfismo de grupo. Sean x,y € R. Utilizando las propiedades
de las potencias reales tenemos que

flxty) =" =e"e’ = f(x).f(y).

Entonces, f es un homomorfismo de grupo. El elemento neutro del grupo (R, +) es el 0
y el neutro del grupo (R*,.) es el 1. Comprobamos que se cumple la propiedad 1. de la
Proposicién 7.48: f(0) = ¢ = 1. También vemos que se comprueba la la propiedad 2. de la
Proposicién 7.48: sea x € R, f(—x) = e ¥ = (¢¥)~! = f(x)~L. [ |
Ejemplo 7.50. Sea (R, +) el grupo de los reales con la suma. Consideremos el grupo M(R, 2)
de las matrices A = “ Z cuadradas de 2 x 2 con entradas reales (a,b,c,d € R) con la

c
suma usual de matrices (véase 7.20). Se define la funcién h: R — M(RR, 2) como sigue:

a 0
-2 9).

Entonces, i es un homomorfismo de grupo. En efecto, sean a,b € R,

f(a—f—b):(agb 8)2(8 8>+<g 8>=f(a)+f(b). -

Problema 7.51

Sea (G,.) un grupo. Se define la funcién f: G — G por: para todoa € G, f(a) = e.
Probar que f es un homomorfismo.
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Problema 7.52

Considere el grupo (Z, +) y el grupo (Zs, +) (véase el Ejemplo 7.26). Sea 1: Z — Z5
la funcién definida por: 71(a) = [a]s, para todo a € Z. Probar que 7T es un homomor-
tismo de grupo.

Proposicion 7.53

Sean f: (Gy,*1) — (Gg,*2) v §: (Gg, *2) — (G3, *3) dos homomorfismos de grupos.
Entonces la funcién composicién go f: G; — Gz es un homomorfismo de grupo.

Demostracién. Debemos probar que para todos 4,b € Gy, se cumple que

(g0 f)(ax1b) = (gof)(a)*3(gof)(b).

Sean a,b € G;. Entonces,

(gof)ax1b) =g(f(ax1b)) por composicién de funciones
= g(f(a) %2 f(b)) por ser f un homomorfismo
=q(f(a)) x3¢(f(D)) por ser ¢ un homomorfismo
= (gof)(a)=*3(gof)(b) por composicién de funciones
Por lo tanto, g o f es un homomorfismo de grupo. |

Problema 7.54

Sea (G,.) un grupo y sea f: G — G la funcién definida por: para cada x € G, f(x) =
x~1. ;Es f un homomorfismo? Si no lo es, ;qué condicién debe cumplir el grupo G
para que f sea un homomorfismo?

Definicién 7.55

Sea f: (G1,%1) — (Gy, *2) un homomorfismo de grupos. Llamaremos al conjunto

Nu(f) = {x € G1 : f(x) = &2}

el ntcleo de f, y al conjunto

Img(f) = {f(x) : x € G1}

lo llamaremos la imagen de f.

Proposicion 7.56

Sea f: (G1,*1) = (G, *2) un homomorfismo de grupos. Entonces, f es inyectiva si 'y
solo si Nu(f) = {e1}.
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Demostracion. =) Supongamos que f es inyectiva. Notemos que siempre ¢; € Nu(f), pues
f(e1) = ez (ver Proposicién 7.48). Sea x € Nu(f). Entonces, por definicién del nicleo tene-
mos que f(x) = ep;. Como f(x) = e; = f(e1), entonces por ser f inyectiva obtenemos que
x = e1. Por lo tanto, el anico elemento en Nu(f) es el e;. Esto es, Nu(f) = {e1}.

<) Supongamos que Nu(f) = {e;}. Probemos que f es inyectiva. Sean a4,b € Gy y
supongamos que f(a) = f(b). Entonces,

a " x1b) por ser f homomorfismo

) = f(
) = f(
fl@a Vs f(a) = f(a 1) % f(b) Proposicién 7.48
) = f(
) = f(
(

Entonces, =1 #1 b € Nu(f) = {e1}. Asia~! x; b = e;. Entonces b = a. Por lo tanto, f es
inyectiva. |

Sea f: (Gy,%1) — (Gp, *2) un homomorfismo de grupos. Entonces,
1. Nu(f) es un subgrupo de G;.

2. Img(f) es un subgrupo de G,.

Demostracién. 1. Debemos probar que las tres condiciones de la Definicién 7.27 se cumplen
para Nu(f).

1. Como f(e1) = ey, entonces e; € Nu(f).

2. Sean a,b € Nu(f). Entonces, f(a) =exy f(b) = ep. Luego, f(a*1b) = f(a) xp f(b) =
ey %3 ex = ep. Entonces, a %1 b € Nu(f).

3. Sea a € Nu(f). Asi f(a) = ey. Entonces, f(a~!) = f(a)~! = e,! = e,. Por lo tanto,
a~! € Nu(f).

Entonces, Nu(f) es un subgrupo de G;.
2. Debemos probar que las tres condiciones de la Definicién 7.27 se cumplen para Img( f).

1. Como e; = f(e1), entonces e; € Img(f).

2. Sean f(x), f(y) € Img(f). Entonces, como f(x) *2 f(y) = f(x *1y) € Img(f), tenemos
que f(x) *2 f(y) € Img(f).

3. Sea f(x) € Img(f). Luego, f(x)~! = f(x~') € Img(f).

Por lo tanto, Img( f) es un subgrupo de G,. |
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Ejemplo 7.58. Considere el homomorfismo 7t: (Z,+) — (Zs,+) (véase el Problema 7.52).
Vamos a determinar el ntcleo de 7r. Usando la definicién de ntcleo, la definicién de 77 y lo
que sabemos de congruencias, tenemos que

a € Nu(n) < nt(a) =1[0]5 < [a]s =[0]s < a € [0]s.
Entonces, Nu(7r) = [0]s. Recordando que [0]5 = {5k : k € Z}, entonces

Nu(r) = {5k:kez}. W

7.4.2. Homomorfismos de anillos

Definicién 7.59

Sean (A, +4,.4) v (B, +Bs,.p) anillos. Diremos que una funcién f: A — B es un ho-
momorfismo de anillos si:

(H1) f(a+aa') = f(a) +p f(a');
(H2) f(a.4a') = f(a).5f(a");

(H3) f(14) = 13.

Ejemplo 7.60. Consideremos el anillo de enteros (Z, +,.) y el anillo de enteros médulo n
(Zy,+,.). Se define la funcion f: Z — Z,, por f(a) = [a],. Probemos que f es un homomor-
fismo de anillos. Sean a,b € Z.

(H1)
fla+b)=1[a+D], por definicién de la funcién f
= [a]y + [b]n por definicién de la operacién +, ver (7.9)
= f(a) + f(b) definicién de la funcién f
(H2)
f(a.b) = [a.b], por definicion de la funcién f
= [a]u.[b]n por definicién de la operacion -, ver (7.11)
= f(a).f(b) por definicién de la funcién f

(H3) f(1) = [1]n, por definicion de f.

Entonces se cumplen las tres condiciones de la definicién de homomorfismo de anillos. Por
lo tanto, f es un homomorfismo de anillos. [ |
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Ejemplo 7.61. Consideremos el cuerpo C de los nimeros complejos y el anillo M(R,2) de
matrices cuadradas de 2 x 2 con las operaciones de suma y producto usuales de matrices
(véase 7.20 y 7.37, respectivamente). Se define la funcién f: C — M(R,2) por

fa+bi) = (_”’b Z)

Probemos que f es un homomorfismo de anillos. Sean z = a + bi y w = ¢ + di complejos.

(H1)
flz4+w) = f((a+b) + (c +4d)i) por definicién de la suma en C
= (_?C‘:_bd) Z :t Z) por definicién de f
a b c d e
= + por definicién de la suma en M(R, 2)
—b a —d ¢
= f(a+bi) + f(c+ di) por definicién de f
= f(z) + f(w)

(H2) Calculamos primero f(z.w):
f(zaw) = f((ac — bd) + (ad + be)i) por definicién del producto en C

= ( L(lcd__'_b‘z ) ad +:;> por definicién de f (7.12)
—(a c) ac—

Por otro lado calculamos f(z).f(w):

f(z).f(w) = —ab Z) . (—Cd i) por definicién de f

=" bd ad+ be por definicién del producto de matrices
—bc—ad —bd +ac

ac—bd  ad+ bc
= . 7.13
—(ad +bc) ac — bd) (7.13)

Entonces, de (7.12) y (7.13) obtenemos que f(z.w) = f(z).f(w).

1
H3) f(1) = (O 2) , que es el neutro con respecto al producto en M(RR, 2). ]

Problema 7.62

Considere el anillo conmutativo (C, +, -) y la funcién f: C — C definida por f(z) = z.
Probar que f es un homomorfismo de anillos.

Veamos algunas propiedades bésicas que cumplen los homomorfismos de anillo.
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Proposicién 7.63

Sean A y B anillos y sea f: A — B un homomorfismo de anillo. Entonces, para todos

a,b € A se cumplen las siguientes propiedades.
L f(-a) = —f(a).
2. £(0) =0.
3. f(a—b) = f(a) - f(b).

4. Si a es invertible, entonces f(a) es invertible. Ademas, f(a~!) = (f(a))~!.

Demostracion. Las pruebas de las propiedades 1. y 2. son andlogas a las dadas en la Proposi-
cién 7.48. La propiedad 3. es consecuencia de las propiedades 1. y 2. Probemos 4. Seaa € A
y supongamos que es invertible. Entonces, existe a1 € A tal que a.a~! = 14. Luego,

aa ' = 14
flaa™) = f(14)
f(a).f(a_l) =1g.

Entonces obtenemos que f(a~!) es el inverso de f(a). Por lo tanto, f(a) es invertible y su
inverso es f(a=1), asi f(a)™! = f(a™1). [

Problema 7.64

Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Probar por induccién que para todo
n €N, f(a") = f(a)" paratodoa € A.

Ejercicios propuestos

Leyes de composicion interna

Ejercicio 7.1. Para las siguientes dos operaciones, determinar si son leyes de composicién
interna y qué propiedades satisfacen.

(a) Seae: (ZxZ) x (Z xZ) — (Z x Z) definida por

(a,b) e (c,d) = (ad + bc, bd).

(b) Seax: (Q xQ) x (Q xQ) — (Q x Q) definida por

(a,b) x (c,d) = (ad + bc, bd).

Ejercicio 7.2. Sea ©: IN x N — IN la ley de composicién definida por: paraa,b € N, a® b =
a.b + 1. Determinar qué propiedades satisface.
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Grupos

Ejercicio 7.3. Probar que en todo grupo abeliano (G, .) se cumplen las siguientes propieda-
des. Para todos a,b € G,

(@) (a.b)™1) =a"lb L

(b) Para todo k € Z, (a.b)* = a*.b".

Ejercicio 7.4. Probar las propiedades de la potencia 3. y 4. de la Proposicién 7.24.
Ejercicio 7.5. Sea (G,.) un grupo y sean a,b, c € G. Probar que:

1

(@) a.b=csiysblosib=a"".c.

(b) a.b = c.asiy soélo si aba !l =c.
(c) a.b = b.asiy soélo si a lp 1 =p"1g L

-1

(d) a.b = b.asiy soélo si aba b1 =e.

Ejercicio 7.6. Sea (G, .) un grupo. Sean a,b € G. Probar que la ecuacién a.x = b tiene una
tnica solucién.

Anillos

Ejercicio 7.7. Construir las tablas de las operaciones suma y producto del anillo conmu-
tativo (Zs, +, .). Mostrar que este anillo no es un dominio de integridad. Hallar en Zg los
elementos que son invertibles y sus inversos.

Ejercicio 7.8. Probar que el siguiente conjunto

R:{(” b):a,b,ce]R}
0 ¢

con las operaciones usuales de suma + y producto - de matrices (véase y 7.20 y 7.37, respec-
tivamente) es un anillo. ;Es conmutativo?

Ejercicio 7.9. Consideremos el conjunto

ue={ (", 1) avenf.

Probar que (Mc, +,.) con las operaciones de suma + y producto - usuales de matrices (véase
y 7.20 y 7.37, respectivamente) es un anillo conmutativo. ;Es (Mc, +,.) un dominio de inte-
gridad?

Ejercicio 7.10. Probar que las siguientes identidades se cumplen en todo anillo conmutativo
(A,+,.).Seana,b € A.

a+b)?=a>+2.ab+1b? a+b)(a—Db)=a®— 12
y
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Ejercicio 7.11. Probar las propiedades 4., 5. y 6. de la Proposicién 7.38.

Ejercicio 7.12. Sea (Mc, +,.) el anillo conmutativo del Ejercicio 7.9. Probar que para cada
b a —b
A = < ¢ ) no nulo de M, se tiene que A1l = <“2ng2 “zj;lﬂ) es el inverso de A. ;Es
~b a oz R

(Mc, +,.) un cuerpo?
Ejercicio 7.13. Probar que el anillo (Z5, +,.) es un cuerpo.

Ejercicio 7.14. Consideremos el conjunto de los nimeros racionales

Q:{%:a,bez,b#o}

con las operaciones de suma y producto usuales:

ac

a c _ad—l—bc
- bd

b d bd

IS IR
Ul

Probar que (Q, +, -) es un cuerpo.
Ejercicio 7.15. Probar la Proposicién 7.44.

Ejercicio 7.16. Sean A y B dos anillos. Probar que el conjunto A X B con las operaciones
suma y producto definidas como: para todos (a1, b1), (a2, b2) € A x B,

(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 +az2, b1+ b2) 'y (a1,b1).(a2, b2) = (a1.a2,b1.b2)
es un anillo. Si A y B son conmutativos, ;también lo es el anillo A x B?

Ejercicio 7.17. Considerar los anillos Z; y Z3. Considerar el anillo Z; x Z3 definido como
en el Ejercicio anterior. Construir las tablas de las operaciones suma y producto del anillo
Zy x Z3. Determinar los elementos invertibles en Z;, x Z3. ;Es el anillo Z; x Z3 un cuerpo?

Homomorfismos

Ejercicio 7.18. Para cada una de las siguientes funciones, determinar si es o no un homo-
morfismo de grupo.

(@ m: (R,+) — (R, +) dada por m(x) = 2x.
(b) f: (R*,-) = (R, +) dada por f(x) = In(x).
() g: (C,+) = (R, +) dada por g(z) = |z|.

(d) h: (C*,-) — (R*,-) dada por h(z) = |z|.
(e) tr: (M(R,2),+) — (R, +) dada por tr (i Z) =a-+d.

Ejercicio 7.19. Sea f: (Gy,*1) — (Gp, *2) un homomorfismo de grupos. Probar que para
todo n € N se tiene que f(x") = f(x)", para todo x € G.
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Ejercicio 7.20. Sea f: (Gy, *1) — (G, *2) un homomorfismo de grupos. Sea H un subgrupo
de Gj. Probar que f(H) = {f(x) : x € G1} es un subgrupo de G,.

Ejercicio 7.21. Para las funciones del Ejercicio 7.18 que sean homomorfismos, hallar su
nucleo y su imagen.

Ejercicio 7.22. Determinar si las siguientes funciones son o no homomorfismos de anillos.
Los anillos son considerados con las operaciones usuales.

(a) Sea f: R — M(IR,2) definida por f(a) = (g 2)

(b) Sea g: C — C definida por g(z) = |z|.

(c) Sea h: M(R,2) — M(RR,2) definida por f (“ Z) _ <Z ;)
c

(d) Sea ¢: M(RR,2) — R definida por ¢ <a Z) =a.
c

(e) Sea R el anillo definido en el Ejercicio 7.8. Sea : R — R definida por ¢ <g b) =a.
c

Ejercicio 7.23. Probar las propiedades 1., 2. y 3. de la Proposicién 7.63.

Ejercicio 7.24. Sean f: A — By g: B —+ C dos homomorfismos de anillos. Probar que la
funcién composicién go f: A — C es un homomorfismo de anillos.
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