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Prefacio

Este manuscrito fue desarrollado para el curso de grado Espacios Topolégicos, destinado
a estudiantes de la carrera Licenciatura en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad Nacional de La Pampa.

Estas notas comienzan directamente con las definiciones formales y abstractas de topo-
logia sobre un conjunto y de espacio topolégico. Los requisitos para seguir adecuadamente
el texto son accesibles: se asume que el lector conoce los fundamentos de légica (para se-
guir la estructura de las demostraciones) y cuenta con una base sélida en teoria intuitiva
de conjuntos —no es necesaria una axiomatizacién formal— y cardinalidad. Aunque no es
indispensable, resulta aconsejable haber cursado un médulo bésico de Analisis Real y Espa-
cios Métricos, ya que diversos ejemplos y ejercicios presuponen cierto grado de familiaridad
con estas areas. El texto incluye una secciéon dedicada a espacios métricos (o, mas precisa-
mente, a espacios topolégicos metrizables), donde se repasan las definiciones de distancia,
espacio métrico y continuidad, junto con algunas propiedades esenciales. El desarrollo no
profundiza mads en esta linea —ya que no resulta necesario para el prop6sito del apunte—,
pero el lector interesado podra consultar la bibliografia especifica que alli se sugiere.

Es fundamental tener en cuenta que los ejercicios propuestos constituyen, junto con el
nucleo tedrico, una parte esencial de este material (y de cualquier texto de matemaética). La
resolucion activa de los problemas brindara una comprensiéon mas sélida de los conceptos
tratados, asi como la destreza necesaria para construir y redactar demostraciones forma-
les. Cabe sefialar que algunos ejemplos y actividades proponen un abordaje més intuitivo
o grafico; no obstante, se anima al lector interesado a formular también sus soluciones con
rigor formal. Asimismo, varios resultados y propiedades ttiles para el desarrollo fluido de
estas notas se encuentran integrados directamente en las secciones de ejercitaciéon. Por to-
do lo anterior, se recomienda enfaticamente no omitir su resolucién, mds atin considerando
que muchos de los esquemas argumentativos empleados en la teoria tedrica resultardn he-

rramientas clave para resolver los problemas propuestos.






Introduccion

En términos disciplinares, los espacios topoldgicos constituyen una generalizacién na-
tural de los espacios métricos: mientras que en estos tltimos el concepto principal es el de
distancia (o métrica), la topologia prescinde de la métrica para situar como nocién princi-
pal y fundamental al concepto de conjunto abierto (o topologia). Hoy en dia, el concepto de
topologia atraviesa de manera transversal practicamente la totalidad de la matemética mo-
derna. Debido a su cardcter de alta generalidad y abstraccién, proporciona el lenguaje y el
marco riguroso necesarios para explicar, justificar y demostrar diversos fenémenos en ramas
tan variadas como la geometria, el andlisis, el dlgebra o la teoria de la probabilidad. Asimis-
mo, los métodos y desarrollos de la topologia general desempefian un papel central en otras
disciplinas cientificas, como la fisica teérica. Desde una perspectiva conceptual amplia, la
topologia estudia aquellas propiedades que permanecen invariantes bajo transformaciones
continuas (homeomorfismos), por lo que formaliza y extiende la nocién intuitiva del “estu-
dio de las formas”. Formalmente, la teoria de espacios topoldgicos se construye en base a la
teorfa de conjuntos y se articula a partir de un cuerpo axiomético formulado mediante ope-
raciones de unién e interseccioén. Esta definicién axiomatica alcanza un equilibrio idéneo: es
lo suficientemente abstracta para dar soporte a los multiples espacios que se estudian en ma-
temdtica (espacios de funciones, espacios métricos, geometrias euclidianas y no euclidianas,
entre otros) y, al mismo tiempo, lo suficientemente sélida para preservar las propiedades
estructurales esenciales de la nocién de espacio.

En este marco, el manuscrito tiene como finalidad introducir al lector al estudio de
los conceptos y resultados fundamentales de la topologia general. De este modo, se bus-
ca proporcionar las herramientas conceptuales y el nivel de abstraccion indispensables para
abordar exitosamente instancias superiores de la formacién profesional y académica en ma-

tematica.






Capitulo 1

Espacios topolégicos

1.1. Topologia

Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es una coleccién T de subconjuntos de X

que cumple las siguientes propiedades:
(ET1) Oy X estanen 7.
(ET2) La unién de cualquier subcoleccion de T estd en 7.

(ET3) La interseccién de cualquier subcoleccién finita de T estd en 7.

Podemos reescribir la definicién anterior como:

Una topologia sobre X es una coleccion T de subconjuntos de X que cumple las si-

guientes propiedades:

(ET1) ©, X € .

(ET2) Si{U;:i€ I} C 7,entonces J U; € T.
i€l

(ET3) SilUy,..., U, € T,entoncesU; N---NU, € T.

Definicién 1.2

Diremos que un par (X, T) es un espacio topolégico si X es un conjunto y 7 es una

topologia sobre X.
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Llamaremos a los miembros U de una topologia T subconjuntos abiertos (o simple-
mente abiertos) del espacio topolégico (X, 7). O simplemente, si no hay riesgo de

confusién, diremos que U es un abierto de X.

Observacion 1.3. La condicién (ET3) puede reemplazarse equivalentemente por la siguiente

condicién:
(ET3.1) SiU,V € 1,entoncesUNV € 7.

En otras palabras, afirmamos que una coleccién T de subconjuntos de un conjunto X cumple
la condicién (ET3) si y s6lo si cumple la condicién (ET3.1).

Comprobemos esto. Sea T una coleccién de subconjuntos de un conjunto X.

(ET3) = (ET3.1) Es trivial. La condicién (ET3) dice que cualquier interseccion finita de
elementos de T pertenece a T, en particular la interseccién de dos elementos de 7.

(ET3.1) = (ET3) Para probar esta implicacién utilizaremos induccién. Probaremos que
paratodon € IN,si Uy, ..., U, € T,entonces U1 N---NU, € T.
Caso base: Para n = 1, es directo.

Paso inductivo: Supongamos que vale para n. Estos es, la intersecciéon de cualquier colec-

cién de elementos de T con n elementos pertenece a 7. Sean ahora n + 1 elementos de T:
U ..., Uy, U, € 7. Por hipétesis inductiva tenemos que U; N --- N U, € 7. Ahora por la
condicién (ET3’), tenemos que (U; N --- N U,) NU,4+1 € T (porque es la interseccién de dos
elementos de 7). Entonces, Uy N --- N U, N U,41 € T. Con esto concluye la demostracion.
En conclusion, para probar que una coleccién T cumple la condicién (ET3), es suficiente

(de hecho acabamos de probar que es equivalente) probar la condicién (ET3.1).
Ejemplo 1.4 (Dos casos extremos). Sea X un conjunto.

= La coleccion {@, X} es una topologia sobre X, llamada la topologia indescreta sobre

X. Es decir, los tnicos abiertos de la topologia indiscreta son el @ y X.

= El conjunto de partes de X, P(X), es una topologia sobre X, llamada la topologia
discreta sobre X. Denotaremos por Ty;s a la topologia discreta sobre X. Esto es, 14;s =

P(X). Es decir, todo subconjunto de X es abierto de la topologia discreta. L

Ejemplo 1.5. Sea X = {a,b,c,d, e}. Sea

T ={®,{a},{b},{a, b}, {a,c},{b,d}, {a,b,c} {ab,d} {ab,cd}, X}.
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Entonces T es una topologia sobre X. En efecto:
(ET1) Por definicién de 7 es claro que &, X € 7.
(ET2) Como X es finito, T es finito. Con lo cual, uniones arbitrarias son s6lo uniones arbitra-
rias finitas. Entonces, debemos comprobar que si Uy, ..., Uy € T, entonces Uy U ---U U € T.
Esto es equivalente a probar que si U,V € 7, entonces U U V € 7. Comprobar todos los
casos posibles es largo y tedioso, haremos unos pocos y lector puede comprobar el resto por

simple inspeccion:
» {a},{b} €T = {a}U{b} ={a b} €T,
« (b}, {a,c} €T = {b}U{ac}={abcleT
« {a,b},{bd} €T => {a,b}U{b,d} = {a,bd} €.

(ET3.1) Debemos probar que si U, V € 7, entonces U NV € 7. Haremos s6lo un par de casos

y el resto lo puede comprobar el lector por simple inspeccién:
w {bd},{a,bcter = {bdin{abc}={b}eT;
= {a,b,c},{abd} et = {ab,c}n{abd} ={ab}erT;
Por lo tanto, T es una topologia sobre X. H

Ejemplo 1.6. Sea X un conjunto infinito. Sea
Teof = {U C X : U es finito} U {D}.

Entonces ¢ es una topologia sobre X llamada la topologia cofinita sobre X. En efecto:
(ET1) Por definicién de 7, @ € t. Como X = @ es finito, entonces X € 7.
(ET2)Sea{U;:i €I} C 1.Sil; = Qparatodoi € I, entonces J;c; U; = @ € 7.Supongamos

que existe j € [ tal que U; # @. Como U; € T, entonces U]C es finito. Ahora

(ULL)C = (\uf c u;.

el i€l

Entonces ( U Ui>c es finito. Con lo cual, Ulier

(ET3.1) Seaélelu, VerSilU=QoV = éflentonces UNV =® € 1. Supongamos que U y
V son no vacios. Entonces U y V¢ son finitos. Luego (U N V)¢ = U U V* es finito (por ser
unioén finita de conjuntos finitos). Entonces UNV € T.

Por lo tanto, 7. es efectivamente una topologia sobre X. u
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Ejemplo 1.7. Sea 7,y = {(a,) : a € R} U{®, R}. Probemos que T, es una topologia sobre
R, llamada la topologia del rayo derecho.

(ET1) Por definicion @, R € 1,4.

(ET2) Sea {U; : i € I} C T14. Si existe un indice j € I tal que U; = R, entonces tenemos
que Uie; U; = R € 71,4. Ahora supongamos que U; # R para todo i € I. Sin perdida de
generalidad, podemos suponer que U; # @ para todo i € I'. Asi, para cada i € I tenemos
que U; # @, R. Luego, paracadai € I, seas; € R tal que U; = (a;,0).Sea A = {a; : i € I}.
Vamos a considerar dos casos: (1) A estd acotado inferiormente; y (2) A no estd acotado

inferiormente.

Caso (1): A estd acotado inferirmente. Entonces por el axioma de completitud de los

nimeros reales, sabemos que A tiene un infimo. Digamos a4 = inf A. Probemos que U U; =
(a,00). Para esto debemos usar las propiedades de infimo. Sea x € U U;. Entoncelg Iexiste
jeltalquex € U = (a]-,oo). Luego, a < a; < x. Entonces x leel(a,oo). Por lo tanto
U U; C (a,00). Sea ahora x € (a,0). Asia < x. Como a = inf A, tenemos por definicién
aeée a es la mayor de las cotas inferiores de A. Entonces, como a < x, x no puede ser cota
inferior de A. Entonces debe existir un aj € A tal x f aj. Esto es, a; < x. Luego, existe j € |
tal que a; < x, es decir, x € (aj,OO) = U; C iLejl U;. Entonces (a,00) C iLgJI U;. Por lo tanto,
U U; = (a,0) € 1y.
i€l

Caso (2): A no estd acotado inferiormente. Vamos a probar que Uu =R Sea x € R.
Como A no estd acotado inferiormente, x no es cota inferior de A. Enﬁ)lnces, existe un aj € A
tal que x ﬁ aj. Bs decir, aj < x. Entonces, x € (aj,oo) =U; C iLeJI U;. Por lo tanto, iLeJI u, =
R € 1y.
(ET3) Sean U,V € 1,4.Si U,V € {®, R}, entonces es claro que en cualquier de los cuatro
casos posibles se tieneque UNV € {@, R} C 7,4. Supongamos que U = (a,00) y V = (b, 0).

Sia < b, entonces (b,00) C (a,00). Entonces U NV = (a,00) N (b, 00) = (b,0) € T,y.

Por lo tanto, podemos concluir que efectivamente 7,; es una topologia sobre IR. n

En muchas situaciones a lo largo del apunte deberemos probar que un subconjunto A de
un conjunto X es un abierto de una topologia 7. Para ello tenemos la siguiente herramienta

que nos serd de mucha utilidad.

1Sea J:={i € I:U; = @}.Entonces U U; = | U; donde U; # @ paratodoi € I —J.
iel iel—]
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Proposicion 1.8

Sea X un conjunto y sea T una topologia sobre X. Sea A C X. Entonces, A es abierto

de X (estoes, A € T) siy sélosiparacada x € A, existe un Uy € T tal que x € U, C A.

Demostracion. (=) Es trivial. En efecto, si A es abierto y x € A, entonces existe el mismo
abierto A talquex € A C A.

(«=) Por hipétesis, para cada x € A, existe un abierto Uy tal que x € U, C A. Veamos
que A = Uyep Ux. Sea xg € A. Por definicién xg € Uy, entonces xg € Uy,eca Uy. Entonces
A C Uyea Uy. Ahora, por otro lado, para cada x € A, tenemos que U, C A. Entonces
Uxea Ux € A. u

Como podemos observar de los ejemplos anteriores, sobre un mismo conjunto X pode-
mos tener definidas diferentes topologias. En muchos caso queremos comparar, si es posible,

estas topologias.

Definicién 1.9

Sea X un conjunto. Sean 11 y T, dos topologias sobre X. Diremos que T, es mas fina

que 71 (0 que T; es mds gruesa que Tp) si T; C .

Decimos que una topologia 7> es mds fina que T si contiene a todos los abiertos de esta
altima (71 C 7). Al disponer de “mads abiertos” (en el sentido de inclusién), la topologia mas
fina nos otorga una mayor resolucién: nos permite discernir con mayor detalle las propieda-
des del espacio y la separacion entre sus puntos. Como consecuencia directa, para cualquier

conjunto X:
= La topologia discreta (donde todo subconjunto es abierto) es la mas fina posible.

= La topologia indiscreta (donde solo @ y X son abiertos) es la mds gruesa posible.

Sea X un espacio topolégico. Sea x € X. Diremos que U es un entorno de x si U es un

abierto de X y x € U.

Definicién 1.10

Sea (X, T) un espacio topologico. Diremos que una coleccién B de subconjuntos abier-

tos de X es una base para la topologia T si se cumple que:

paratodoU € Tyx € U, existeun B € Btalquex € By B C U.
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En otras palabras:

Diremos que una coleccién B de subconjuntos de X es una base para la topologia T
si B C Ty para todo x € X y todo entorno U de x, existe un B € Btalque x € By
BCU.

Llamaremos a los miembros de una base BB abiertos basicos.

Proposicién 1.11

Sea T una topologia sobre un conjunto X. Sea B C 7. Entonces, las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(1) B esuna base para t.

(2) Para cada abierto U € T, existe una subcoleccion {B; : i € I} C Btal que U =
Uier Bi-

.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que B es una base para 7y sea U € 7. Para cada
x € U, existe (por definicién de base) un By € B tal que x € By C U. Comprobemos que
U = Uyey Bx- Seay € U, entonces y € By. Luego y € U,y Bx. Ahora si z € U,¢yy By,
entonces existe x € U tal que z € By. Por definicién de By tenemos que By C U. Entonces
z € U. Por lo tanto, U = [J,¢y Bx.

(2) = (1) Supongamos que se cumple la condicién (2) y probemos que B es una base
pare T. Sea U € Ty x € U. Por (2), existe una subcolecciéon {B; : i € I} C B tal que
U = Ujer Bi. Como x € U, existe un iy € I tal que x € B;,. Como iy € I, tenemos que

B;, € Uje B = U. Por lo tanto, B es una base para 7. |

En general, los conjuntos en una base de una topologia son mds simples que los conjuntos
abiertos arbitrarios de la topologia. Por eso a menudo es mds conveniente trabajar con los

abiertos basicos que con los abiertos arbitrarios de la topologia.

Ejemplo 1.12. Sea X un conjunto. Sea 74;s la topologia discreta sobre X. Esto es, Tgis =
P(X). Entonces la coleccion B = {{x} : x € X} es una base para 7g4;s. En efecto, para cada
x € X, {x} € P(X) = 74 Ahora, a cada U € 1y4;5 no vacio lo podemos escribir como

U = U,ecy{x}- Entonces, por la Proposicién 1.11, B es una base para Tyjs. u

Una de las cosas importantes de contar con una base para una topologia, es que en mu-

chas situaciones, para probar que una propiedad se verifica para todo abierto de la topo-
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logia, es suficiente probar la propiedad para los abiertos basicos.

Proposicién 1.13

Sea T una topologia sobre un conjunto X. Sea B una base de 7. Sea U C X. Entonces

U es abierto si y s6lo si para cada x € U, existeun B € Btalquex € B C U.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.7.

Proposicién 1.14

Sea X un conjunto y sean 11 y T» dos topologias sobre X. Sean B; y B, bases para 11 y

T, respectivamente. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) T, es més fina que 7 (71 C ).

(2) Paracada B; € B y cada x € By, existe un B, € B3, tal que x € B, C B;.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que 71 C 7p. Sea By € By x € By. Como By € By C
71, tenemos que By € To. Como B, es base de 1, existe un B, € B; tal que x € B, C By.

(2) = (1) Supongamos que se cumple la condicién (2). Sea U € 11. Debemos probar que
U es abierto de 15. Como B, es base de 1o, podemos usar la Proposicién 1.13 para probar que
U € 1. Sea x € U. Como U es abierto de 7y y B es base de 1y, entonces existe By € B tal
que x € By C U. Por (2), existe By € By tal que x € B, C By C U. Es decir, probamos que
para cada x € U existe un B, € B; tal que x € B, C U. Por lo tanto, por la Proposicién 1.13,

concluimos que U es abierto de 1. u

Definicién 1.15
Sea X un conjunto y T una topologia sobre X. Diremos que una colecciéon S de sub-

conjuntos de X es una subbase de 7si S C 7,y paracada U € 7y cada x € U, existen

unn € NySq,...,S, € Stalquexe S5;N---NS, C U

Proposicién 1.16

Sea X un conjunto y T una topologia sobre X. Sea S una subbase de 7. Entonces la

coleccion

BS:{Slﬂ---ﬂSn:nENySl,...,SnES}

es una base de 7, y la llamaremos la base generada por la subbase S.
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Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.20. u

Observacion 1.17. Sea T una topologia sobre un conjunto X. Notemos que por la definicién
de base y la Proposicién 1.16, una familia S de abiertos de X es una subbase para T si y sélo

si la coleccién Bg es una base de 7.

Ejemplo 1.18. Sea 7,s la topologia cofinita sobre N = {1,2,3,... }. Comprobemos que la
coleccion § = {IN — {n} : n € N} es una subbase para 7. Primero observemos que
S C Top. Ahora, sea U € Tor y n € U. Como U es abierto y U # @, entonces U° es finito.
Esto es, U° = {iy,...,ix} € IN. Es decir, U = N — {iy,...,it}. Como n € U, tenemos que
n & {i,..., ix}. Ahora, tomando S; = IN — {i1}, ..., Sy = IN — {ix} que pertenecen a la

colecciéon S, tenemos que
TlGSlﬂ"'ﬂSk:(N—{il})ﬂ"'ﬂ(N—{ik}):N—{il,...,ik}:u. |

Ahora veremos dos formas de construir topologias.

Proposicién 1.19

Sea X un conjunto y sea B una familia de subconjuntos de X que satisface las siguien-

tes condiciones:
(B1) Paracada x € X, existe un B € B tal que x € B.

(B2) Para todos By,By € By todo x € B; N By, existe un B3 € B tal que x € B3 C
B1 N By.

Entonces la coleccion
s={UCX:VxelU, 3B Btalquex € BC U}

es una topologia sobre X. Ademas, B es una base para la topologia 73.

Demostracion. (ET1) Si @ ¢ 1, entonces existe x € @ que no cumple la condicién. Pero
x € @ es absurdo. Entonces, @ € 1. La condicién (B1) implica que X € 13.

(ET2) Sea {U; : i € I} C 1. Debemos probar que |JU; € 13. Sea x € |JU;. Entonces,
existe un indice j € I tal que x € U;. Como U; € 15y x € Uj, entonces existe un B € B tal
que x € B C U;. Como U; € U U;. Tenemos que x € B C U U;. Por lo tanto, U U; € 1.

(ET3.1)Sean U,V € 13.Sea x € UN V. Esdecir, x € Uy x € V. Entonces, por definicién
de 13, existen By,By € Btalquex € B C Uy x € B, C V. Ahora, como x € B; N By,
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tenemos por la condicién (B2) que existe un Bz € B tal que x € Bs C B; N B;. Entonces,

x€ B3 CBiNB, CUNV.Porlotanto, UNV € 5. [ |

Proposicién 1.20

Sea X un conjunto y sea B una familia de subconjuntos de X que satisface las condi-

ciones (B1) y (B2). Entonces

TBZ{UQX:EIBOQBtalqueU:UBO}.

.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.14. u

Sea X un conjunto y sea B una coleccién de subconjuntos de X. Diremos que B es una
base para una topolégia sobre X si 3 satisface las condiciones (B1) y (B2). Llamaremos

a la topologia 75 la topologia generada por la base 5.

Ejemplo 1.21. Sea R el conjunto de niimeros reales. Vamos a construir sobre R tres topo-
logias distintas. Cada uno de estos espacios nos serdn de utilidad a lo largo del apunte para

ejemplificar diversos conceptos.
(1) Sea B, la coleccién de todos los intervalos abiertos acotados de R. Esto es,
B, ={(a,b):a,beRya<b}.
Comprobemos que B, cumple las condiciones (B1) y (B2) de la Proposicién 1.19.

(B1) Sea x € R. Entonces, existe (x —1,x+1) € B, talquex € (x —1,x + 1).

(B2) Sean By = (a1,b1) y Bp = (az,bp) en By. Sea x € (ay,by) N (az, by). El lector puede
comprobar que la interseccion de dos intervalos abiertos acotados cualesquiera es vacia
o es otro intervalo. Entonces como (a1, b1) N (az,by) # @ (pues el x pertenece a ambos),

tenemos que (a1, b1) N (az,by) = (a3, b3) € By, y x € (a3, b3) = (a1,b1) N (az, by).

Por lo tanto, por la Proposicién 1.19, la coleccién
3, ={UCR:VxelU, 3(a,b) € B, talquex € (a,b) C U},

es una topologia sobre R y B, es una base para ella. Llamaremos a esta topologia la

topologia usual sobre R, y denotaremos por R, al espacio topolégico (R, 73, ).
(2) Sea Bs la siguiente coleccion de intervalos:

Bs ={[a,b):a,b € Rya < b}.
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Similar al punto anterior, se puede comprobar que la coleccién Bg satisface las condicio-

nes (B1) y (B2). Por lo tanto, por la Proposicién 1.19, la coleccion
73, ={UCR:VxeU, 3a,b) € Bstalque x € [a,b) C U},

es una topologia sobre R y Bs es una base para ella. Esta topologia es conocida como la

recta Sorgenfrey. Denotaremos por R al espacio topolégico (IR, 73,).

(3) SeaK = {% :nelN } Sea Bk la siguiente coleccién de subconjuntos de IR:
Bx ={(a,b):a,b e Rya<b}U{(a,b) —K:a,b e Rya<b}.
Es decir, Bk estd formada por todos los intervalos abiertos acotados y todos los conjuntos
de la forma (a,b) — K. Comprobemos que Bx cumple las condiciones (B1) y (B2).
(B1) Sea x € R. Entonces, existe (x —1,x+1) € Bxtalquex € (x —1,x +1).
(B2) Sean By, B, € Bk y sea x € By N By. Tenemos que analizar tres casos.

Caso (i): Si By = (a1,b1) y Bo = (ap,a7), entonces sabemos que x € (a1,b1) N (az,by) =
(a3/ b3)

Caso (ii): Si By = (a1,b1) y B, = (az,by) — K. Entonces
x € (a1,b1) N [(az, ba) — K] = [(a1,b1) N (a2, b2)] — K = (a3, b3) — K € B.
Caso (iii): By = (a1,b1) — Ky By = (ap,by) — K. Similar al caso anterior:
x € [(a1,b1) — K] N [(az,b2) — K] = [(a1,b1) N (a2, bp)] — K = (a3,b3) — K € Bg.
Por lo tanto, se cumple (B2). Con lo cual, por la Proposicién 1.19, la familia
3, ={U CR:Vx e U, 3B € By talquex € B C U},

es una topologia sobre R y Bk es una base para ella. Denotaremos por Rg al espacio to-

polégico (R, 13, ). |

Proposicién 1.22

Consideremos las tres topologias 13,, 75, y 15, sobre R definidas en el ejemplo ante-

rior. Entonces tenemos las siguientes comparaciones entre ellas:

8, C T8, 8, C T8y T8, || T8y -

Es decir, que 135, y 15, son propiamente mas finas que 13, y T, Y 15, Son incompara-

bles.
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)

C x—=a d é
Figura 1.1

_

a a+ 5t X x+1
Figura 1.2

Demostracién. Probaremos sélo 15, C 15,, el resto queda a cargo del lector. Véase el Ejercicio
1.12.

Para probar que 753, C 75, tenemos que probar dos cosas: uno que 75, esta incluida
en 13, y segundo que T3, no estd incluida en 75,. Para probar que 73, C 13, usamos la
Proposicion 1.14, ya que ambas topologias tienen bases. Sea (a,b) € B, y sea x € (a,b).
Entonces, existe [x,b) € Bs tal que x € [x,b) C (a,b). Por lo tanto, 73, C 1p,. Ahora
probemos que 13, € 7,.Sea [a,b) € Bg, el cual es un abierto de Rg. Esto es [a,b) € 15,. Pero
[a,b) no es un abierto de Ry, es decir, [a,b) ¢ 13,. Para probar esto usaremos la Proposicion
1.13. Existe x = a € [a, ) tal que para todo intervalo (¢, d) tal que x = a € (c,d) se tiene que

(c,d) € [a,b), véase la Figura 1.1. Por lo tanto, 13, C 13,. |

Ejemplo 1.23. = Losintervalos (—oo,b) y (a,00) son abiertos de IR,,. Veamos que (4, %) es
abierto. Para ello usamos la Proposiciéon 1.13. Sea x € (a, o). Entonces, existe (a + 84 x4+ 1) €
B, talquex € (a+ %% x+1) C (a,00), ver la Figura 1.2. Analogamente para el inter-

valo (—oo, D).

» Los subconjuntos [4,b) y Q son ejemplos de subconjuntos que no son abiertos de R,,.
Veamos que Q no es abierto de IR,.. Existe, por ejemplo, 1 € Q tal que para todo inter-
valo (a,b) que contiene a % se tiene que (a,b) ¢ Q. Esto se debe a la densidad de los

irracionales en R. [ |

Proposicién 1.24

Sea X un conjunto y sea S una coleccién de subconjuntos de X. Entonces la coleccién
Ts={UCX:VxelU dneNy3Sy,...,S, € Stalquex € S;N---NS, CULU{X}

es una topologia sobre X. Ademads, S es una subbase para ts.

Demostracion. Probemos que Ts cumple los tres axiomas para ser una topologia.
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(ET1) Por definiciéon X € tg5. También @ € tg. Pues, si @ ¢ Tg, entonces existe un
x € O tal que para todon € IN, y todo Sq,...,S5, € &S setienequex ¢ SyN---NS, or
S1N---NSy € @. Pero la afirmacién jjexiste un x € @!! es absurda.

(ET2) Sea {U, : « € T} C 715.Sea x € Uyer Un. Entonces existe un f € T tal que
x € Ug. Como x € Ug y Ug € Tg, entonces por definicién de 75 existe un n € N y existen
S1,...,Sn € Stalquex € SyN---NS, C LI/;. Ahora, como U/; C Uger Un, tenemos que
x€51N---NSy C Uper Un. Por lo tanto Jyer Un € Ts.

(ET3) Sean U,V € 15.Seax € UNV.Luegox €c Uyx € V.Como U € 15, dn € Ny
351,...,Spn € Stalquex € S N---NS,; C U. Andlogamente, como V € 75y x € V, existe
ke INy3dRy,...,Rx € Stalquex € Ry N---NRg C V. Entonces, existe n + k € IN y existen
S1,---,Sw,Ry,..., Ry € S tal que

xeSN---NS;,NRN---NR,CUNYV.

Por lo tanto, UNV € t5. |

Sea X un conjunto y sea S una colecciéon de subconjuntos de X. Llamaremos a la topo-

logia 75 sobre X la topologia generada por la subbase S.

1.2. Subespacios

Hay una forma natural de obtener una nueva topologia a partir de una dada y un subcon-

junto cualquiera del espacio. El nuevo espacio es llamado subespacio del espacio original.

Proposicion 1.25

Sea (X, T) un espacio topolégico. Sea Y C X. Entonces la familia
w={UNY:Uert}

es una topologia sobre Y.

Demostracion. Comprobemos los tres axiomas de topologia.
(ET1) Como @, X € T (pues, T es una topologia sobre X), entonces por definicién de 1y
tenemosque @ =ONYectyyY=XNY € 1.

(ET2) Sea {V, : « € T} C 71y. Entonces, para cada « € T, existe un U, € 7 tal que
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V, =U,NY. Ahora

U= U.nY) = (U ua> NY € 1y.

ael ael ael
—_———
eT

(ET3) Sean V1, V, € ty. Por definicién de Ty, existen U;, Uy € Ttalque Vi = U1 NYy
Vo, = U, N'Y. Entonces

V1QV2:(ulﬂY)ﬂ(uZﬂY):ulﬂLIzﬂYGTy.
——

€T

Por lo tanto, Ty es una topologia sobre Y. u

Por la proposicién anterior podemos presentar la siguiente definicién.

Definicién 1.26
Sea (X, T) un espacio topolédgico y sea Y C X. La topologia subespacio sobre Y es

definida por ty = {UNY : U € 1}, y (Y, Ty) es llamado subespacio de (X, 7).

Sea X un espacio topolégicoe Y C X. Sea V C Y. Entonces:

V es un abierto del subespacio Y siy sélo si existe un abierto U de X tal que

Vv=Uuny.

Ejemplo 1.27. Consideremos el espacio IR,. Entonces el subespacio IN de IR, es el discreto.
Es decir, la topologia subespacio sobre IN es la discreta. En efecto, veamos que cada con-
junto unipuntual {n}, con n € N, es abierto del subespacio IN. Sea n € IN. Entonces el
intervalo abierto (n — 1,1 + 1) es abierto de R,,. Entonces (n —1,n + 1) NIN es un abierto
del subespacio N, pero (n —1,n+1) "IN = {n}. Por lo tanto, {n} es abierto del subespacio
IN.

Proposicion 1.28

Sea X un espacio topolégico y sea B una base de X. Sea Y C X un subespacio de X.

Entonces la colecciéon By = {BNY : B € B} es una base para el espacio Y.

Demostracién. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.26. u

Ejemplo 1.29. Consideremos el espacio R,. Sea Y = [0, 1]. Entonces el subespacio [0, 1] del

espacio R, tienea By = {(a,b) N [0,1] : a,b € Ry a < b} como una base. Describimos a los
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s
o
N|—= A~
—_

Figura 1.3: El conjunto V = {x e R: } < |x| < 1}

abiertos bdsicos del subespacio [0, 1]:

(

@ sib<0oa>1

[0,b) sia<0y0<b<1
(a,b)N1[0,1] =

(a,b) si0<a<b<l1

((2,1] si0<a<lyb>1 W

Cuando trabajemos con un espacio y un subespacio suyo, es importante indicar dénde
un subconjunto V' C Y es abierto: es abierto de X o es abierto de Y. Como el ejemplo si-
guiente mostrard, puede suceder que un V C Y puede ser abierto de Y pero no de X. La
reciproca si es verdad: si V C Y es abierto del espacio X, entonces V es también abierto de

Y (comprobarlo!).

Ejemplo 1.30. Consideremos el subespacio Y = [—1, 1] del espacio R,. Para analizar si un
subconjunto de Y es abierto o no, es importante tener una descripciéon de los abiertos basicos
de Y. Por definicién, tenemos que By = {(a,b) N [—1,1] : a < b} es una base del subespacio
Y. Entonces, los abiertos basicos de Y son de la forma:

(
%) sib< —1loa>1

[—1,b) sia<-1y —1<b<1
(a,b)N[-1,1] =

(a,b) si—-1<a<b<l1

((@,1] si-1<a<lyb>1

= El conjunto V = {x € R : } < |x| < 1} es abierto de Y pero no de R,. Veamos
primero que V es abierto de Y. Notemos que V = [—1, —%) U (%, 1} . Asi, vemos que
V es la unién de los abiertos basicos [—1, —%) y (%, 1} de Y. Entonces, V es abierto
de Y. Ahora veamos que V no es abierto de R,. Sea x = —1 € V. Entonces, para
cada intervalo abierto (a,b) (abierto basico de R,) tal que —1 € (a,b), se tiene que

(a,b) € V, véase la Figura 1.3.

= Bl conjunto C = {x € R: 1 < [x| < 1} = <—1,—%] U [%,1) no es un abierto

del subespacio Y (y por lo tanto, tampoco es abierto del espacio R;). Supongamos
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4 ] |
\ ]
-1 =

N =
o

N= ——
S
—

Figura 1.4: El conjunto C = {x e R: J < |x| < 1} = (—1,—%} U [%,1)

que C es abierto. Entonces para todo x € C, existe un abierto bésico de Y, digamos
B = (a,b)N[-1,1], tal que x € B C C. Como 3 € C, existe un intervalo abierto (a, b)
talque 1 € (a,b)N[-1,1] C C.Asia < J <b.Seay € Rtalquea <y < 1+ <bey >0,
véase la Figura 1.4. Entonces, y € B = (a,b) N [—1,1] ey ¢ C. Lo cual es absurdo. Por

lo tanto, C no es abierto de Y.

1.3. Conjuntos cerrados y clausura

Definiciéon 1.31

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto A C X es llamado cerrado de X si A es

un abierto del espacio X.

Ejemplo 1.32. Los intervalos cerrados [a,b] de R son cerrados del espacio R,. En efecto,
[a,b]¢ = (—oc0,a) U (b,o0) es un abierto de R,, porque los conjuntos (—o0,a) y (b, o) son

abiertos de R,,. [ |

Ejemplo 1.33. Los intervalos semi-abiertos (4, b] y [a,b) no son ni abiertos ni cerrados de R,,.
Ya sabemos que [a,b) no es abierto de R,,. Ahora [a,b)¢ = (—o0,a) U [b, c0). Entonces [a, b)*

no es abierto de R,, (comprobarlo!), es decir, [, b) no es cerrado de R,,. [ |

Ejemplo 1.34. Consideremos el subespacio Y = [0,1] U (2,3) del espacio R,. Entonces los
conjuntos [0,1] y (2,3) son abiertos de Y. En efecto, [0,1] = (=1,3)NYy (2,3) = (3,2)NY.
Notemos que Y — [0,1] = (2,3) y Y — (2,3) = [0,1]. Entonces [0,1] y (2,3) son cerrados de
Y. |

Ejemplo 1.35. Sea X un conjunto con la topologia cofinita. Entonces, A es cerrado de X siy
s6lo si A es finito o A = X. En efecto: sea A C X. Entonces, por definicién de la topologia

cofinita, tenemos que

Aescerrado <= Afesabierto <= (A°) esfinitoo (A°)° =X

< AesfinitooA=X. N
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Proposicion 1.36

Sea X un espacio topolégico. Entonces:

(C1) @y X son cerrados de X.
(C2) La interseccion arbitraria de cerrados de X es un cerrado de X.

(C3) La union finita de cerrados de X es un cerrado de X.

.

Demostracion. (C1) Como @ y X son abiertos de X, entonces @ = X y X = & son abiertos.
Entonces @ y X son cerrados.

(C2) Sea {F; : i € I} una familia de cerrados de X. Entonces, para cada i € I, F{ es un
bierto de X. Entonces

(ﬂ Fi> C =|JF.

iel iel

Cc
Como todos los F{ son abiertos, entonces por (ET2), | Ff es abierto. Luego, (ﬂ Fi) es
iel iel
abierto. Por lo tanto, (N F; es cerrado de X.
icl
(C3) Sean F y G cerrados de X. Entonces F¢ y G° son abiertos de X. Entonces (F U G)¢ =

F¢ N G€ es abierto, por (ET3). Por lo tanto, F U G es cerrado. |

Observacién 1.37. Cuando trabajamos con espacios y subespacios es importante indicar
dénde un conjunto es o no abierto/cerrado. También es importante tener presente e indicar
en dénde se toma complemento. Por ejemplo, si Y es subespacio de X y B C Y, entonces B¢
puede significar dos cosas: (1) el complemento de B relativo a X, es decir, B = X — B; 0 (2)
el complemento de B relativoa Y, esto es, B = Y — B. Por lo tanto, sera fundamental indicar

donde se toma complemento.

Proposicion 1.38

Sea X un espacio topolégico y sea Y un subespacio de X. Entonces, un conjunto B C Y

es cerrado de Y si y sélo si existe un cerrado A de X talque B=ANY.

Demostracién. Sea X un espacio topoldgico y sea Y un subespacio de X.Sea B C Y.

(=) Supongamos que B es cerrado de Y. Entonces B° = Y — B es abierto de Y. Con lo
cual existe un abierto U de X talque B = Y —B = UNY.Entonces B=Y — (B—-Y) =
Y- (UNY)=Y—-U=YN(X—-U). Tomando A := X — U, tenemos que A es cerrado de
XyB=YnNA.
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(<) Supongamos que A es un cerrado de X tal que B= ANY.Como B =Y —B =
Y- (ANY)=Y—-A=YN (X—A),tenemos que B = Y — B es abierto de Y. Por lo tanto,
——

abierto de X
B es cerrado de Y. [ ]

Definicién 1.39
Sea X un espacio topolégico y sea A C X. La clausura de A es el siguiente conjunto

cerrado de X:

A =[){C: Cesuncerrado de X tal que A C C}.

En palabras, la clausura de un conjunto A es la interseccién de todos los cerrados del
espacio que contienen a A. Observemos que como la clausura de A es una interseccién de

cerrados, ella misma es un cerrado del espacio. Ademads, observemos de la definicién que

A CA.

Ejemplo 1.40. Sea R con la topologia cofinita. Sea P = {0,2,4,6, ... }. Por el Ejemplo 1.35
sabemos que los conjuntos cerrados de R son los subconjuntos finitos y R mismo. Entonces,

el tinico cerrado que contiene a P es IR. Entonces,
P=(){C:CescerradoyPCC}=(|{R}=R. H

Ahora presentaremos algunas caracterizaciones ttiles para obtener la clausura de un

conjunto.

Proposiciéon 1.41

Sea X un espacio topolégico y sea A C X. Entonces, A (la clausura de A) es el menor

subconjunto cerrado de X que contiene a A.

Demostracién. Para probar que A es el menor cerrado de X que contiene a A debemos probar

los siguientes tres puntos.

1. A es cerrado. En efecto, por definicién, A es interseccién de cerrados. Con lo cual, A es

cerrado.

2. A C A. En efecto, como miembro en la familia {C : Cesun cerrado de X tal que A C

C} contiene a A, la interseccién contiene a A, esto es,

AC ﬂ{C : Cesun cerrado de X talque A C C} = A.
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3. Si Fes cerrado y A C F, entonces debemos probar que A C F. Supongamos que F es
cerradoy A C F. Entonces F € {C : C es un cerrado de X tal que A C C}. Con lo cual
A =N{C: Cesuncerrado de X tal que A C C} C F. |

La proposicién anterior nos da una forma de comprobar si un conjunto C es la clausura

de un conjunto A. Esto es, C es la clausura de A si y sélo si:
(1) C es cerrado;
(m ACCG;

(111) Si D es un cerrado tal que A C D, entonces C C D.

El siguiente resultado nos da una forma efectiva de obtener la clausura de un conjunto

A.

Proposicion 1.42

Sea X un espacio topolégico y sea A C X. Entonces,

x € A siy sélo si para todo entorno U de x, UN A # @.

Demostracién. (=) Supongamos que x € A. Sea U un entorno de x. Si UN A = @, entonces
A C U¢, siendo U€ cerrado. Entonces x € A C US, es decir, x ¢ U. Es absurdo pues x € U
(por ser U entorno de x).

(<) Supongamos que para todo entorno U de x, se tiene que UN A # @. Sea C un
cerrado de X tal que A C C. Entonces C¢ es abierto y ANC® = @. S5i x € C, entonces
C¢ (por ser abierto) seria un entorno de x, y por hipétesis tendriamos que C°N A # @,
lo cual serfa absurdo. Entonces, x ¢ C°. Es decir, x € C. Hemos probado que x € N{C :

Cescerradode Xy A C C} = A. n

Proposicion 1.43

Sea X un espacio topolégico y B una base para X. Sea A C X. Entonces,

x € A siy sblo si para todo abierto basico B € B tal que x € B, BN A # @.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.34. u

Ejemplo 1.44. Sea A = (0,1] C R. Calculemos la clausura de A en el espacio IR,. Primero,
ya sabemos que (0,1] C (0, 1]. El lector puede comprobar, al menos graficamente, que para

todo intervalo (a,b) de R tal que 0 € (a,b), entonces (a,b) N (0,1] # @. Entonces 0 € (0,1].
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Entonces, [0,1] € (0,1]. Ahora, como C = [0, 1] es cerrado de R, y (0,1] C [0, 1], entonces

(0,1] € [0,1] (por ser (0,1] el menor cerrado que contiene a (0, 1]). Por lo tanto, (0,1] =
[0,1]. |

Ejemplo 1.45. Calculemos la clausura de Q en IR,. Observemos que por la propiedad de
la densidad de los ntimeros racionales en IR, tenemos que para cualquier intervalo abierto

(a,b), (a,b) NQ # @. Entonces todo x € R pertenece a Q. Es decir, Q = R. u

Ejemplo 1.46. Determinemos la clausura de Z en el espacio Rs. Sabemos que Z C Z. Sea
ahora x € R — Z. Sabemos que existe un k € Z tal que k < x < k+1.Seay € R tal que
k < y < x. Entonces, tenemos que x € [y,k+1)y [y,k+1)NZ = @. En consecuencia,
x ¢ Z (pues encontramos un abierto [y, k + 1) del espacio Rs tal que contiene al punto x,

pero tiene interseccién vacfa con Z). Por lo tanto, Z = Z. |

Veamos algunas propiedades importantes de la clausura.

Proposicion 1.47

Sea X un espacio y sean A, B C X.
(1) AC A.
(2) A escerradode X siysolosi A = A.

(B) A=A

Demostracion. (1) Fue probado en la Proposiciéon 1.41.

(2) (=) Supongamos que A es cerrado. Como A C A, entonces A € {C: Ces cerradoy A C
C}. Entonces A = N{C : Cescerradoy A C C} = A. (<) Supongamos que A = A. Por
definicién, A es cerrado. Por lo tanto, A es cerrado.

(3) Es consecuencia de (2).

(4) Supongamos que A C B. Entonces A C B C B. Por la Proposicion 1.41, A es el menor
cerrado que contiene a A. Entonces A C B.

(5) Probamos por doble inclusién. (2) Primero, como A,B C A U B, entonces por el

punto (4), tenemos que A,B C AUB. Entonces AUB C AUB. (C). Por la Proposicién
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1.41 sabemos que A U B es el menor cerrado que contiene a A U B. Ahora, por el punto (1),
tenemos que A C Ay B C B. Entonces AUB C AUB,y AU B es cerrado (por ser una unién
finita de cerrados). Por lo tanto, A U B C AUB.

(6) Es consecuencia de (4). Los detalles a cargo del lector. |

Ejemplo 1.48. Veamos un ejemplo sencillo donde no se cumple que ANB C A N B. Sean

A =(0,1)y B = (1,2) abiertos de R,.. Entonces,
ANB=(0,1)N(1,2) =0 =0Q.

Por el otro lado, tenemos que

ANB=1(0,1)N(1,2)=1[0,1]N[1,2] = {1}.

Con lo cual, observamos que ANB ¢ AN B. n

Sea X un espacio y sea Y subespacio de X. Si A C Y, entonces A también es subconjunto
de X. Con lo cual, podemos considerar la clausura de A en el espacio X o su clausura en el
espacio Y con la topologia subespacio. Estas clausuras pueden ser distintas, por eso debemos

distinguirlas. Asi, cuando sea necesario denotaremos por:

~ )

Sea Y un subespacio de un espacio X, y sea A C Y. Entonces:
= A" denota la clausura de A en el espacio X.

= A" denota la clausura de A en el espacio Y (con la topologia subespacio).

Sea tiene la siguiente relacién entre la clausura de un conjunto en un espacio y en un

subespacio.

Proposicion 1.49

Sea X un espacio topolégico y sea Y un subespacio de X. Sea A C Y. Entonces:

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.40. L

Definicién 1.50

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto D de X es llamado denso de X si D = X.
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Ejemplo 1.51. Ya vimos que en el espacio R, tenemos que Q = RR. Entonces Q es denso en

Ru. .
Proposiciéon 1.52

Sea X un espacio topolégico y D C X. Entonces:
(1) D es denso en X siy sélo si para cada abierto no vacio U se tiene que U N D # @.

(2) Si B es una base del espacio X, entonces D es denso en X si y s6lo si para cada

abierto basico B € B no vacio se tiene que BN D # @.

Demostracién. (1) (=) Supongamos que D es denso en X, esto es, D = X. Sea U un abierto
no vacio de X. Entonces, existe un x € U. Como x € X = Dy x € U, tenemos por la
Proposiciéon 1.42 que UN D # @. («). Sea x € X. Sea U un abierto tal que x € U. Entonces
U es no vacio. Luego, por hipétesis, U N D # @. Esto implica que x € D. Por lo tanto, X = D.

(2) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.42.

Ejemplo 1.53. Sea 7,4 = {(a,0) : a € R} U {®,R} la topologia del rayo derecho (véase el
Ejemplo 1.7). Vemos que Z es denso en este espacio. Sea U un abierto no vacié. Entonces
U =RoU = (a,0). En cualquier caso, existe un k € Z tal que k € U. Es decir, UNZ #
@. |

Introducimos ahora un concepto estrechamente relacionado con el de clausura.
Definicién 1.54
Sea X un espacio topolégico y A C X. Diremos que xp € X es un punto de acumu-

lacién (también se conoce como punto limite) de A si para cada entorno U de x( se

tieneque UN A — {xo} # @.

Proposicién 1.55

Sea X un espacio topoldgico y sea B una base de X. Sea A C X. Entonces, un punto

xp € X es punto de acumulacién de A si y sélo si para cada B € B tal que xp € B se

tiene que BN A — {xo} # @.

Demostracién. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.43.

Al conjunto puntos de acumulacién de un conjunto A se lo suele llamar el conjunto

derivado de A y lo denotaremos por A’.
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Proposicion 1.56

Sea X un espacio topolégico y sean A, B C X. Entonces:

(1) Si A C B, entonces A’ C B'.
2 A=AUA
B) (AuB) = A’UB'.

(4) A escerrado de X siysolosi A’ C A.

Demostracion. Probamos s6lo (2), el resto queda a cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.44.
(2) Primero, por la Proposicién 1.47, tenemos que A C A. Por definicién de A’ y por la
Proposicion 1.42, tenemos que A’ C A.Entonces, AUA’ C A.Seaahorax € A.Six € A,
entonces x € AU A’. Supongamos que x ¢ A. Probemos que x € A". Sea U un entorno de x.
Como x € Ay U es un entorno de x, tenemos por la Proposicion 1.42 que UN A # @. Como
x ¢ A, setiene que x ¢ UN A. Entonces UN A — {x} # @. Por lo tanto, x € A’. Por lo tanto,
hemos probado que A C AU A'. |

Ejemplo 1.57. Sea X un conjunto y consideremos la topologia cofinita sobre X. Probaremos

que para cada conjunto A C X, tenemos que

A X si Aesinfinito

@  si A es finito.
Supongamos primero que A es infinito. Debemos probar que A’ = X. Sea x € X. Sea U
un abierto de X tal que x € U. Debemos probar que UN A — {x} # @. Como U es abierto
es de la forma U = X — {xy,...,x,}. Entonces x # x; para todoi = 1,...,n. Como A es
infinito, existe uny € Atal quey ¢ {x1,...,x,,x}. Entoncesy € UN A — {x}. Con lo cual

UNA—{x} # @. Entonces x € A’. Por lo tanto, A’ = X.
Supongamos ahora que A es finito. Debemos probar que A’ = @. Vamos a probar que

ningtn elemento de X pertenece a A’. Sea x € X. Tenemos dos casos: x € Ao x ¢ A.

Caso1: x € A.Sea U = A° U {x}. Entonces U es abierto y x € U. Ahora

ANU—A{x} =An(A"U{x}) —{x} =@
~{x}

Entonces, x ¢ A’.

Caso2: x ¢ A.Sea U = A°. Entonces U es abierto de X y x € U. Como

UNA—{x}=ANA—{x} =0
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tenemos que x ¢ A’.

Por lo tanto, A’ = @. |

Finalizamos esta seccién presentando la definicién de ciertos espacios topolégicos que

son muy importantes y los cuales aparecen muy a menudo en matematica.

Definicién 1.58
Diremos que un espacio topolégico X es de Hausdorff si para todo par de puntos

distintos x e y de X, existen dos conjuntos abiertos disjuntos U y V de X tales que

xeUeyeV.

Ejemplo 1.59. R con la topologia usual es de Hausdorff. En efecto, sean x,y € R distintos.
Supongamos que x < y. Entonces sabemos que existe un c € R tal que x < ¢ < y. Entonces,
existen (x —1,¢) y (c,y + 1) abiertosde R, talque x € (x —1,¢),y € (c,y+1)y (x —1,¢) N
(cy+1)=0Q. ]

Proposicion 1.60

Todo subconjunto finito de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Demostracion. Probemos primero que todo subconjunto unipuntual de X es cerrado. Sea
x € Xy probemos que {x} es cerrado. Para ello debemos probar que {x}¢ = X — {x} es
abierto. Usaremos la Proposicion 1.8. Sea y € {x}°. Entonces y # x. Por ser X de Hausdorff,
existen dos abiertos Uy V de X talesquex € U,y € Vy UNV = @. Entonces, se puede
comprobar que y € V C U° C X — {x} = {x}°. Es decir, existe un abierto V tal que
y € V C {x}*. Entonces, por la Proposicién 1.8, {x}° es abierto. Por lo tanto, {x} es cerrado.

Ahora probemos que cualquier subconjunto finito es cerrado. Sea A C X finito. Digamos
A={xy,...,x,}.Entonces A = {x1} U---U{x,}.Conlo cual, A es unién finita de cerrados,

entonces A es cerrado. [ |

Definicién 1.61

Sea X un espacio topolégico. Diremos que una sucesion (x,) de puntos de X converge

a un punto xq si para todo entorno U de x, existe un ny € IN tal que x, € U, Vn > ny.

Sabemos que toda sucesién convergente de ntimeros reales (en el sentido usual estudiado
en un curso de Anadlisis) converge a un tnico nimero. Esto no es verdad en el contexto
de espacios topolégicos arbitrarios. En cambio, si el espacio es de Hausdorff, entonces se

cumple que las sucesiones convergen a lo sumo un punto.
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Proposicion 1.62

Si X es un espacio de Hausdorff, entonces toda sucesiéon de puntos de X converge a lo

sumo a un punto de X.

Demostracion. Sea X un espacio de Hausdorff. Supongamos que (x,) es una sucesién de
puntos de X que converge a dos puntos distintos xg e . Como xg # yo, existen dos abiertos

disjuntos U y V tales que xg € U e yp € V. Por definicién de convergencia tenemos que:
= xo € U = dng € Ntalquex, € U, Vn > nj.
= Yo €V = dmp € Ntalquex, € V,Vn > my.

Supongamos que 1y < my. Entonces, de los dos puntos anteriores obtenemos que x;,, € U

y Xm, € V. Absurdo, pues U y V son disjuntos. Por lo tanto, xo = yo. n

1.4. Interior y Frontera

Definicién 1.63
Sea X un espacio topoldgicoy A C X. El interior de A se denota por A° y se define

comao:

AO:U{UQX:UesabiertodeXyUQA}

En palabras, el interior de un conjunto A es la unién de todos los abiertos que estan
inclluidos en A. Observemos que el interior de A es una unién de abiertos, entonces es
también un abierto. Ademés A° C A.

El lector puede notar que la definicién de interior es dual a la de clausura. En lugar de
usar interseccién, se usa unién. En lugar de usar cerrados, se usan abiertos. Y en lugar de
que A este incluido en el cerrado, los abiertos estdn incluidos en A. Varias propiedades y
resultados sobre el concepto de interior son duales al de los de clausura, asi que dejaremos

a cargo del lector muchas de sus demostraciones.

Proposicion 1.64

Sea X un espacio topolégico y A C X. Entonces, A° (el interior de A) es el mayor

abierto incluido en A.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.48. L
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En palabras, un U es el interior de un conjunto A si:
(1) U es abierto.
(m u C A.

(111) Si V es un abierto tal que V C A, entonces V C U.

Proposicion 1.65

Sea X un espacio topolégicoy A C X. Sea x € X. Entonces
(1) x € A° siy solo si existe un U abierto tal que x € U C A.

(2) Siel espacio X tiene una base B, entonces

x € A°siysolosiexiste B€ Btalquex € B C A.

Demostracién. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.49. u

Ejemplo 1.66. Sea A = (0,1] C R. Calculemos el interior de A en el espacio IR,. Sabemos
que (0,1]° C (0,1]. El lector puede comprobar (al menos graficamente) que 1 ¢ (0,1]°,
porque para cualquier intervalo abierto (a,b) que contiene a 1, se tiene que (a,b) ¢ (0,1].
Entonces (0,1]° C (0,1). Como (0,1) es abiertoy (0,1) C (0, 1], entonces (0,1) C (0,1]°. Por
lo tanto, (0,1]° = (0,1). |

Proposiciéon 1.67

Sea X un espacio topolégico y sean A, B C X. Entonces:
(1) A° C A.

(2) Aesabiertosiysolosi A= A°.

(3) (4°)°.

(4) Si A C B, entonces A° C B°.

(5) (ANB)° = A°N B°.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.51. L
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Definicion 1.68

Sea X un espacio topoldgicoy A C X. La frontera del conjunto A se denota por Fr(A)

y se define como:

Fr(A) = AN A
Proposicién 1.69

Sea X un espacio topolégicoy A C X. Entonces
1. Fr(A) es cerrado.
2. A es abierto y cerrado si y sélo si Fr(A) = @.

3. x € Fr(A) siy sélo si para cada entorno U de x se tiene que UNA # @y
UNA#Q.

4. A= A°UFr(A).

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.55.

1.5. Funciones continuas

Definicién 1.70

Sean (X, tx) y (Y, Ty) espacios topolégicos. Diremos que una funcién f: X — Y es

continua si para todo V € Ty, se tiene que f (V) € 1x.

Es dedir,

Diremos que una funcién f: X — Y es continua del espacio X en el espacio Y si

f~1(V) es abierto de X, para todo abierto V de Y.

Ejemplo 1.71. Si X es un espacio con la topologia discreta, entonces para cualquier espacio
Y se tiene que toda funcién f: X — Y es continua. En efecto, sea V un abierto de Y. Como

f~1(V) C X y X tiene la topologia discreta, f 1 (V) es abierto de X. u

Cuando el espacio de llegada tiene una base, tenemos la siguiente caracterizacién ttil de

continuidad.
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Proposicién 1.72

Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea C una base de Y. Entonces, una funcién f: X — Y

es continua si y s6lo si para cada V € C, f~1(V) es abierto de X.

Demostracion. (=) Supongamos que f: X — Y es continua. Sea V & C. Entonces V es en
particular un abierto de Y. Entonces, por ser f continua, f ! (V) es abierto de X.

(<) Supongamos que f~!(V) es abierto de X para todo V € C. Probemos que f es
continua. Sea W un abierto de Y. Debemos probar que f~!(W) es abierto de X. Usamos
la Proposicién 1.8. Sea x € f~!(W). Entonces, f(x) € W. Como W es abierto de Y y C es
una base de Y, existe un V € C tal que f(x) € V C W. Entonces, x € f~1(V) C f~}(W).
Por hipétesis, f 1 (V) es abierto de X. Es decir, existe un abierto U := f~!(V) tal que x €
U C f~1(W). Entonces, podemos afirmar que f~!(W) es abierto de X. Por lo tanto, f es

continua. [ |

Ejemplo 1.73. Consideremos los espacios R, y Rg, y la funcién f: R — R definida por

f(x) = x (es decir, la funcién identidad).

» f: Rg — R, es continua. En efecto, para cada abierto basico (a,b) del espacio Ry, se

tiene que f~!((a,b)) = (a,b) es un abierto de Rg.

= f: R, — Rgnoes continua. En efecto, existe el abierto [0,1) de R tal que f~1([0,1)) =
[0,1) no es un abierto de R,,. |

Ejemplo 1.74. Sea R* := R — {0} subespacio de R,. Sea f: R* — R definida por f(x) = 1.
Entonces f es continua del espacio R* al espacio R,.. En efecto, sea V = (a,b) un abierto

bésico de R;,. Entonces, se puede probar (o al menos comprobar graficamente) que

1(8)) = (%,%) sia>00b<0
(—oo l) U (%oo) sia <0< b.

/a
’a

Ambos conjuntos <l l) y (—oo 1) U (%,oo) son abiertos del espacio R*. H

En caso que el espacio de llegada tenga una subbase tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicion 1.75

Sean X e Y espacios, y sea S una subbase de Y. Entonces, una funcién f: X — Y es

continua si y s6lo si f~1(S) es abierto de X paratodo S € S.
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Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 1.60. u

Las siguientes caracterizaciones de continuidad nos seran de muchas ayuda a lo largo
del apunte, por eso es importante que el lector las tenga en cuenta siempre que hablemos de

funcién continua.

Proposicion 1.76

Sean X e Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcién. Las siguientes condiciones

son equivalentes.

(1) f escontinua.

(2) Paratodo A C X, f (Z) C m

(3) f~1(B) es un cerrado de X, para todo B cerrado de Y.

(4) Para cada x € X y cada entorno V de f(x), existe un entorno U de x tal que

fu) cv.

Demostracién. (1) = (2) Sea A C X.Seay € f (A). Entonces y = f(x) para algtn x € A.
Sea V un abierto del espacio Y tal que y € V. Luego f(x) = y € V. Entonces x € f~ (V).

Conlo cual f~1(V) N A # @. Entonces VN f(A) # @. Por lo tanto, y € f(A).
(2) = (3) Sea B un cerrado del espacio Y. Tomando A := f~1(B), tenemos por (2) que

f(F(B)) < F(F(B)).

Como f (f~1(B)) C B, se tiene que f (f~1(B)) C B = B. Entonces,

f(FT(B)) € B = FI(B) < f(B).

Con lo cual, f~1(B) = f~1(B). Por lo tanto, f !(B) es cerrado de X.
Las implicaciones (3) = (1), (1) = (4) y (4) = (1) son sencillas y se dejan a cargo del
lector. u

Proposicién 1.77

Sean X e Y espacios topolédgicos y f: X — Y una funcién. Sea C una base del espacio
Y. Entonces, f es continua si y sélo si para cada x € X y para todo C € C tal que

f(x) € C, existe un entorno U de x tal que f(U) C C.

Demostracion. A cargo del lector. L
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Ejemplo 1.78. Consideremos el espacio R,. Entonces, una funcién f: R — R es continua
del espacio R, en R, si y sélo si f es continua segtn la definicién € — ¢ estudiada en Anélisis
Real. Recordemos que una funcién f: R — R es continua segtn la definicién € — ¢ si para

todo xg € R se cumple que

para todo € > 0, existe un § > 0 tal que para todo x € IR:
x—x0| <0 = |f(x) - f(x0)| <e.

Notemos también que

x —x9| <6 <= x€(xg—06,x+59) (1.1)

f(x) = fxo)l <e == f(x) € (f(x0) =€ f(x0) +e)
= x€f 1 ((f(x)—e f(xo)+e)).

Entonces, se tiene que la implicacién |x — xo| < 6 = |f(x) — f(x0)| < € es equivalente a

(1.2)

la inclusion
(xo—8,x0+8) C f ((f(x0) — € f(x0) +€)). (1.3)

(=) Supongamos que f es continua del espacio R, en R,. Sea xo € Ry € > 0. Entonces

f(x0) € (f(x0) — € f(x0) +€). Luego

xo € f1| (f(x0) —€ f(x0) +€)

- 7

NV
abierto de R,

Entonces, existe un intervalo abierto (c, d) tal que

x0 € (¢,d) € fH ((f(x0) —€ f(x0) +e€)).

min{xy—c,c—d}
2

Tomando J := , se obtiene que

(xo—d,x0+6) C (c,d) C f~1 ((f(x0) — €, f(x0) +€)).

Por lo tanto, f es continua segtn la definicién € — 4.
(<) Supongamos que f es continua segun a la definicién € — § de Analisis. Sea (a,b)
un abierto basico del espacio R,. Debemos probar que f~!(a,b) es abierto de Ry. Sea xy €

f~1(a,b). Entonces f(xo) € (a,b).Sea € := mm{f(xO)_Z”’b_f(x‘))}. Notemos que

(f(x0) =€ f(x0) +€) C (a,b).
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Ahora, como € > 0, existe § > 0 tal que

(xo—8,x0+8) C f ((f(x0) —€ f(x0) +€)).

Entonces, por lo anterior obtenemos que

X0 € (x0— 6,70 +6) C £ (F(x0) — € f(x0) +€) C £ (a,b).

- i

abierto béasico de Ry,

Por lo tanto, f~!(a, b) es abierto de R,,. |

Definicién 1.79

Sean X e Y espacios y f: X — Y una funcién. Diremos que:
= f es abierta si para cada U abierto de X, se tiene que f(U) es abierto de Y.

= f es cerrada si para cada A cerrado de X, se tiene que f(A) es cerrado de Y.

Una funcién puede ser continua y no ser ni abierta ni cerrada. También, una funcién

puede ser abierta y no cerrado, o viceversa. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.80. Sea X un conjunto con la topologia discreta e Y un conjunto (con mas de
un elemento) con la topologia indiscreta. Sea f: X — Y cualquier funcién no constante.
Entonces f es continua (porque el dominio tiene la topologia discreta) y no es ni abierta ni
cerrada. Sea x € X. Entonces el conjunto unipuntual {x} es abierto y cerrado de X. Pero

f({x}) = {f(x)} no es ni abierto ni cerrado de Y, porque los tinicos abiertos de Y son Qe Y.

Ejemplo 1.81. Veamos un ejemplo de una funcién continua y abierta, pero no cerrada. Sea
f:(0,+00) — R (con las topologias usuales) dada por f(x) = 1. Entonces:

f es continua: En efecto, en Andlisis se prob6 que es continua segin la definicién € — 6.
Entonces, por el Ejemplo 1.78, f es continua.

f es abierta: Los abiertos bésicos del espacio (0, +o0) son de la forma (a,b) con0 < a < b.

Sean 0 < a < b. Entonces:

y € f(a,b) < y= f(x) paraalgan x € (a,b)

1 .
@y:;paraalguna<x<b
— _! ara algun x tal ue1<11

y=7P g que <7y

11
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Entonces f(a,b) = (3,1) para0 < a < b. Con un argumento similar podemos mostrar que
£(0,b) = (4, +0). Entonces, f(a,b) es abierto de R para todos 4,b € R tales que 0 < a < b.

f no es cerrada: El conjunto [1, +-00) es un cerrado del espacio (0, +o0), pero f([1, +c0)) =

(0,1] no es cerrado del espacio R. |

Definiciéon 1.82

Sea X e Y espacios. Diremos que una funcién f: X — Y es un homeomorfismo si f es

biyectiva, continua y abierta.

Observacién 1.83. Sean X e Y espacios y f: X — Y una funcién biyectiva. No es dificil
probar que f es abierta si y s6lo si la funcién inversa de f, f1: Y — X es continua (véase
el Ejercicio 1.63). Entonces, una funcién f: X — Y es un homeomorfismo si y sélo si es

biyectivay fy f~! son continuas.

El lector puede comprobar sin dificultad, usando propiedades de funcién, quesi f: X —
Y es un homeomorfismo, entonces la funcién inversa f~': Y — X (la cual existe pues f
es biyectiva) es también un homeomorfismo. Diremos que dos espacios X e Y son homeo-
morfos si existe un homeomorfismo f: X — Y. Que dos espacios X e Y sean homeomorfos

significa que ellos son, topolégicamente hablando, iguales.

Ejemplo 1.84. Consideremos el subespacio (—1,1) del espacio R,. Entonces, los espacios

(—=1,1) y R, son homeomorfos. La funcién f: (—1,1) — R definida por:

es un homeomorfismo. En efecto, primero recordemos de Analisis Real que f es continua
segln la definicién € — J, ya que es el cociente de dos funciones continuas. Ahora, por el
Ejemplo 1.78, sabemos que f es también continua en nuestro sentido (Definicién 1.70). Por

otra parte, f es biyectiva porque la funcién ¢: R — (—1,1) definida por

es la inversa de f, estoes, (fog)(y) = yy (gof)(x) = x, paratodoy € Ry todo x €
(—1,1). n

Diremos que una propiedad (P) es topolégica si un espacio X tiene la propiedad (P) y

es homeomorfo a un espacio Y, entonces Y también tiene la propiedad (P).
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Si X e Y son homeomorfos, entonces satisfacen exactamente las mismas propiedades to-
polégicas. Asi, podemos pensar que dos espacios homeomorfos son topolégicamente idénticos,

no se pueden diferenciar por una propiedad topolégica.

Proposicién 1.85: Construccién de funciones continuas

Sean X, Y, Z espacios topoldgicos.

(1) (Inclusién) Si A es un subespacio de X, entonces la funcién inclusién i: A — X,

definida por i(a) = a para todo a € A, es continua.

(2) (Composiciéon) Si f: X — Yy g: Y — Z son continuas, entonces la funcién com-

posicién go f: X — Z es continua.

(3) (Restriccién del dominio) Si f: X — Y es continua y A es un subespacio de X,

entonces la funcién restriccion” f},: A — Y es continua.

(4) (Restriccién del rango) Si f: X — Y es continua y Z es un subespacio de Y tal que

f(X) C Z, entonces la funcién f: X — Z es continua.

(5) (Extension del rango) Si f: X — Y e Y es subespacio de Z, entonces la funcién

f: X — Z es continua.

“Recordemos que para una funcién f: X — Yy A C X, la funcién restriccién f}, : A — Y es definida

por f;,(x) = f(x) paratodo x € A.

Demostracién. (1) Sea U un abierto de X. Se puede comprobar facilmente que i~ 1(U) =
U N A, el cual es un abierto del subespacio A.

(2) Sea W un abierto de Z. Por ser ¢ continua, ¢~ ! (W) es un abierto de Y. Ahora, por ser f
continua tenemos que f ~1(g~!(W)) es abierto de X. Entonces (go f) "} (W) = f~ (g1 (W))
es abierto de X. Por lo tanto, go f: X — Z es continua.

(3) Sea V un abierto de Y. Se puede comprobar que fr;l(V) = AN f~Y(V), el cual es un
abierto del subespacio A, ya que por ser f continua, f~!(V) es abierto de X.

(4) Supongamos que f: X — Y es continua, Z C Yy f(X) C Z. Sea W un abierto del
subespacio Z. Entonces, existe un abierto V de Y tal que W = V N Z. Ahora f~}(W) =
L (vnz) = fY(V)n f1(Z). Como f(X) C Z, tenemos que X = f!(Z). Entonces,
W) = f-Y(V)NnX = f1(V) que es abierto de X por ser f continua. Por lo tanto,
f: X — Z es continua.

(5) Supongamos que f: X — Y es continua e Y C Z. Debemos probar que f: X — Z
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es continua. Sea W un abierto de Z. Entonces el conjunto V := W NY es un abierto del
subespacio Y. Por ser f continua, tenemos que f~ (V) es abierto de X. Ahora, f~1(V) =
FAWnNY) = fFYW)n YY) = fY(W)Nn X = f~1(W). Entonces, f (W) es abierto de

X. Por lo tanto, f: X — Z es continua. u

Ejercicios propuestos

Topologia

Ejercicio 1.1. Sea X = {a,b,c,d,e}. Determinar si las siguientes colecciones son topologias

sobre X.
« 7 = {X,0,{a}, {a,e},{a,d}}.
« T ={X,0,{a,b,c},{bcd}{abcd}}
« 7 ={X,0, {a},{a,b},{a,cd} {abcd}.

Ejercicio 1.2. Sea X un conjunto y sea T una topologia sobre X. Probar que T es la topologia

discreta sobre X (T = 14;5) si y s6lo si {x} € 7 para todo x € X.
Ejercicio 1.3. Sea X un conjunto infinito.
(a) Probar que la coleccién
Toum = {U C X : U es numerable} U {®}

es una topologia sobre X.

(b) Determinar si la coleccion
T={UC X : U esinfinito} U {X}
es una topologia sobre X.

Ejercicio 1.4. Sea (X, T) un espacio topolégico. Sea co un elemento que no pertenece a X.
Sea X := X U {oo}. Probar que la coleccion 7o = TU {U U {c0} : U € T} es una topologia

sobre X donde el conjunto unipuntual {0} es abierto.

Ejercicio 1.5. Para cadan € N,sea U, = {n,n+1,n+2,...}. Probar que t = {U, : n €
IN} U {@} es una topologia sobre IN.
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Ejercicio 1.6. Sea {7; : i € I} una familia de topologias sobre X. Probar que la coleccién

=7

iel

es una topologia sobre X.

Ejercicio 1.7. Sea T una topologia sobre un conjunto X. Sea B una base de 7. Probar que un

U C X es abierto si y s6lo si para cada x € U, existeun B € Btalquex € B C U.

Ejercicio 1.8. Considerar la siguiente coleccion de intervalos abiertos: C = {(x —€,x +¢€) :

x € Rye > 0}. Probar que C es una base para R,,.

Ejercicio 1.9. Sea 7,y = {(a,00) : a € R} U{®, R} la topologia del rayo derecho sobre R.

Hallar una base (no trivial) para 7,4.

Ejercicio 1.10. Sea I el conjunto de nimeros reales irracionales. Sea
T={UUV:Uesunabiertode R,y V C I}.

Probar que T es una topologia sobre R y hallar una base para 7. (El espacio (IR, T) es llamada

la recta dispersa.)

Ejercicio 1.11. Sea X un conjunto y sean 7; y T, dos topologias sobre X. Sea 31 una base de

T1. Probar que si B; C 1, entonces 11 C 1.

Ejercicio 1.12. Considerar las tres topologias 1,, 75, y 15, sobre R definidas en el Ejemplo

1.21. Probar que:

(a) 73, C T3s- (b) 73, C TBk- (©) TBs ‘ ’TBK (TBS Y Bk son in-

comparables).
Ejercicio 1.13. Comparar las siguientes topologias sobre IR:
= La topologia del rayo derecho 7,; = {(4,) : a € R} U{®,R}.
= La topologia cofinita.
= La topologia usual 13, .

Ejercicio 1.14. Sea X un conjunto y sea B una familia de subconjuntos de X que satisface las

condiciones (B1) y (B2). Probar que

5= {UCX:3B) C Bralque U =JBo}.
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Ejercicio 1.15. Sea T una topologia sobre X, y sea I3 una base para 7. Probar que B satisface

las condiciones (B1) y (B2). Probar que T = 13.

Ejercicio 1.16. Sea C = {R, @} U {(—o0,4q) : g es un racional}.
(a) Mostrar que C no es una topologia sobre IR.

(b) Probar que C es una base para una topologia.

(c) Determinar la topologia generada por la base C.

Ejercicio 1.17.

(a) Considerar el espacio R,,. Probar que la familia Bo = {(p,q) : p,g € Qy p < g} esuna

base para la topologia del espacio R,.

(b) Considerar el espacio Rg (la recta Sorgenfrey). Probar que la familia Bg = {[p,q) : p,q €
Q vy p < g} no es una base para la topologia del espacio Rs.

(c) Probar que la familia B = {[p,q) : p,q € Qy p < q} es una base para una topologia
sobre R (es decir, que satisface las condiciones (B1) y (B2)). Probar que la topologia del

espacio IR es estrictamente mas fina que la topologia 75,

Ejercicio 1.18. Sea R x IR el plano cartesiano. Considerar las siguientes colecciones de sub-

conjuntos de R x RR:

» By ={(a,b) x (¢c,d) :a,b,c,d € R}.

= Bf ={B(x,r):x € Ryr > 0}.
(a) Probar que By, es una base para una topologia sobre R x IR.
(b) Probar que B es una base para una topologia sobre R x R.

(c) Probar que las topologias 75, y 153, son iguales.

Ejercicio 1.19. Considerar la siguiente colecciéon de rectdngulos semi-abiertos
B={[ab)x[cd):a<byc<d}

enel plano R x R.

(a) Probar que B es una base para una topologia sobre R x IR.



40 1.5. Funciones continuas

(b) Sea Ts la topologia generada por la coleccién B. El espacio (R?, 7s) se suele llamar el
plano Sorgenfrey. Sea Y = {(x,y) : y = —x}. Probar que Y con la topologia subespacio

relativa a 75 es la topologia discreta.

Ejercicio 1.20. Sea X un conjunto y T una topologia sobre X. Sea S C 1. Probar que § es una

subbase de T siy sélo si la coleccién
Bs = {Slﬂ---ﬂSn:n GNySl,...,Sn ES}
es una base de 7.

Ejercicio 1.21. Sea S = {(—o0,b) : b € R} U {(a,) : a € R}. Probar que S es una sub-
base del espacio topolégico R,. Ademds, probar que la base Bs estd formada por todos los

intervalos abiertos (a,b) de R. Esto es, probar que Bs = {(a,b) : a,b € Ry a < b}.

Ejercicio 1.22. Sea 7., la topologia cofinita sobre N = {1,2,3,... }. Probar que la coleccién
S={N—-{n}:neN}
es una subbase para Ty .

Ejercicio 1.23. Sea X = {a,b,c,d,e} ysea S = {{a,b,c},{c,d},{d, e} }. Determinar la base
Bs, y hallar la topologia s sobre X generada por la subbase S.

Ejercicio 1.24. Sea P = {2,4,6,...} C N.Sea S = {{1},{2},P}. Describir por extensioén

los miembros de la base Bg, y los miembros de la topologia ts.

Ejercicio 1.25. Sea X = R x R. Sea § = {/ : { es una linea recta en R x R}. Probar que la
topologia generada por S es la topologia discreta. Es decir, probar que 75 = Tyjs.
(Indicacién: Recuerde que T es la topologia discreta sobre un conjunto X si y sélo si {x} € T para

todo x € X.)

Subespacios

Ejercicio 1.26. Sea X un espacio topoldgico y sea B una base de X. Sea Y C X un subespacio

de X. Probar que la coleccion By = {BNY : B € B} es una base para el espacio Y.

Ejercicio 1.27. Sea X un espacio y sea Y C X un subespacio abierto de X. Probar que todo

V C Y abierto de Y es también abierto de X.

Ejercicio 1.28. Sea R* = R — {0} el subespacio del espacio IR,,. Describir los abiertos basicos

del subespacio IR*.
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Ejercicio 1.29. Demostrar que todo subespacio de un espacio discreto es discreto.

Ejercicio 1.30. Sean A, B, C subconjuntos de un espacio topolégico X tales que C € A U
B. Dadas las topologias subespacios de A, B'y AU B, probar que si C es un abierto del
subespacio A U B, entonces C N A es un abierto del subespacio A y C N B es un abierto del

subespacio B. Mostrar que la reciproca no se cumple.

Conjuntos cerrados y clausura

Ejercicio 1.31. Sea X un conjunto. Sea C una familia de subconjuntos de X que cumple las

siguientes condiciones?

(C1) ©,XeC.
(C2) Si{Cy:a €T} CC,entonces Nyer Ca € C.
(C3) SiCy,...,CeC,entoncesC;U---UC, € C.

Probar que la colecciéon T = {U : U° € C} es una topologia sobre X. Ademas, probar que A

es cerrado del espacio (X, T) siysélosi A € C.

Ejercicio 1.32. Sea X un espacio topolégico con una base B. Sea A un subconjunto cerrado

de X y xp € X tal que x9 ¢ A. Probar que existe B € Btalquexp € ByBNA =@.

Ejercicio 1.33. Sea X un espacio topdlogico. Sea U un abierto y A un cerrado de X. Probar

que:

(a) U — A es abierto de X.

(b) A — U es cerrado de X.

Ejercicio 1.34. Sea X un espacio topolégico y B una base para X. Sea A C X. Probar que:
x € Asiysélosiparatodo B € Btalquex € B, BN A # @.

Ejercicio 1.35. Considerar el conjunto X y la topolgia T del Ejemplo 1.5. Listar todos los

subconjuntos cerrados del espacio (X, T), y hallar las clausuras de los siguientes conjuntos:

A={a,b,e} B = {a,d} C={cd,e} D = {b,c,d}.

2Compare estas condiciones con aquellas en la Proposicién 1.36.
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Ejercicio 1.36. Considerar la topologia T = {U, : n € N} U {@} sobre IN dada en el Ejer-
cicio 1.5. Determinar los subconjuntos cerrados de este espacio. Hallar las clausuras de los

siguientes subconjuntos:
A ={3,15,77,213} y B={2n:n e NN}
¢Qué conclusién puede extraer sobre la clausura de un subconjunto de este espacio?

Ejercicio 1.37. Considerar la topologia del rayo derecho 7,5 = {(a,0) : 2 € R} U{Q®, R}
sobre R. Determinar los subconjuntos cerrados de este espacio. Hallar las clausuras de los

siguientes subconjuntos:
A = {3,15,77,213} B={2n:neIN} C=(-25).

Ejercicio 1.38. Para cada uno de los conjuntos siguientes determinar su clausura en los es-

pacios R;, Rg, Rk, y en R con la topologia cofinita.
(a) (a,b). (b) Z. (© K={l:nen}.

Ejercicio 1.39. Consideremos la topologia 75, sobre R generada por la base Bg = {[p,q) :

p,q €Qy p < q} (véase el Ejercicio 1.17). Determinar la clausura de los intervalos (0, v2) y

(v2,3).

Ejercicio 1.40. Sea X un espacio topolédgico y sea Y un subespacio de X. Sea A C Y. Probar

que A =A% nv.
Ejercicio 1.41. Sea X un conjunto infinito y sea xyp € X. Sea
T={UCX:xp¢g U}U{UC X:X\U esfinito}.
Probar que:
(a) T es una topologia sobre X.
(b) Para todo x € X tal que x # xy, el conjunto {x} es ambo abierto y cerrado.
(c) El conjunto {xo} es cerrado pero no es abierto.
(d) La familia B = {{x} : x # xo} U{X \ F : F C X finito} es una base para (X, 7).

(e) Paracada A C X,

_ A si A es finito
A —

AU{xp} si A esinfinito
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Ejercicio 1.42. Sea X un espacio topolégico y B una base de X. Sea D C X. Probar que D es

denso en X si y s6lo si para cada abierto basico B € BB no vacio se tiene que BN D # Q.

Ejercicio 1.43. Sea X un espacio topolégico y sea B una base de X. Sea A C X. Probar que
un punto xg € X es punto de acumulacién de A si y s6lo si para cada B € B tal que xo € B

se tiene que BN A — {xo} # @.
Ejercicio 1.44. Sea X un espacio topolégico y sean A, B C X. Probar que:
(1) Si A C B, entonces A’ C B'.
(2) (AUB) =A'"UB.
(3) (ANB) C A'nB.
(4) Aescerradode Xsiysolosi A’ C A.
Ejercicio 1.45. Sea X un espacio topolégicoy A C X. Probar que
xc A — xeA-{x}.
Ejercicio 1.46. Sea X un conjunto infinito y sea 7,s la topologia cofinita sobre X. Probar que
(X, Teof) MO es un espacio Hausdorff.

Ejercicio 1.47 (Operador de clausura Kuratowski). Sea X un conjunto. Sea {_}K P(X) —
P(X) una operaciéon que cumple los siguientes postulados: para todos A, B C X:
(K1) AUB. = AT UB".

(K2) Si A es vacio o consta de un sélo punto, A~ = A.
—K

(k3) AN =2~
Probar las siguientes propiedades:
(a) Si A C B, entonces AKX C B~

b NA CNA.

icl iel
(¢) Si A es finito, entonces AN = A
d) AcC A~
€ XX =X.
SeaCyx :={A C X: At = A}. Probar que la familia tx := {U C X : U° € Ck} es una

topologia sobre X.

(Indicacion: Utilice el Ejercicio 1.31.)
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Interior y frontera

Ejercicio 1.48. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Probar que A° (el interior de A) es el

mayor abierto incluido en A.
Ejercicio 1.49. Sea X un espacio topolégicoy A C X. Sea x € X. Probar que:
(1) x € A° siy sélo si existe un U abierto tal que x € U C A.

(2) Siel espacio X tiene una base B, entonces
x € A°siysoélosiexiste Be€ Btalquex € BC A.

Ejercicio 1.50. Sea X un espacio topolédgico y sea B una base para X. Probar que
A°=|J{BeB:BC A}

Ejercicio 1.51. Sea X un espacio topolédgico y sean A, B C X. Probar las siguientes propie-

dades.

(a) A° C A.

(b) A es abiertosiysoélosi A = A°.

@ (A°)"

(d) Si A C B, entonces A° C B°.

(e) (ANB)° = A°NB°.

Ejercicio 1.52. Sea X un espacio topolégicoy A C X. Probar que:

(a) Si A es abierto, entonces A C (A) ‘.

(b) Si A es cerrado, entonces A° C A.

Ejercicio 1.53. Sea X un espacio topolégicoy A C X. Entonces

A= (A y (A =(A).

Ejercicio 1.54. Sea X un espacios y sea Y un subespacio abierto de X. Sea A C Y. Probar que
A = A°NY.

Ejercicio 1.55. Sea X un espacio topolégico y A C X. Probar las siguientes propiedades.
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(a) Fr(A) es cerrado.

(b) A es abierto y cerrado si y sélo si Fr(A) = @.

(c) x € Fr(A) siy sélo si para cada entorno U de x se tieneque UN A # Qy U N A # Q.
(d) A= A°UFr(A).

Ejercicio 1.56. Sea X un espacio topoldgico y sea B una base para X. Sea A C X. Probar que

x € Fr(A) siy s6lo si para todo B € B tal que x € Bsetieneque BN A # @y BN A # Q.

Ejercicio 1.57. Sea A = [0,1). Hallar el interior y la frontera de A en los espacios R,, Rs, y
Rk.

Funciones continuas
Ejercicio 1.58. Probar que toda funcién constante es continua.

Ejercicio 1.59. Sea X un conjunto con la topologia indiscreta, es decir, los tinicos abiertos de

X son @y X. Probar que una funcién f: X — R, es continua si y s6lo si f es constante.

Ejercicio 1.60. Sean X e Y espacios topolégicos, y sea S una subbase de Y. Probar que una

funcién f: X — Y es continua si y s6lo si f~1(S) es abierto de X paratodo S € S.

Ejercicio 1.61. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea f: X — Y una funcién. Probar que las
siguientes condiciones son equivalentes:
(1) f es continua.

(1) Paratodo B C Y, f~1(B) C f~(B).

Ejercicio 1.62. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea f: X — Y una funcién. Sea C una base

del espacio Y. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
(I) f es continua.

(11) Para todo x € X y para cada C € C tal que f(x) € C, existe un entorno U de x tal que
fuycc.

Ejercicio 1.63. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea f: X — Y una funcién biyectiva. Probar

que f es abierta si y s6lo si la funcién inversa f~!: Y — X es continua.

Ejercicio 1.64. Probar que:
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(a) Todo intervalo abierto (a,b) es homeomorfo al intervalo (0,1), ambos como subespacios

de R,,.

(b) Cualquier para de intervalos abiertos (4, b) y (¢, d) son homeomorfos, ambos como subes-

pacios de R,,.

(c) Cualquier intervalo abierto (a,b) (como subespacio de IR,) es homeomorfo al espacio

]Ru-

Ejercicio 1.65. Sea Y un espacio topoldgico y sea X un conjunto. Sea f: X — Y una funcién
biyectiva. Probar que

T={UC X: f(U) es un abierto de Y}
es una topolgia sobre X y f es de hecho un homeomorfismo de X sobre Y.

Ejercicio 1.66. Sean X e Y espacios topoldgicosy f: X — Y un homeomorfismo. Sea xg € X.

Probar que la funcién f: X’ — Y’ es un homeomorfismo entre los subespacios X' := X —
{xo} e Y' =Y —{f(x0)}.
Ejercicio 1.67 (Lema del Pegamento). Sean X e Y espacios topolégicos. Sean A y B cerrados

de X talque X = AUB.Sean f: A — Yy g: B — Y funciones continuas. Si f(x) = g(x)

para todo x € A N B, entonces la funcién h: X — Y definida por:

M) — f(x) sixe A
g(x) sixeB

es continua.
Ejercicio 1.68. Sea X un espacio arbitrario. Sean f, g: X — IR continuas.

(a) Probar que el conjunto {x :€ X : f(x) < g(x)} es cerrado en X.

(b) Sea h: X — R la funcion
h(x) = min{f(x),g(x)}.

Probar que h es continua. (Indicacién: use el Lema del pegamento).

Ejercicio 1.69. (a) Sea Y un espacio Hausdorff. Sean f,g: X — Y funciones continuas. Pro-

bar que
A={xeX:f(x)=g)

es cerrado.

(b) Aplicar el inciso (a) para probar que el conjunto Ag = {(x,y) € R? : x.y = 1} es un

cerrado de R?.



Capitulo 1. Espacios topolégicos 47

Ejercicios adicionales

Ejercicio 1.70. Sea Y un espacio topoldgico y sea X un conjunto. Sea f: X — Y una funcién
biyectiva. Probar que

T={UCX: f(U) es un abierto de Y}

es una topolgia sobre X y f es de hecho un homeomorfismo de X sobre Y.
Ejercicio 1.71. Sea X un conjunto infinito y sea xy € X. Sea
T={UCX:xp¢g U}U{UC X:X\U esfinito}.
Probar que:
(a) T esuna topologia sobre X.
(b) Para todo x € X tal que x # x, el conjunto {x} es ambo abierto y cerrado.
(c) El conjunto {xo} es cerrado pero no es abierto.
(d) La familia B = {{x} : x # xo} U{X \ F : F C X finito} es una base para (X, 7).
(e) Paracada A C X,

o A si A es finito
A —

AU{xg} si A esinfinito
Ejercicio 1.72. Paracadan € N,seaE, = {n,n+1,n+2,...}.
(a) Probar que T = {E, : n € N} U {@} es una topologia sobre IN.
(b) Determinar todos los subconjuntos cerrados de (IN, 7).

(c) Para los conjuntos A = {7,24,36,85} y B = {3,6,9,12,... }, hallar sus clausuras e inte-

riores.
(d) Encontrar los puntos de acumulacién del conjunto C = {4,13,22,34}.
(e) Determinar los subconjuntos D de IN que son densos en IN, es decir, que D = IN.
(f) ¢Es el espacio (IN, T) Hausdorff?
Ejercicio 1.73. Sea X un espacio topolégico y sea B una base para X. Probar que

A°=|J{BeB:BCA}.
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Ejercicio 1.74. Sean 11 y T, dos topologias sobre un conjunto X. Sea f: X — X la funcién
identidad (es decir, f(x) = x, Vx € X). Probar que f: (X, 1) — (C, 2) es continua si y sélo

si 71 es mds fina que 1.
Ejercicio 1.75. (a) Probar que toda funcién constante es continua.

(b) Probar que si f: X — Y es continua y A es un subespacio de X, entonces la funcién

restriccion f]4: A — Y (f4(x) = f(x) para todo x € A) es continua.

Ejercicio 1.76. Sea f: (0, +00) — R (con las topologias usuales) dada por f(x) = % Probar

que la funcién f es continua, abierta, y no es cerrada.

Ejercicio 1.77. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea f: X — Y una funcién. Probar que las

siguientes condiciones son equivalentes:
(I) f es continua.
(i) Paratodo B C Y, f~1(B°) C (f~1(B))".

Ejercicio 1.78. Sean X e Y espacios topoldgicos. Sea f: X — Y una funcién. Probar que las

siguientes condiciones son equivalentes:

(I) f es continua.

(i) Paratodo B C Y, f~1(B) C f~(B).
Ejercicio 1.79. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Probar que:
(a) f es abierta siy solo si para cada A C X, se tiene que f (A°) C (f(A))°.

(b) f es cerrada siy s6lo si para cada A C X, se tiene que f(A) C f (A).

Ejercicio 1.80. (a) Sea X un conjuntoy xo € X. Probar que 7o, = {U C X : xg ¢ U} U{X}

es una topologia sobre X.
(b) Seaty = {(g,0) : g € Q} U{D, R}, ;Es T’ una topologia sobre R?

(c) Sea 7, = {(x,0) : x € R} U{®,R}. Probar que T es una topologia sobre R. Probar que
B = {(g,) : g € Q} es una base de la topologia 1.

Ejercicio 1.81. Sea X un conjuntoy xp € X.

(a) Probar que 7o, = {U C X : xo ¢ U} U {X} es una topologia sobre X.
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(b) Determinar la coleccién de todos los subconjuntos cerrados de (X, y,).
(c) Sea A C X no vacio. Hallar la clausura de A.

(d) Sea A C X. Hallar el interior de A.

(e) Paracada A C X, hallar la frontera de A.

Ejercicio 1.82. (a) Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto D C X se llama denso en X

si D = X. Probar que para todo abierto no vacio U, se tiene que U N D # @.

(b) Sea Y un espacio Hausdorff, y sean f,g: X — Y dos funciones continuas. Sea D un

subconjunto denso en X. Probar que si f(d) = g(d) para todo d € D, entonces f = g.






Capitulo 2

Espacios producto y espacios cocientes

2.1. La topologia producto (caso finito)

Sean € IN.Sean X, ..., X, conjuntos arbitrarios. Recordemos que el producto cartesiano

de los conjuntos Xj, ..., X, se define por:
n
[[Xi=Xix- xXp:={(x1,...,%0) : x; € X;, paracadai=1,...,n}.
i=1

Es decir, el producto cartesiano X; X - - - x X}, es el conjunto de todas las n-uplas tal que en
la i-ésima coordenada hay un elemento del conjunto X;, paracadai = 1,...,n. En particular,

el producto cartesiano de dos conjuntos X e Y es
XxY={(x,y):xeXeyeY}.

Sean Xj, ..., X, conjuntos arbitrarios. Para cada k € {1,...,n}, se define la funcién pro-
yeccion 7ty : ﬁ X; — X por:
= (X1, .-, Xn) = X
Ahora veremos cémo definir una topologia sobre un producto cartesiano (finito) Xy, ..., Xj.

Proposicion 2.1

Sean (X1,71), ..., (Xn, Tn) espacios topoldgicos. Entonces la coleccion

Bp:={Uy x---xU,:UeT,i=1,...,n} (2.1)

es una base para una topoldgia sobre X; X - - - x Xj,.

Demostracion. Debemos comprobar que se cumplen las condiciones (B1) y (B2) de la Propo-

sicion 1.19.

51
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(B1) Observemos que X; x - - - X X;,, € Bp. Entonces se cumple trivialmente (B1).

(B2) Sean By = Uy X --- x U, y By = V§ x -+ X V,, miembros de Bp, y sea X € B; N B,.

Tenemos que
BlﬂBzz(U1><---xun)ﬂ(Vlx---an):(Ulﬂvl)x---x(unﬂVn).

Cada U; N V; es un abierto de X;. Entonces, por definicién de Bp, B N B, € Bp. Entonces,

(B2) se cumple trivialmente. |

Sean (Xj, 1), ..., (Xu, Tn) espacios topoldgicos. Sea Bp como en (2.1). Llamaremos a
la topologia 15, generada por la base Bp la topologia producto sobre X; x - -- x X,.
Por simplicidad denotaremos a la topologia producto por 7p. Llamaremos al espacio

n
< Xi, Tp> el espacio producto.
i=1

Proposicién 2.3

Sean (X1, 1),...,(Xu, Ts) espacios topoldgicos. Para cada k € {1,...,n}, la funcién
n
proyeccién 7t : [T X; — X es continua. Ademés, la topologia producto tp sobre X; X
i=1

--- X X, es la topologia més gruesa tal que todas las funciones proyecciones y, . .., 7,

son continuas.

Demostracién. Probemos primero que cada funcién proyeccion es continua. Seak € {1,...,n}
n
y probemos que 7r;: [] X; — Xj es continua. Sea Uy un abierto de Xj. Se puede comprobar
i=1
que 7 1(Uy) = Xq X +++ X Uy X - -+ X X;. Por definicién de Bp, rr, ' (Uy) = X3 X -+ x U x
n

-+ x Xy € Bp. Conlo cual 71 1(Uk) es abierto del espacio producto ] X;.
i=1

Ahora veamos que la topologia producto 7p es la més gruesa para la cual todas las funcio-

n
nes proyecciones son continuas. Sea T una topologia sobre el producto cartesiano ] X; tal
i=1

n
que para todo k € {1,...,n} las funciones proyecciones 7r3: [] X; — Xj son continuas. De-
i=1
bemos probar que tp C 7. Ya que Bp es una base de 7p, es suficiente mostrar que Bp C 7. Sea

Uy x - -+ x U, € Bp.Se puede comprobar que Uy x --- x U, = 711_1(111) N---Nm, Y (U,).Por
hipétesis, cada r; ' (U;) € 7. Entonces Uy x -+ x Uy = iy ' (Up) N Nmy—1(Uy) € 7. W
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Proposicion 2.4

Sean (X1, 1), ..., (Xn, Tn) espacios topoldgicos. Si para cadai € {1,...,n}, B; es una

base de T;, entonces la coleccion
B:={Byx:--xB,:B;€B; parai=1,...,n} (2.2)

es una base para la topologia producto 7p.

Demostracion. Sea W un abierto del espacio producto H Xjyseax € W. Por ser Bp base
de tp, existe Uy X --- x U, € Bptalquex € Uj X - >< Un C W. Luego, para cada i, U; es
abierto de X; y x; € U;. Por ser B; base de X, existe un abierto B; de X; tal que x; € B; C Uj.

Entonces

X=(x1,...,%) €EByx--xXB, CUy x---xU, CW

y By x --- x B, € B. Por lo tanto, B es base de tp. |

Ejemplo 2.5. Consideremos el espacio R,. Sea R, x R, el espacio producto. Sabemos que
el espacio Ry, tiene a B, = {(a,b) : a < b} como base. Entonces, por la proposicién anterior

tenemos que la coleccion
B={(ab)x(cd):a<byc<d}

es una base para el espacio producto. Ahora podemos comprobar graficamente que las bolas
abiertas son conjuntos abiertos del espacio producto R, x R,. Véase la Figura ??. Es maés,
podemos comprobar que la colecciéon de todas las bolas abiertas forman otra base para el
espacio producto R, x R,. Sea U un abierto del espacio R, x R, y (x,y) € U. Por lo anterior,
existe un abierto basico (a,b) x (¢, d) tal que (x,y) € (a,b) x (¢,d) C U. Entonces, tomando
una bola B((x,y),r) con centro en el punto (x,y) y un radio adecuado r, obtenemos que
(x,y) € B((x,y),r) C (a,b) x (c,d) C U (véase la Figura ??). Por lo tanto, la coleccién de

todas las bolas abiertas forma una base para el espacio producto R, x R,. |

Proposicion 2.6

Sean (X1, T1), ..., (Xu, Ta) espacios topoldgicos. La coleccion

n

Spi=J {n;l(ui) U € r,} (2.3)

i=1

es una subbase para la topologia producto tp.
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Demostracién. Sea W un abierto del espacio producto H X;yseax € W. Por ser Bp base
del espacio producto, existe U; x --- x U, € Bp tal que x € U x---xU, € W. Ahora,

teniendo en cuenta que
Uy x - x Uy = 1y H(Up) N -+ - N o, (Uy)
tenemos que existen 7r; ' (Uy), ..., 7, (Uy) € Sp tal que
xem t(U)N---Nm, H(Uy) CW.
Por lo tanto, Sp es subbase de 1p. [ |
Sean (X1, 1), ..., (Xu, Ta) espacios topologicos. Es importante observar lo siguiente.
» Sill,..., U" € g, entonces Ul N---NU" €13y

U n-na Ut =g iU o nul).

1 1
= Labase Bs, generada por la subbase Sp (véase la Proposicion 1.16) queda como
Bs, = {1 (U) N+ N H(Un) - Ui € 7}

= Labase Bs, coincide con la base Bp. Es decir,

BSP:{ﬂl’l(Ul)ﬂ~~ﬂn;1(Un):UiETi}:{le---xun:uieri}.

2.2. La topologia producto (caso general)

Sea I un conjunto arbitrario. Sea {X; : i € I} una familia de conjuntos indexada por el

conjunto I. Recordemos que el producto cartesiano de la familia {X; : i € I} se define por

HX_{xxI—>UX yx)eXl,VzEI} (2.4)

iel iel

Para cada i € I, denotaremos x; := X(i) para cada X € [] X;. Diremos que el valor o el
iel

elemento de la i-ésima coordenada del elemento ¥ € ] X; es X(i) = x;. Paracada j € I, se

i€l
define la funcién proyeccion

mi: [[Xi—X;  por  mi(X) =%(j) = xj.
icl
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Definicién 2.7

Sea {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos indexada por el conjunto I. Defi-

nimos la coleccién Sp de subconjuntos del producto cartesiano [] X; por:
iel

Sp = {ni_l(lli) :i €1 y U esun abierto de X;}. (2.5)

La topologia sobre [ ] X; generada por la subbase Sp (véase en la pagina 16) es llama-

da la topologia producto y denotada por 7p. Llamaremos al espacio { [] X, Tp> el
i€l

espacio producto.

Proposicion 2.8

La topologia producto sobre J] X; tiene como base a la coleccién
i€l

Bp := {ngl(uil) N---N7m Y(W;) iy, ... in €1 ycada U;, es un abierto de X; }.

Demostracién. Es consecuencia directa de la Proposicion 1.16. u
Observemos que para todo elemento x € [] X;, tenemos que
i€l
xem (Uy)n---nm ' (U,) <= xem (Uy) & ... &x e ' (U,)

<~ xil€ui1&... &x; €U .

Esto nos sugiere otra posible notacion para los conjuntos 7r;; Yu)n---ne L (U):

In

L (U; )ﬂ--~ﬂn;1(uin) =T{Xi:i¢ {in,... in}} x Uy x -+ x U,

11

Ejemplo 2.9. Para cadai € IN, sea X; = IN con la topologifa discreta. Sea X := [] X el espa-
icN
cio producto. Entonces, X no es discreto. Es decir, la propiedad de ser discreto no se preserva

por productos. En efecto, Supongamos que el conjunto unitarios {X}, para cualquier ¥, es

abierto. Como x € {x}, existeniy,..., iy € Ny U;,...,U;, € N tal que

e n,i:l(ui )ﬁ N nfl(uin) C {f}

In

Lo cual es absurdo, pues el conjunto 77 Yu,)n---n g 1(U;,) contiene infinitos elementos.

Proposicion 2.10

Sea {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos. Para cada j € I, la funcién

proyeccion 7 [ X; — X es continua. Ademas, la topologia producto p es la maés
iel

gruesa para la cual todas las funciones proyecciones son continuas.
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Demostracion. Es directo del hecho que la topologia producto estd generada por la subbase

Sp={m; }(U;) :i € I y U;esun abierto de X;}. |

Observacién 2.11. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos. Es importante, notar
que el producto arbitrario [ ] U; de abiertos U; de X; no es necesariamente un abierto del es-
pacio producto [T X;. Si consideramos la coleccion B, = {[TU; : U; es abierto de X; para cada i},
entonces B, es una base para una topologia, distinta de la topologia producto definida en la
Definicién 2.7. La eleccién de considerar la topologia producto como en la Definicién 2.7 es

fundamentada en dos hechos importantes:

1. Es que la topologia producto es la més gruesa que hace a todas las funciones proyec-

ciones continuas.

2. Se cumple el Teorema de Tychonoff: el producto de espacios compactos es compacto

(esto lo veremos en el Capitulo 5).

Proposicion 2.12

Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos. Supongamos que para cadai € I,

B; es una base para el espacio X;. Entonces, la coleccién
B:= {7‘(~_1(B1'1) NN 7'(~_1(B1'n) ti1,...,0ip €1 y Bil € Bil’ ey Bin € Bin}

es una base para la topologia producto.

Demostracion. Sea W un abierto del espacio producto [] X; y sea x € W. Por la Proposicién

2.8, existen iy, ..., iy € I'y U; abierto de X;, tal que

xem (Uy)n---nm ' (U;,) CW.

n In

Paracadaj € {i,...,in}, tenemos que 77;(x) € U; siendo U; abierto de X;. Entonces, por ser

B; base de X;, existe un B; € B, tal que 77;(X) € B; C U;. Entonces, X € nj_l(Bj) - nj_l(llj)

paratodoj € {iy,...,i,}. Conlo cual,

xem Y(By)N---nm Y(U;,) St (Uy) N0 (U

1 In - 1

Proposicién 2.13

Sea {X; : i € I} una familia de espacios topologicos. Sean A; C X; para cadai € I.

)CW. n

Entonces,

[TA =T]A- (2.6)

iel i€l
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Demostracion. (C) Sea X € [[A;. Sea j € I. Probemos que x; € A;. Sea U; un abierto de X;
tal que x; € U;. Entonces, tenemos que X € nj_l(l,l]-). Por ser ﬂj_l(llj) abierto del espacio
producto, tenemos que [T A; N nj’l(uj) # . Bsto implica que A; N U; # @. Entonces x; €
Ij. Como el indice j es arbitrario, obtenemos que X € [] A;.

(D)Seax € [[A;.Seaniy, ..., in €1,y U, abierto de X;,_tal que

xem H(Uy)N--- N (U,).
fr— xll - Uil,...,xin < Uln
— A;, NU; OD,..., A, NU;, #OD

= a; € Ail N uil,...,ain €A, NU;,.

Para cada indice i € I tal que i ¢ {i1,...,in}, seay; € Aj arbitrario. Ahora definimos el

elemento y € [] X; por:
a; Siié{il,...,in}

y] Siié{il,...,in}.

Entonces es claro que y € [T A; N (nil(u,' )N---N nfl(uin)) Porlo tanto,x € [TA;. M

In

El siguiente resultado serd de mucha utilidad para probar que ciertas funciones que tie-

nen como rango un espacio producto son continuas.

Proposicion 2.14

Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos indexada por el conjunto I y sea

Y un espacio topoldgico. Una funcién f: Y — [] X; es continua si y s6lo si para cada
i€l

i € I'lafuncién ;o f: Y — X; es continua.

Demostracion. (=) Supongamos que f: Y — []X; es continua. Sea j € I. Debemos probar

que la funcién 7j0 f: Y — X; es continua. Sea U; un abierto de X;. Como f es continua

]
abierto de [T X;

obtenemos que (71 of)_l(uj) = f! (n?l(uj)) es abierto de Y. Por lo tanto, 7o f es
————’

continua.
(<) Supongamos que para cada indice i € I la funcién ;0 f: Y — X; es continua.
Debemos probar que la funcién f: Y — T X; es continua. Vamos a usar el hecho que Bp es
iel
una base de la topologia producto. Sea B = 71 Yu)n---n 711.;1 (Uj,) un béasico del espacio
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producto [T X;. Ahora, como cada funcién 71; o f es continua, obtenemos que:

f71(B) = £~ (n,-f(uil) - n.—1<uz-n>)
=f ( T, Ui, ) n- (ni_l(uin)>
=m0 f) MU N0 (0 f) (W)

ab1ert0 de TTX; ablerto de [TX;

es una interseccion finita de abiertos del espacio producto, y asi un abierto de [T X;. Por lo

tanto, f es continua. u

2.3. La topologia cociente

FALTAN EJEMPLOS Y COMPLETAR LAS PRUEBAS

Sea X un espacio topolégico. Sea ~ una relacion de equivalencia sobre X. Denotamos
por X/~ al conjunto cociente de X por ~. Para cada x € X, denotamos por [x] a la clase
de equivalencia de x con respecto a ~. Esto es, [x] = {y € X : y ~ x}. Entonces, X/~ =
{[x] : x € X}.Sea m: X — X/~ la funcién canénica de ~, es decir, para cada x € X,
71(x) = [x]. Sabemos que esta es una funcion sobreyectiva. Ahora estamos listos para definir

una topologia sobre X /~.

Proposicion 2.15

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Sea ~ una relacién de equivalencia sobre X y sea 7t

funcién candnica de ~. Entonces, la coleccion
={WCX/~:n Y(W) e} (2.7)

es una topologia sobre X /~.

\. J

Demostracién. Es consecuencia del hecho que la funcién inversa 77! preserva uniones e in-

tersecciones. Se dejan los detalles a cargo del lector. u

Definicién 2.16
Sea (X, T) un espacio topolégico y sea ~ una relacion de equivalencia sobre X. Lla-

maremos a la topologia 7. la topologia cociente de X por ~.Y llamaremos al espacio

(X/~,T.) el espacio cociente.

Los siguientes dos resultados pueden ser considerados duales a las proposiciones 2.10 y
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2.14, respectivamente.

Proposiciéon 2.17

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea ~ una relacién de equivalencia sobre X. Enton-
ces la topologia cociente T es la topologia mds fina para la cual la funcién canénica

1. X — X/~ es continua.

Demostracion. A cargo del lector. L

Proposicion 2.18

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Sea ~ una relacién de equivalencia sobre X y sea
7t funcién canénica de ~. Sea Y espacio topoldgico arbitrario. Entonces, una funcién

f: X/~ — Y es continua si y s6lo si la funcién f o 7t: X — Y es continua.

.

Demostracion. A cargo del lector. H

Proposicién 2.19

Sean X e Y espacios topolégicos. Sea f: X — Y una funcién continua. Sea ~ una rela-
cién de equivalencia sobre X tal que f es contante sobre cada clase de equivalencia®.

Entonces, existe una funcién continua g: X/~ — Y talque f = go 7.

“Esto es, si x1 ~ xp, entonces f(x1) = f(x2).

\.

Demostracion. En breve.

Ejercicios propuestos

Espacios productos

Ejercicio 2.1. Sean X; y X, espacios topoldgicos. Probar que las funciones proyecciones

m: Xp X Xo = X1y m: Xy X Xp — X son funciones abiertas.

Ejercicio 2.2. Sea F = {(x,y) € R> : x >0y y = %}, el cual es un cerrado del espacio
producto IR?. Probar que la proyeccién 711 (F) no es un cerrado de RR. ;Cual es la conclusién

que saca de esto?

Ejercicio 2.3. Sea X un espacio topoldgico. Sea b ¢ X. Probar que X = X x {b}.
(Notar que la tinica topologia posible sobre {b} es {@D,{b}}).
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Ejercicio 2.4. Sean X e Y espacios topolégicos.

(a) Seayp € Y. Considerar el subespacio X x {yo} del espacio producto X x Y. Describir los

abiertos bésicos del subespacio X x {yo}.
(b) Probar que X es homeomorfo a un subespacio del espacio producto X x Y.

Ejercicio 2.5. Sean X3, ..., X, espacios topologicos y sean A; C X; parai =1,2,...,n. Probar

que
(@) (Ap XX Ap)°=A] x--- X Aj.
(b) F?’(Al X Az) = (PT(Al) X A_z) U (A_l X FT’(A2>)

(c) ;Cémo generalizaria el apartado (b) para Fr(A; X - - - X A,)? ;Puede dar una prueba de

su afirmaciéon?

Ejercicio 2.6. Sean X e Y espacios topoldgicoysea f: X — Y unafuncién.SeaF: X — X x Y

definida por F(x) = (x, f(x)). Probar que f es continua si y s6lo si F es continua.

Ejercicio 2.7. Sea X un espacio topolégico y considere la diagonal A de X x X, esto es,
A={(x,x):xe X} CXxX.

(a) Probar que A es cerrado en X x X siy s6lo si X es un espacio Hausdorff.

(b) Probar que A es abierto en X x X siy s6lo si X es discreto.

Ejercicio 2.8. Sea {X; : i € I} una familia (indexada) de espacios topolégicos. Sea « € I.

Probar que el espacio X, es homeomorfo a un subespacio del espacio producto [] X;.
icl

Ejercicio 2.9. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos. Considerar la siguiente
coleccién de subconjuntos del producto cartesiano X := ] X;:
iel
B := {H U; : paracadai € I, U; es un abierto de XZ} .
il
(a) Probar que B, forma una base para una topologia sobre X. La topologia generada por la

base B, es llamada la topologia de cajas.
(b) Comparar la topologia producto con la topologia de cajas.

(c) Probar que si I es finito, entonces la topologia por cajas 15, coincide con la topologia

producto sobre X.
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(d) Probar que si cada espacio X; es discreto, entonces la topologia por cajas sobre X es la

discreta.

Ejercicio 2.10. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topolégicos. Probar que para cada

J € I, la funcién proyeccion 77j: [ X; — X; es una funcion abierta.
13

Ejercicio 2.11. Sea { X, : « € I'} una familia de espacios topolégicos. Probar que si el espacio
producto X = [],cr Xa es de Hausdorff, entonces para cada indice « € T, el espacio X, es

de Hausdorff.

Ejercicio 2.12. Considerar R con la topologia usual. Considerar el espacio producto R“. Sea

n € IN. Definimos el subespacio

—~

R" = {x : X(i) = 0 para todo i > n}
de R“. Probar que los espacios R" y R" son homeomorfos.

Ejercicio 2.13. Sean {(X;, T;) };c; una familia de espacios topoldgicos. Probar que una suce-
sién (¥, ),en de puntos del espacio producto [T X; converge al punto Xy si y s6lo si para
cada funcion proyeccion 7ty : [T X; — Xq, la sucesion 7, (%), 712 (X2), 7a(X3), ... converge al

punto 71, (Xp) en el espacio Xj.

Ejercicio 2.14. Sea R™ el subconjunto de R“ formado por todas las sucesiones que son fi-
nalmente cero, esto es, todas las sucesiones (x1, xp, ... ) tales que x; # 0 sélo para un ntiimero

finito de valores de i. Probar que R® = R¥.
Ejercicio 2.15. Sean X, Y'y Z espacios topolégicos.

(@) Probar que si f: X — Yy g: X — Z son funciones continuas, entonces la funcién

F: X — Y x Z definida por F(x) = (f(x), g(x)) es continua.

(b) Sean f,g: X — IR, funciones continuas. Teniendo en cuenta que las funciones suma
+: R xR — R, producto -: R x R — R y valor absoluto ||: R — R son continuas,
probar que las funciones f +¢: X - R, f-¢: X = Ry |f|: X = R definidas por: para

cada x € X,

(f+8)x) =fx)+gx)  (f-&)x)=f(x)gx)  [fl(x) =I[f(x)]

son continuas. Es decir, la suma, producto y valor absoluto de funciones continuas a

valores reales son continuas.
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Espacios cocientes

Ejercicio 2.16. Sea X = [0,1] x [0, 1] subespacio de RR. Sea ~ la relacién de equivalencia

definida por: para cada (s1,s2), (f1, t2) € X,
(51,52) ~ (tl,tz) <= Sp = .
Describir el espacio cociente X /~.

Ejercicio 2.17. Sean Xj,..., X, espacios topolédgicos y sea X = X; x --- x X}, el espacio

producto. Se define la relaciéon de equivalencia ~ sobre X por:

(X1, xXn) ~ (Y1,..., Yn) = X1 =V1.
Probar que el espacio cociente X/~ es homeomorfo a Xj.

Ejercicio 2.18. Sea X un espacio topoldgico. Se define la relacién binaria ~ sobre X como
sigue:

x ~y <= (VU abierto)(x € U < y € U).
(a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia sobre X.
(b) Probar que la funcién canénica 7r: X — X/~ es abierta.

(c) Probar que si [x] # [y], entonces existe un abierto U de X tal que [x] € n(U) v [y] ¢
n(U), o [x] & m(U)y [y] € n(U).

Ejercicio 2.19. Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X. Se define la rela-

cién binaria ~ sobre X por:
x~y < (x=y) o (x,y € F).
Probar que:
(@) ~ esuna relacion de equivalencia sobre X.
(b) Paracadaa € A, [a] = A.
(c) Paracadax ¢ A, [x] = {x}.

(d) Para cada abierto U de X tal que U N A = O, se tiene que 7t(U) es un abierto del espacio

cociente X/ ~.



Capitulo 3

Espacios topologicos metrizables

En este capitulo asumimos que el lector estd familiarizado con el concepto de métrica
o distancia sobre un conjunto y con respecto a resultados basicos sobre espacios métricos.

Dirigimos al lector a [5, 2] para recordar estos conceptos.

3.1. Espacios métrizables

Comencemos recordando qué es una métrica o distancia sobre un conjunto.

Definicién 3.1
Una distancia o métrica sobre un conjunto X es una funciéon d: X x X — R tal que

satisface los siguientes postulados:
1. d(x,y) > 0,Vx,y € X.
2.d(x,y) =0 <= x=y.
3. d(x,y) =d(y,x).
4. d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (desigualdad triangular), Vx,y,z € X.

Diremos que (X, d) es un espacio métrico si d es una distancia sobre X.

Sea d un distancia sobre un conjunto X. Dado € > 0y x € X se define el conjunto

Bi(x,e) ={y € X:d(x,y) < €}. (3.1)

Los conjuntos B;(x, €) se denominan bolas abiertas con centro en x y radio €. Veamos algu-
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nas propiedades ttiles sobre bolas abiertas.

Sea d un distancia sobre un conjunto X.
(1) x € Bi(x,¢€).

(2) Sie€ < e, entonces By(x,e1) C By(x,€2).

(3) Siy € By(x,€), entonces existe un 6 > 0 tal que B;(y, ) C By(x,€).

\.

Demostracion. A cargo del lector.

Proposicion 3.3

Sea d una distancia sobre un conjunto X. Entonces, la coleccién
By :={Bj(x,e):x € X y € >0} (3.2)

es una base para una topologia sobre X.

Demostracion. Hay que comprobar que las condiciones (B1) y (B2) (Proposicién 1.19) se cum-
plen para la coleccién 5.

(B1) Para cada x € X, se tiene que x € By(x,1) € B,.

(B2) Sean By, B, € B,y seax € By N By. Como B; y By son bolas abiertas, por la condiciéon
(3) el Lema 3.2, tenemos que existen é; > 0y d > 0 tales que B;(x,d1) C By y By(x,62) C By.
Tomando 6 := min{éy,d,}, obtenemos por la condicién (2) del Lema 3.2 que existe B3 :=
B;(x,0) tal que

Bs = By(x,6) € By(x,01) N By(x,62) € By N By.

Con lo cual se cumple (B2).

Definicion 3.4

Sea d una distancia sobre un conjunto X. La topologia 7; generada por la base 3; (dada

en (3.2)) es llamada la topologia métrica inducida por 4.

Sea d una distancia sobre un conjunto X. Entonces, por la definicién de la topologia

métrica inducida por d y por el Lema 3.2, tenemos que

U es un abierto de 7, siy s6lo si para cada x € U, existe un € > 0 tal que B;(x,€) C U.
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Definicidon 3.5

Un espacio topoldgico X es llamado metrizable si existe una distancia d sobre X que

induce la topologia de X.

En otras palabras,

Un espacio topolégico (X, T) es metrizable si y s6lo si existe una distancia d sobre X

tal que T = 1.

. J

Proposicién 3.6

Sea X un espacio metrizable con distancia d. Se define la funcién d: X xX - R por

d(x,y) = min{d(x,y),1}. Entonces, d es una distancia sobre X que induce la misma

topologia que d. Esto es, 7= T4

Demostracion. Queda a cargo del lector verificar que d es una métrica sobre X. Para pro-
bar que 77 = 7; hacemos las siguientes observaciones las cuales quedan a cargo del lector

comprobar:

1. Para cualquier distancia d’ sobre X se tiene que la coleccion B;l = {By(x,€) : x €

Xy 0 < € < 1} forma una base para la topologia 7 (véase el Ejercicio 3.2).
2. Paracada x € X y paratodo 0 < € < 1 se tiene que By(x,€) = By(x, €).

Entonces, de las observaciones anteriores se deduce que las bases B}i = {By(x,e) : x €

Xy0<e< 1}yB;A= {Bi(x,€) : x € Xy 0 < e < 1} coinciden. Por lo tanto, 7y = 7;; M

Proposicién 3.7

Sean d y d’ dos distancias sobre un conjunto X. Sean 7, y 7 las topologias inducidas

por d y d’, respectivamente. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) T4 - Ty

(2) Vx € Xy Ve > 0,39 > 0tal que By(x,9) C By(x,€).

Demostracion. (1) = (2) Sean x € X y € > 0. Por (1), tenemos que By(x,¢) € 153 C 1.
Entonces, existe un 6 > 0 tal que By (x,6) C By(x,€).
(2) = (1) Vamos a utilizar la Proposicion 1.14. Sea B € B; y x € B. Entonces, sabemos

que existe un € > 0 tal que B;(x,€) C B. Entonces, por (2), existe un d > 0 tal que By (x,d) C



66 3.1. Espacios métrizables

B;(x,e) C B. Esto implica por la Proposicion 1.14 que 75 C ;. |
Sea n € IN. La distancia euclidea sobre IR" se define por
de(%,9) = [(x1 = y1)? + -+ (xu — )] (3.3)
para todos X,y € R". La distancia del supremo sobre R" se define por
p(x,y) = max{|x1 —y1l,..., |xn —yul} (3.4)

para todos X,y € R".

Teorema 3.8

Sea n € IN. Las topologias sobre IR" inducidas por la distancia euclidea 4, y la distan-
cia del supremo p coinciden con la topologia producto sobre IR” (R con la topologia

usual).

En otras palabras, el teorema anterior afirmar que la topologia producto sobre R” (R con
su topologia usual) es metrizable y estd inducida por dos distancias distintas: la distancia

euclidea y la distancia del supremo.

Demostracién. Primero probamos que las topologias métricas 74, y 7, coinciden. Para esto

observamos lo siguiente. Para todos X,y € IR" se tiene que

p(x,Y) < de(x,9) < Vnp(x,y). (3.5)

La primer desigualdad implica que para todo X € R" y e > 0, By, (¥,e) C By(x,€). Y
la segunda desigualdad implica que para todo X € R" y e > 0, By(X,e/+/n) C By(X,€).
Entonces, por la Proposicién 3.7, se obtiene que 15, = 1.

Ahora probemos que la topologia producto sobre R” coincide con la topologia inducida
por la distancia p. Es decir, probemos que 7p = T,. Usaremos la Proposicion 1.14. Sea B =
(a1,b1) X -+ X (an, by) un abierto bésico de la topologia producto y sea ¥ € B. Entonces,
paratodoi € {1,...,n}, a; < x; < b;. Entonces, para cada i, existe un ¢; > 0 tal que x; €
(x; —€;,x;+€) C (a;, b;). Seae := min{ey, ..., €, }. Entonces ¥ € B,(X,€) C B. Entonces, por
la Proposicién 1.14, tenemos que p C Tp- Por otro lado, notemos que los abiertos basicos de
la topologia producto 7, son de la forma B,(X,€) = (x1 —€,x1 +€) X -+ X (x4 — €, %, + €),
los cuales son abiertos de la topologia producto. Es decir, tenemos que B, C 7p. Por lo tanto,

T, C Tp. |
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Sea d la distancia usual acotada sobre R. Esto es, d(a,b) = min{|a — b|,1}, Va,b € R.

Definimos la funcién D: R x R“ — R por: para todos ¥,y € R%,

D(x,y) = sup {M i€ IN}.

1

Entonces, D es una distancia sobre R“ que induce la topologia producto sobre R* (IR

con la topologia usual).

Demostracion. Primero comprobamos que la funcién D es una métrica. S6lo probamos la
desigualdad triangular, y dejamos las condiciones restantes a cargo del lector. Sean X, 7,z €

R“. Para cada i € IN tenemos que
j(xi.’Zi) < &\(ler]/z) + d(yllle) < D(

X,y) + D(y,z).

Entonces, D(X,z) < D(X,y) + D(¥),z).

Ahora probemos que la topologia producto sobre R“ es inducida por la métrica D. Es
decir, probemos que tp = Tp.

(C)Sea U € tp y x € U. Entonces, existe € > 0 tal que Bp(X,€) C U.Sea N € N tal que

% < €. Definimos el conjunto
V=(x—€x1+€)x - x(xy—€xny+€)XxRx...

el cual es claramente un abierto basico del espacio producto R“ y x € V. Veamos que V C

Bp(X,€). Para esto, notemos primero que para todo i € R“ se tiene que

~

ady) 1 0 sy
i =N Y =

Luego, tenemos que

_ Jdy)  dovyn) 1
< — e, T (-
D(x,7y) < max{ 1 TN N

ElA(xi{!/i) < |xi - vil
i i
cual implica que ¥ € Bp(¥, €). Acabamos de probar que X € V C Bp(X,e) C U. Por lo tanto,

Ahora, sea iy € V, entonces

< ? <'¢,Vi < N. Entonces, D(X,¥) < €, lo

U es un abierto de la topologia producto, esto es, U € Tp.
(2) Sea U € 7p y x € U. Por la Proposicién 2.8, existen iy,...,i, € IN y abiertos
u,...,U; deR tal que

17

In
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Luego, x;, € U;, ..., x;, € U;,. Entonces, para cada i € {iy,...,i,}, existe un ¢; > 0 (que

podemos suponer sin perdida de generalidad que €; < 1) tal que x; € (x; —€;, x; +€;) C U,.

€; €
Sea € := min {l—ll, e, %} Veamos que Bp(¥,€) C U.Seay € Bp(X,€). Entonces
1 n

o~

d(x;'y_i) <Dxy) <e

para todo i. Ahora, sii € {iy,..., iy}, tenemos que € < % Con lo cual dA(xi, yi) < €i(<1).
Usando el hecho que €; < 1, tenemos que |x; — y;| = dA(xl-,yi). Entonces |x; — yi| < €;.
Es decir, y; € (x; — €;,x; + €;) para todo i € {iy,...,in}. Entones y; € U; para todo i €
{i1,...,in}. Lo cual implica que § € U. Asi obtenemos que X € Bp(X,e) C U. Por lo tanto,

U es un abierto de la topologia inducida por la métrica D, es decir, U € Tp. u

El teorema anterior afirmar que la topologia producto sobre R“ (R con su topologia

usual) es metrizable y esta inducida por la distancia D.

Proposicion 3.10: Lema de la sucesién

Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Si existe una sucesiéon de puntos de A que

converge a x, entonces x € A. La reciproca se cumple si el espacio X es metrizable.

Demostracion. La primer afirmacion es consecuencia de la definiciéon de convergencia y la
caracterizacion de clausura. En efecto, supongamos que (x,) es una sucecién de puntos de
A que converge a x. Debemos probar que x € A. Para ello utilizamos la caracterizacién de
clausura de la Proposicién 1.42. Sea U un abierto tal que x € U. Como x, — x, existe un
nyg € N tal que x, € U, Yn > ny. Entonces, en particular, x, € AN U. Es decir, ANU # @.
Entonces x € A.

Ahora supongamos que X es metrizable con una distancia d. Sea x € A. Debemos probar
que existe una sucesiéon de puntos de A que converge a x. Para cada n € IN, tenemos que
ANBy(x, %) # @ (pues x € A). Entonces, paracadan € N, seax, € AN By(x, %) Probemos
que x, — x. Sea U un abierto tal que x € U. Entonces sabemos que existe un € > 0 tal que

1

Bi(x,e) C U. Sea ny € N tal que L~ ¢. Tenemos que para cada n > no,% < - < e

[ 1o

Entonces, para todo n > np, obtenemos que

xn € By(x, 1) C Bd(x,nlo) C By(x,e) CU
Esto es, para todo n > ng, x, € U. Por lo tanto, la sucesién (x,) converge a x. [ |

Ejemplo 3.11. El espacio R“ con la topologia de cajas (véase el Ejercicio 2.9) no es metrizable.

Utilizaremos la proposicion anterior. Mostraremos que existe un subconjunto A C R“ y un
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punto X € A, tal que ninguna sucesién de puntos de A converge a X. Sea
A={xeR":x; >0, Vi e N}.

Dado que la topologia sobre R“ es la topologia por cajas, es sencillo comprobar que 0 =
(0,0,...,0,...) € A. Ahora probaremos que ninguna sucesién de puntos de A converge a 0.

Sea (@,) una sucesion de puntos de A. Asi, para cada n € IN tenemos que
En = (alanIZn/- . '/ain,. . .) € A.

Sea U = (—ay1,a11) X (—ax,a) x .... Bs claro que 0 € U. Pero a, ¢ U para todo n € IN.
En efecto, para cadan € N, a,y, € (—aun, ann). Por lo tanto, la sucesién (@, ) no converge a

0. |

Finalizamos esta seccién con algunos resultados sobre funcién continua y convergencia

de funciones.

Proposicion 3.12

Sean X e Y espacios metrizables con distancias dx y dy, respectivamente. Entonces,

una funcién f: X — Y es continua si y s6losi Vx € X y Ve > 0, 36 > 0 tal que

dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y)) <e

para todoy € X.

Demostracion. Antes de probar el resultado, es ttil considerar lo siguiente. Sean x,y € Xy

0 > 0y e > 0.Por un lado tenemos que

dx(x,y) <90 <= y € By, (x,0)

dy(f(x),f(y)) <e < f(y) € Ba,(f(x),€) <= y & f 1 (Ba(f(x)€)).

Por otro lado tenemos que la implicacion dx(x,y) < § = dy(f(x), f(y)) < € es equiva-

lente a la inclusion
f (Bay(x,0)) € By, (f(x),€)

la cual es equivalente a

By (x,0) C 1 (Ba, (f(x),€)) . (3.6)
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(=) Supongamos que f es continua. Sean x € X y € > 0. Como f es continua tenemos
que f 1 (B, (f(x),€)) esunabiertode Xy x € f~! (By, (f(x),€)). Entonces, existe un 6 > 0
tal que By, (x,6) € f~1 (B, (f(x),€)). Porlo tanto, dx(x,y) <8 <= y € By, (x,9).

(<) Vamos a utilizar la condicién (4) de la Proposicién 1.76. Sea x € X y sea V un
abierto de Y tal que f(x) € V. Entonces, existe un € > 0 tal que By, (f(x),e) € V. Ahora,
por hipétesis, existe un 6 > 0 tal que dx(x,y) < 0 = dy(f(x),f(y)) < €, Vy € X. Por

(3.6), obtenemos que

x € By, (x,6) C f7 (Bay (f(x),€) € f7H(V).

Con lo cual, existe U := By, (x,0) talquex € Uy f(U) C V. [

Ahora enunciaremos en un contexto mds general un resultado clasico de analisis en el
cual se afirma que la suma, diferencia, producto y cociente de funciones continuas es conti-

nua.

Proposicién 3.13

Sea X un espacio topolégico y consideremos a R con su topologia usual. Sean
f,g: X — R funciones continuas. Entonces las funciones f +g, f —g, f -8V f/g
de X en IR definidas por:

(f +8)(x) = f(x) + g(x);
(f = 8)(x) = f(x) — g(x);
(f-8)(x) = f(x)g(x);

(f/g)(x) = f(x)/g(x), aqui asumimos que g(x) # 0 para todo x € X;

son continuas.

.

Demostracion. En breve. [ |

Definicion 3.14
Sea X un conjunto arbitrario y sea Y un espacio metrizable con distancia d. Para cada
n € N sea f,: X — Y una funcién. Diremos que la sucesion ( f,) converge uniforme-

mente a una funcién f: X — Y'si Ve > 0, dng € N tal que d(fn(x), f(x)) < € Vn > ny
y Vx € X.
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Proposicion 3.15

Sea f,: X — Y una sucesién de funciones continuas de un espacio topolégico X

al espacio metrizable Y. Si la sucesion (f,) converge uniformemente a una funcién

f: X — Y, entonces f es continua.

Demostracion. Supongamos que la sucesion (f,) converge uniformemente a una funcién
f: X = Yy probemos que la funcién f: X — Y es continua. Sea xo € X y sea V un entorno
de f(xp). Sea yo = f(xp). Como yo € V, existe un € > 0 tal que B;(yo,€) C V. Ahora por la
convergencia uniforme, existe un N € IN tal que d(f(x), f(x)) < €/3 paratodon > Ny to-
do x € X.Como la funcién fn: X — Yescontinuay fx(xo) € B(fn(x0),€/3), entonces exis-
te un entorno U de xg tal que fy(U) C B(fn(xp),€/3). Ahora vemos que f(U) C B(yo, €).
Sea x € U. Debemos probar que f(x) € B(yp,€). Recordando que yo = f(xp), debemos
probar que d(f(xp), f(x)) < €. Por la desigualdad triangular obtenemos que

d(f(x), f(x0)) <d(f(x), fn(x)) +d(fn(x), fu(x0)) +d(fn(x0), f(x0)) <

Wl m

Con lo cual, f(x) € B(f(x0),e) = B(yo,€). Por lo tanto, f(U) C B(f(xp),€), y asi f es

continua. [

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1. Sea d, la distancia euclidea (o distancia usual) sobre IR, esto es, para todos
x,y € R, d.(x,y) = |x —y|. Describir las bolas abiertas By, (x, €) en términos de intervalos

abiertos.

Ejercicio 3.2. Sea d una distancia sobre un conjunto X. Sea 74 la topologia inducida por la

distancia d. Probar que la coleccién

Bil:={Bj(x,€) :x € Xy 0<e<1}
es una base para 1.
Ejercicio 3.3. Sea X un espacio topolégico metrizable. Probar que:
(a) Todo subespacio de X es metrizable.

(b) Probar que si Y es un espacio topolégico homeomorfo a X, entonces Y es metrizable.
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Ejercicio 3.4. Sea X un conjunto, y sea d la distancia sobre X definida por: para todos x,y &
X,

0 six=y

1 six#uy.

Probar que la distancia d induce la topologia discreta sobre X. En otras palabras, la topologia

d(x,y) =

discreta es metrizable. ;Es metrizable la topologia indiscreta sobre un conjunto X?

Ejercicio 3.5. Sea d: R> — R definida por:

ly — b| six=ua
d((x,y),(a,b)) =
14+ |y—b] six#a.

(a) Probar que d es una distancia sobre IR.

(b) Caracterizar la bola abierta B;((0,0),1).

(c) Caracterizar la bola cerrada B;((0,0),1) = {(x,y) : d((x,y),(0,0)) < 1}.
(d) Probar que By((0,0),1) = {(0,y) : |y| < 1}.

(e) Explicar qué nos dicen los dos puntos anteriores. Es decir, qué se puede concluir de ellos.
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Conexidad

4.1. Espacios conexos

Definicién 4.1
Sea X un espacio topolégico. Una separacién de X es un par (U, V) de abiertos dis-

juntos no vacios tal que X = U U V. El espacio X se dice conexo si no existe una tal

separacion.

Notemos que si (U, V) es una separaciéon de un espacio X, entonces U # @, Xy V #

@, X. A menudo diremos X = U U V es una separacién de X.

Observacién 4.2. Si (U, V) es una separacion de X, entonces U = V y V¢ = U. Entonces, U

y V son también cerrados de X.

La conexidad es una propiedad topolégica. Es decir, si X es un espacio conexo e Y es un

espacio homeomorfo a X, entonces Y es también conexo. Véase el Ejercicio 4.1.

Proposicién 4.3

Sea X un espacio topoldgico. Entonces, (U, V) es una separacion de X siy sélosi Uy

V son abiertos no vacios de X talesque X =UUVyUNV = @.

Demostracion. (=) Supongamos que (U, V) es una separacion de X. Lo tinico que resta pro-
bar es que U NV = @. Como U es en particular cerrado, tenemos que U = U. Con lo cual
unv=unv=2.

(<) Ahora supongamos que U y V son abiertos no vacios de X tales que X = UUV

y UNV = @. Lo tnico que falta probar para que (U, V) sea una separacion de X es que

73
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UNV = @.Como U C U, tenemos que UNV C unv = Q. Luego UNV = @. Por lo

tanto, (U, V) es una separacién de X. |

Proposicién 4.4

Un espacio X es conexo si y s6lo si los tinicos subconjuntos de X que son abiertos y

cerrados en X son X y @.

Demostracion. (=) Supongamos que X es conexo. Sea C un subconjunto abierto y cerrado
de X. Queremos probar que C = @ o C = X. Supongamos por absurdo que C # @y C # X.
Entonces, C¢ es también un subconjunto abierto y cerrado de X tal que C° # @, y ademas
X = CUCC. Es decir, (C,C°) es una separacién de X, lo cual es absurdo.

(<) Ahora supongamos que los tinicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a
la vez son X y @. Supongamos que X no es conexo. Entonces existe una separacién (U, V) de
X.Como X =UUVyUNV = Q,sesigue que V = U°. Es decir, V es abierto y cerrado (por
ser el complemento de un abierto). Como V es parte de una separacién, V # @y V # X.
Lo cual es absurdo, pues los tinicos abiertos y cerrados de X son el @ y X. Por lo tanto, X es

conexo. [ |

Ejemplo 4.5. El subespacio Y = [—1,0) U (0,1] de R no es conexo. En efecto, tomando
U=YN(-2,0)=[-1,0)yV =YN(0,2), tenemos que Uy V son abiertos no vacios de Y
talesqueY =UUVyUNV =@.Estoes, (U, V) es una separacion del subespacio Y. W

Ejemplo 4.6. El conjunto Q (de ntimeros racionales) no es un subespacio conexo de IR. To-
mando, por ejemplo, U = QN (—00,v/2) y V = QN (1/2, +c0), tenemos que (U, V) es una
separacién del subespacio Q. Los tinicos subespacios conexos de Q son los conjuntos uni-
puntuales. Es sencillo comprobar que todos los conjuntos unipuntuales son conexos (véase
el Ejercicio 4.2). Y estos son los tinicos subespacios conexos de Q. En efecto, sea A C Q
con al menos dos elementos, digamos p,q € A (p # q). Supongamos que p < 4. Sabemos
que existe un irracional x € R tal que p < x < g. Entonces, tomando U = AN (—o0,x) y
V = AN (x,+0c0), tenemos que (U, V) es una separacion del subespacio A. Por lo tanto, A

No es conexo. |

Ahora caracterizaremos los subespacios conexos de RR. Es decir, diremos exactamente
quienes son los subespacios conexos de R. Para ello debemos considerar lo siguiente. Sabe-
mos que un intervalo de R es un subconjunto de la forma («, B), [, B), («, B], o [, B], siendo
a,B € RU{—o0,+o0}. Estos se pueden caracterizar de forma muy sencilla de la siguiente

manera:
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Un subconjunto A de R es un intervalo (es decir, es alguno de la forma anterior) si y

s6lo si paratodos x,y € Aytodoz € R,six <z <y, entonces z € A.

Equivalentemente, podemos también decir:

Un subconjunto A de R es un intervalo (es decir, es alguno de la forma anterior) siy

solo si para todos x,y € A, [x,y] C A.

Proposicion 4.7

Sea F un subconjunto de R. Entonces, F es conexo si y s6lo si F es un intervalo de RR.

Demostracion. (=) Probemos por el contrareciproco. Supongamos que F no es un intervalo.

Entonces, existen x,y € Fyz € Rtalque x <z < yyz ¢ F. Luego, los conjuntos
U:=FN(-00,z) y V:=FN(z,0)

son abiertos de F, disjuntos y no vacios tal que F = U U V. Por lo tanto, F no es conexo.
(<) Sea F un intervalo. Supongamos por absurdo que F no es conexo. Entonces, existen
abiertos U y V de F no vacios talesque F = UUV yUNV = @.Seanx € Uey € V.
Supongamos que x < y. Como F es un intervalo tenemos que [x,y] C F.Sea S = U N [x, y].
Como S # @ (pues x € S) y S estd acotado superiormente (pues S C [x,y]), entonces existe

z:=supSyzé€[x,y].Luego,z € F.Conlocualze Uoz € V.

= Siz € U, entonces z ¢ V. Luego z < y. Entonces 0 < y — z. Como U es abierto en
F,existe 0 < e <y—ztalque (z—e€,z+€)NF C U. Como e < y — z, se tiene que
z+5 € xy) CFyz+5 € (z—€,z+¢€)NF. Entonces z + 5§ € U. Obtenemos que
z+5 € UnN|[x,y] = S. Lo cual es absurdo, pues z = sup S.

= Siz € V, entonces z ¢ U. Luego x < z. Puesto que V es abiertoen Fy 0 < z —x,
existe e talque 0 < e < z—xy (z—¢€,z+¢€)NF C V. Entonces (z —¢,z]NU = @!,
pues UNV = @. Como e < z—x, se tiene que x < z—¢€.Seaa € S = UN [x,y].
Como a € U, se tiene que a ¢ (z —¢€,z|. Entoncesa < z—€eo0z < a.Comoa € Sy
z = sup S, se tiene que z £ a. Con lo cual 2 < z — €. Asi obtuvimos que a < z —,

Va € S. Absurdo, pues z = sup S.

Por lo tanto, F es conexo. [ |

Pues (z—€,z)NUC (z—€,z+€)NFCV



76 4.1. Espacios conexos

Proposicion 4.8

Sea X un espacio y (U, V) una separacién de X. Si Y es un subespacio conexo de X,

entoncesY CUoY C V.

Demostracion. A cargo del lector. Véase Ejercicio 4.7. H

El siguiente resultado (y algunas de sus variaciones) es una herramienta ttil para probar

que ciertos espacios son conexos.

Proposicion 4.9

Sea X un espacio topolégico y sea {F, : « € I'} una familia de subespacios conexos de

X tal que N Fx # @. Entonces |J F, es un subespacio conexo.
ael ael

Demostracion. Sea F := [Jyer Fx. Supongamos que F no es conexo, y sea F = AU B una
separacion de F. Sea p € (e Fa. Entonces, p € A o p € B. Supongamos que p € A. Para
cada a € I, F, es un subespacio conexo de F. Esto implica por la Proposicién 4.8 que para
caddaan €I, F, CAoF, C B.Comop € Ay ANB = @, tenemos que F, C A para todo

a € T'. Entonces F = |JF, C A. Lo cual es absurdo, pues (A, B) era una separacion de F. W

La unién arbitraria de subespacios conexos no es necesariamente un subespacio conexo,
la proposicién anterior nos dice que una condicién suficiente para que la unién de una fami-
lia de subespacios conexos sea conexo es que la interseccién de toda la familia sea no vacia.

Véase en la seccion de Ejercicios propuestos para variaciones de la proposiciéon anterior.

Proposicion 4.10

Sea A un subespacio conexo de un espacio X.Si A C B C A, entonces B es conexo.

Demostracién. Supongamos que B no es conexo. Entonces existe una separacién (U, V) de
B. Como A es un subespacio conexo de X, también es un subespacio conexo de B. Entonces,
por la Proposiciéon 4.8, A C U o A C V. Supongamos que A C U (de igual formasi A C V).
Entonces A C U. Con lo cual B C U. Ahora, como (U, V) es una separacién de B, por la
Proposicion 4.3 tenemos que u y V son disjuntos. Entonces, @ = U'Nnv=UNBNV =
UnV.Conlo cual:

BCU = V=BNVCUNV=0 = V=0.

217" denota la clausura de U en el espacio B.
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Lo cual es absurdo!, pues V es parte de una separacién. Por lo tanto, B es conexo. u

Notemos que de la proposicién anterior se desprende que la clausura de todo subespacio

conexo es conexo.

Ejemplo 4.11. Probemos que el espacio producto R“ es conexo. Recordemos del Ejercicio

2.14 que R¥ = R® donde
R* = {x¥ € RY: dn € N tal que X(i) = 0 para todo i > n}.
Ahora para cada n € IN, definimos el conjunto
R" = {x € R¥ : %(i) = 0 para todo i > n}.

Se puede probar sin dificultad (véase el Ejercicio 2.12) que para cada n € N, R" es homeo-
morfo a R". Entonces, para cadan € N, R" es un subespacio conexo del espacio R“. Ahora
observemos que es sencillo comprobar que
R = | R" y 0€ () R™.
nelN nelN
Luego, por la Proposicion 4.9, tenemos que IR es un subespacio conexo de R“. Por lo tanto,

por la Proposicién 4.10, obtenemos que R¥ = IR® es conexo. u

Proposicion 4.12

Sea X un espacio conexo y f: X — Y una funcién continua. Entonces f(X) es un

subespacio conexo de Y.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 4.6. u

Proposiciéon 4.13

Sean X e Y dos espacios conexos. Entonces el espacio producto X x Y es conexo.

La idea para demostrar esta proposicion es tratar de expresar al espacio X X Y como

unién de subespacios conexos cuya interseccién sea no vacia y aplicar la Proposicién 4.9.

Demostracion. Tomemos un punto cualquiera (a, b) del producto cartesiano X x Y. Notemos
que X = X x {b}, y para cada x € X, Y = {x} x Y. Entonces, los conjuntos X x {b} y
{x} X Y para cada x € X, son subespacios conexos del espacio producto X x Y. Ahora

definimos los siguientes conjuntos: para cada x € X sea

Ty = (X x {b}) U ({x} x Y).
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Observemos que para cada x € X, (x,b) € (X x {b}) N ({x} x Y). Es decir que para cada
x € X, el conjunto Ty es unién de dos subespacios conexos cuya interseccién es no vacia.

Entonces, por la Proposicién 4.9, cada subespacio Ty es conexo. Ahora notemos que:

XxY=JTx vy (ab)e ()T

xeX xeX

Por lo tanto, por la Proposiciéon 4.9, X X Y es conexo. u

Teorema 4.14

Sea {X, : « € I'} una familia de espacios topoldgicos conexos. Entonces el espacio

producto X := ] X, es conexo.

Demostracién. Daremos un esquema de la prueba, dejando los detalles al lector. Seguiremos

los siguientes pasos.

1. Elijjamos un punto arbitrario @ = (a,) € X. Para cada F C T finito, definimos el

subespacio Xr := [Tyer Xa X [Taer—r{da}-

2. Se prueba que para cada Xr C T finite, el subespacio Xr es homeomorfo al produc-
to finito [ cr X4. Por la proposicién anterior, esto implica que el subespacio Xr es

conexo.

3. SeaY = U{XF : F C T finito}. Cada Xf contiene al punto @ = (a,), entonces por la

Proposicion 4.9, Y es conexo.

4. Seprueba que Y = X. Por lo tanto, por la Proposicién 4.10, obtenemos que X es conexo.

4.2. Espacios conexos por caminos

Definicion 4.15

Sea X un espacio topoldgico. Sean x,y € X. Un camino en X que une los puntos x e y

es una funcién continua f: [0,1] — X tal que f(0) = xy f(1) = y.

En la definicién anterior el intervalo cerrado [0, 1] es considerado un subespacio de R

(con la topologia usual).
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Definicion 4.16

Un espacio X se dice conexo por caminos (0 arco-conexo) si para cada par de puntos

de X existe un camino que los une.

Teorema 4.17

Todo espacio X conexo por caminos es conexo.

\.

Demostracion. Sea X un espacio conexo por caminos. Supongamos que X no es conexo. Sea
X = U UV una separacién de X. Tomemos x € Uey € V.Sea f: [0,1] — X un camino que
une los puntos x e y. Como f es continua y [0, 1] es un espacio conexo, tenemos que f ([0, 1])
es un subespacio conexo de X. Luego, por la Proposicién 4.8, tenemos que f([0,1]) € U o
f([0,1]) € V. Lo cual es absurdo, pues si f([0,1]) € U, entonces y = f(1) € U. Luego
y € UNV,lo cual es absurdo. Andlogamente si f([0,1]) C V. Por lo tanto, X es conexo. W

Veamos ahora que la reciproca del teorema anterior no es verdad. Es decir, un espacio

conexo No es necesariamente conexo por caminos.

Ejemplo 4.18 (Le19). Vamos a construir un conjunto de IR?> que sea conexo, pero no conexo

por caminos. Sea

A= [01]x {0} U {0} x (0,1]]U [U (L) W)]

nelN
véase la Figura 4.1. Primero, es claro observar a partir de la Figura 4.1 que A no es arco-
conexo porque no podemos unir un punto ¥ = (x1,x1) € {0} x (0,1] € A con un punto
(y1,y2) € (0,1] x {0} por un camino. Ahora probemos que A es conexo. Supongamos por

absurdo que no lo es. Entonces existe una separaciéon A = U U V de A. Llamemos

Bi= {0} x (0,1] y C:= [(O,l]x{O}]U[U ({%}X[O,l])].

nelN
Como B es claramente homeomorfo a (0, 1], B es conexo. Es sencillo observar (véase la Figura
4.1) que C es arco-conexo, y asi es conexo. Tenemos que A = B U C. Como (0, %) € A,
tenemos que (0,%) € U o (0,3) € V. Supongamos que (0,1) € U. Luego (0,3) € UNB.
Como (U, V) es una separaciéon de Ay B C A es un subespacio conexo de A, entonces por
la Proposicién 4.8 tenemos que

BCU. (4.1)

Como U es abierto y cerrado del subespacio A y C C A, entonces C N U es abierto y cerrado

del subespacio C. Veamos que C N U # @. Como (0, %) € Uy U es un abierto de A, existe
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1

2

Figura 4.1: Un subespacio conexo que no es arco-conexo

e > 0tal que B((0,3),€) N A C U.Sean € N tal que + < €. Entonces (£, 1) € B((0,1),e) N
A C U. Con lo cual, (%, %) € UNC. Ahora, como C es conexo y U N C es abierto y cerrado

de C y no vacio, tenemos que U N C = C. Esto es,
ccu. (4.2)

Luego, de (4.1) y (4.2), tenemos que A C U, lo cual es absurdo porque (U, V) era una sepa-

raciéon de A. Por lo tanto, concluimos que A es conexo. u

Ejemplo 4.19. Consideremos el subespacio X = [0,1) de R y el subespacio
Y = {(cos(2rtt,sin27t) : 0 < t < 1}

de IR?. Es sencillo probar que la funcién f: X — Y definida por f(t) = (cos2rtt,sin27t)
es biyectiva y continua, véase la Figura 4.2. Nos preguntamos jes f un homeomorfismo?
Veremos que no. De hecho, probaremos que X y Y no son espacios homeomérficos. Supon-
gamos que si, que X e Y son homeomorfos. Es decir, existe un homeomorfismo a: X — Y.
Ahora observemos lo siguiente. Sabemos que X = [0,1) es un espacio conexo. Y es senci-
llo observar que el espacio Y es conexo por caminos, y por lo tanto conexo. Tomemos los
subespacios X' =X- {%} deXeY =Y — {oc (%) } de Y. Entonces, por un lado, sabemos
que la funcién a: X’ — Y’ sigue siendo un homoemorfismo entre los espacios X' e Y/ (véase
el Ejercicio 1.66). Ahora, por otro lado, es claro que X’ = [0,1/2) U (1/2,1) no es conexo.
Pero el subespacio Y’ de Y, al quitarle sélo un punto, sigue siendo claramente conexo por
caminos, y por lo tanto conexo. En resumen, estamos diciendo que X’ = Y’ donde X’ no
es conexo e Y’ es conexo, lo cual es absurdo. Por lo tanto, X e Y no son homeomorfos, y en

particular f no es un homeomorfismo. u
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- A
AN

Figura 4.2: [0,1) no es homeomorfo al circulo unidad

4.3. Componentes

Las componentes de un espacio topolégico son los subespacios conexos mds grandes del
espacio. Por ejemplo, las componentes de un espacio conexo X, es X mismo. Recordando
que en el espacio Q (con la topologia usual de RR) los tinicos subespacios eran los conjuntos
unipuntuales {g}, tenemos que las componentes de Q son justamente los conjuntos unipun-

tuales {q}.

Definicién 4.20

Una componente de un espacio topoldgico X es un subespacio maximal de X.

En otras palabras,

Un subconjunto C C X de un espacio X, es una componente de X si:
1. C es conexo;

2. 5iC C D C Xy D es conexo, entonces C = D.

Ejemplo 4.21. Sea X = R — {0} con la topologia usual de R. Entonces las componentes de

Xson A= (—00,0)y B = (0,00). |

Para cada elemento x € X, existe una componente C, de X que contiene a x. En efecto,
sea Cy := U{C € X : x € CyCesconexo}. Es claro que x € Cy, y por la Proposicién
4.9 tenemos que Cy es conexo. Ademds, Cy es maximal. Supongamos que D es conexo y
Cx € D C X.Como x € Cy C D, tenemos que D pertenece a la familia {C C X : x €
Cy Cesconexo}, entonces D C J{C C X : x € CyCesconexo} = C,. Con lo cual,
D = Cy. Por lo tanto, Cy es una componente de X y x € C,. También se pueden comprobar

las siguientes afirmaciones:

1. X = Uyex Cx.
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2. Si Cy # Cy, entonces C, N Cy = @.
3. Si D es una componente de X, entonces existe un x € X tal que D = C,.

Lo anterior prueba que la colecciéon {D C X : D es una componente de X} = {C, : x € X}
forma una particién del conjunto X. En otras palabras, lo anterior prueba que un espacio X

puede ser dividido en varias partes que son conexas.

Teorema 4.22

Cada componente de un espacio X es un subconjunto cerrado.

Demostracion. Sea D una componente de X. Como D es conexo, D es también conexo. Como

D C D, por maximalidad obtenemos que D = D. u

Ejemplo 4.23. Sea X = [0,1] U [2,3] U [4,5] un subespacio de R,. Entonces X tiene tres
componentes: [0,1], [2,3], y [4,5]. Se tiene que Cy = [0,1] para todo 0 < x < 1, Cy = [2,3]
paratodo2 < x <3,y Cy = [4,5] para todo 4 < x <5. |

Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1. Sea X un espacio topolégico conexo. Probar que si Y es un espacio topolégico

y f: X — Y es un homeomorfismo, entonces Y es conexo.

Ejercicio 4.2. Sea X un espacio topoldgico y sea xg € X. Probar que el subespacio {xg} es

conexo. Es decir, todos los conjuntos unipuntuales son siempre subespacios conexos.

Ejercicio4.3. Sea X = {a,b,c,d, e} ysealatopologiat = {@,{a}, {c,d},{a,c,d}, {b,c d e}, X}.

Determinar si los siguientes son subespacios conexos de X.
(@) A={b,d,e}. (b) B={a,d}. (c) X.

Ejercicio 4.4. Probar de dos formas distintas que si X es un conjunto infinito con la topologia
cofinita, entonces X es conexo.

(Pista: Una de las formas es usar la Proposicion 4.4.)
Ejercicio 4.5. ;Es el espacio Rg conexo?

Ejercicio 4.6. Probar que si X es un espacio conexoy f: X — Y es una funcién continua,

entonces f(X) es un subespacio conexo de Y.
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Ejercicio 4.7. Sea X un espacio y (U, V) una separacién de X. Probar que si Y es un subes-

pacio conexo de X, entoncesY CUoY C V.

Ejercicio 4.8. Sea A, una sucesion de espacios conexos de X tales que A, N A1 # @ para

todon € IN. Probar que |J Aj es conexo.
nelN

Ejercicio 4.9. Sea { A, : « € I'} una familia de subespacios conexos de X. Suponga que existe

un € I' tal que Ag N A, # @ para todo a € I'. Probar que |J A, es conexo.
ael

Ejercicio 4.10. Sea X un espacio y sea Y un subsepacio de X. Probar que las siguientes

condiciones son equivalentes:
(1) Y no es un subespacio conexo de X.
(2) Existen abiertos Uy V de XtalesqueYNU #Q, YNV #Q, Y CUUV,yUNnV CY"

Ejercicio 4.11. Probar que el conjunto A = {(x,y) : y*> — x> > 4} no es un subespacio conexo

de R2.

Ejercicio 4.12. Sea X un espacio topoldgico. Probar que las siguientes condiciones son equi-

valentes.
(1) X es conexo.
(11) Toda funcién continua del espacio X en el espacio discreto {0,1} es constante.

Ejercicio 4.13. Sea X un espacio topoldgico. Probar que las siguientes condiciones son equi-

valentes.
(1) X es conexo.
(11) Toda funcién continua del espacio X en un espacio discreto es constante.

Ejercicio 4.14 (Teorema del valor intermedio de Weierstrass). Sea X un espacio topolégico
conexo y sea f: X — IR una funcién continua (IR con su topologia usual). Probar que para

todos x,y € X, si f(x) <a < f(y), entonces existe z € X tal que f(z) = a.

Ejercicio 4.15. Sea X un espacio topoldgico. Probar que si para cada par de puntos x,y € X

existe un conjunto conexo C que los contiene, entonces X es conexo.

Ejercicio 4.16. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Sean A y B abiertos de X. Probar que si
AN By AU B son conexos, entonces A y B son conexos. (Indicacién: Notar que como A es

abierto de X, entonces 4 = {U e t:U C A}.)
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Ejercicio 4.17. Sea X un espacio topolégico y ~ una relaciéon de equivalencia sobre X. Probar

que si X es conexo, entonces el espacio cociente X/~ es conexo.

Ejercicio 4.18. Probar que un espacio X es conexo si y s6lo si las tinicas funciones continuas
de X en el espacio discreto Y = {0,1} son las funciones constantes, f(x) = 0Vx € X, o

f(x)=1Vx e X.

Ejercicio 4.19. Sea {X, : « € I'} una familia de espacios topoldgicos. Probar de dos formas

distintas que si el espacio producto [ | X, es conexo, entonces cada espacio X, es conexo.
Ejercicio 4.20.

(a) Considere los subespacios (0,1), (0,1] y [0,1]. Probar que ningtn par de ellos son ho-
meomorfos. (Indicacién: ;qué ocurre si le quitamos un punto a cada uno de ellos? ;Siguen

siendo conexos?)
(b) Probar que R" y R no son homeomorfos paran > 1.

Ejercicio 4.21. Sea f: [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Probar que existe un punto x €
[0,1] tal que f(x) = x. Un punto x que cumple que f(x) = x se llama punto fijo de f. ;Si
¢:10,1) — [0,1) es continua, es verdad que g tiene un punto fijo? y ¢si h: (0,1) — (0,1) es

continua, tiene & un punto fijo?

Ejercicio 4.22. Un espacio topolédgico X es llamado totalmente disconexo si para cada par
de puntos distintos x,y € X existen abiertos disjuntos U y V tales quex € U,y € Vy
X=UuV.

(a) Probar que R con la topologia generada por la base By = {(a,b] : a < b} es totalmente

disconexo.
(b) Probar que el subespacio Q de R (con la topologia usual) es totalmente disconexo.

(c) Probar que un espacio X es totalmente disconexo si sus tinicos subespacios conexos no

vacios son los conjuntos unipuntuales.

(d) Probar quesi X tiene la topologia discreta, entonces X es totalmente disconexo. ¢ Es cierto

el reciproco?
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Espacios conexos por caminos

Ejercicio 4.23. Sean X e Y espacios conexos por caminos. Probar que el espacio producto

X X Y es conexo por caminos.

Ejercicio 4.24. Probar que si f: X — Y es continua y X es conexo por caminos, entonces

f(X) es conexo por caminos.

Ejercicio 4.25. Sea {A, : « € T'} una coleccién de subespacios conexos por caminos de X
tal que () Ay # ©. Probar que |J A, es conexo por caminos. (Indicacién: Utilizar el Lema del

Pegamiento.)

Ejercicio 4.26. Sea X un espacio topolégico y ~ una relaciéon de equivalencia sobre X. Probar

que si X es conexo por caminos, entonces el espacio cociente X/~ es conexo por caminos.

Componentes

Ejercicio 4.27. Sea X un espacio topoldgico y sea x € X. Probar que existe una tinica com-

ponente que contiene a x.

Ejercicio 4.28. Sea X un espacio topolégico y sea F C X un subespacio conexo de X. Probar

que existe una componente C de X que contiene a F.

Ejercicio 4.29. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y un homeomorfismo. Sea

D C X. Probar que D es una componente de X si y s6lo si f(D) es una componente de Y.

Ejercicio 4.30. Sea X un espacio topoldgico. Si X tiene una cantidad finita de componentes,

entonces cada componente es un abierto de X.

Ejercicio 4.31. Un espacio topolégico X se dice localmente conexo si para cada x € Xy cada
entorno U de x, existe un abierto conexo V de X talque x € V C U.
Probar que un espacio es localmente conexo si y sélo si la familia de todos los subcon-

junto abiertos conexos forman una base del espacio.






Capitulo 5

Compacidad

5.1. Espacios compactos

Definicién 5.1

Sea X un espacio topolégico e Y C X. Una familia .A de subconjuntos de X es llamada

un cubrimiento abierto de Y en X si cada miembro de A es un abiertode Xe Y C |J A.

Ejemplo 5.2.

1. Sea A = {(—n,n) : n € IN}. Entonces .4 es un cubrimiento abierto de Q en R (con la

topologia usual). También, es verdad que A es un cubrimiento abierto de R en R.

2. La coleccion A = {(—1,—1/n) : n € N} es un cubrimiento abierto del intervalo

(=1,0) en R. [

Observacién 5.3. Si A es un cubrimiento abierto de un espacio X, entonces se tiene que

X =UA

Definicion 5.4

Sea X un espacio e Y C X. Diremos que el subespacio Y es compacto si todo cubri-

miento abierto de Y en X contiene un subcubrimiento finito de Y.

En otras palabras:

Un subespacio Y es compacto si para cada cubrimiento abierto A = {U;:i € [} de Y

en X existen i,...,i, € [talqueY C U; U---UU;,.

Ejemplo 5.5.
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88 5.1. Espacios compactos

1. Q (y tampoco R) no es un espacio compacto (con la topologia usual de R). En efecto,
A = {(—n,n) : n € N} es un cubrimiento abierto de Q en R el cual no contiene

ningtn subcubrimiento finito de Q (ni de R).

2. Sea X = {0} U{} : n € IN}. Entonces X es un subespacio compacto de R. En efecto,
sea A = {U; : i € I} un cubrimiento abierto de X en R. Es decir, para cada i € I, U; es
un abiertode R,y X C U;c; U;. Como 0 € X, existe ip € I tal que 0 € Uj;,. Ahora, como
Uj, es un abierto de RR, existe un intervalo abierto (a, b) tal que 0 € (a,b) C U;,. Como
0 € (a,b),existe N € N tal quea < 0 < % < b. Entonces, para todo n > N, tenemos
quea <0 < % < % < b.Conlo Cual% € (a,b) C Uj, para todon > N. Ahora, como
{% :n € N} C X C e Ui, tenemos que para cada n < N, existe un i, € I tal que

% € U;,. Entonces, obtuvimos que

iN—1°

1
X:{O}U{E:nG]N}QUiOUUi1U~~~UU

Por lo tanto, como {U;,, U;,,...,U;, ,} es un subcubrimiento finito de A, concluimos

0’ 17+

que X es compacto.

3. El intervalo (0, 1] no es un subespacio compacto de R. Consideremos el cubrimien-
to abierto A = {(1,2) : n € N} de (0,1] en R. Veamos que .A no contiene ningtn
subcubriemiento finito de (0,1]. Supongamos por absurdo que si contiene un sub-
cubriemiento finito Ay = {(%,2),...,(%{,2)}. Sea m = min{ny,...,n;}. Entonces
UAdo = ( %,2), el cual no cubre a (0,1]. Por lo tanto, A efectivamente no contiene

ningun subcubrimiento finito de (0,1] en R. |

Proposicién 5.6

Sea X un espacio compacto. Entonces, todo subespacio cerrado de X es compacto.

Demostracién. Sea X un espacio compacto y sea A un cerrado de X. Probemos que A es

compacto. Sea {U; : i € I} un cubrimiento abierto de A en X. Con lo cual,
AcU = X={JuuA“
i€l i€l
Asi {U; : i € I} U{A°} es un cubrimiento abierto de X. Por ser X compacto, existen

i1,...,ix € I'talque X = U, U---UU; UA". Entonces, A C U;; U---UU,. Por lo tan-

to, A es compacto. [ |
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Proposicién 5.7

Sea X un espacio Hausdorff. Entonces, todo subespacio compacto de X es cerrado.

Demostracion. Sea X Hausdorff y A un subespacio compacto de X. Vamos a probar que A°
es abierto de X. Sea xp € A°. Entonces, para cadaa € A, xy # a. Como X es Hausdorff, para
cada a € A, existen abiertos U, y V; tales que a € U,, xo € V, y U, NV, = @. Observemos
que A C U,ea Us. Luego, como A es compacto, existen ag,...,a, € A talesque A C U, U
~-UUy,.Sea U := Uy, U---UU,,. Conlo cual U es un abiertoy A C U. Ahorasea V :=
Vo, N---NV,,. Observemos que V es abierto y xg € V. Por otro lado, vemos que UNV = @.
Entonces

xg eV C uc - AS.
Por lo tanto, A€ es abierto y asi A es cerrado. [ |

Ejemplo 5.8. Los intervalos acotados (a,b), (a,b] y [a,b) no son compactos en R, En efecto,
sabemos que IR, es de Hausdorff y los intervalos anteriores no son cerrados de IR,,. Entonces,

por la proposicion anterior ellos no pueden ser compactos. u

En la proposicion anterior la hipétesis de ser Hausdorff no puede omitirse. Es decir, hay
espacios que no son Hausdorff y donde hay un subespacio compacto que no es cerrado.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.9. Sabemos que la topologia cofinita sobre R no es Hausdorff (véase 1.46), y
ademads que los subespacios cerrados son exactamente los subconjuntos finitos de R y IR.
Por otro lado, se puede probar (véase el Ejercicio 5.4) que todos los subconjuntos de IR son

compactos. Por lo tanto, hay subespacios compactos que no son cerrados. u

Proposicién 5.10

Sea X un espacio Hausdorff. Si Y es un subespacio compacto de X y xy € Y, entonces

existen abiertos Uy V talesquexp c U, Y C V,yUNV = Q.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 5.12. u

Proposicion 5.11

Sea X un espacio compactoy f: X — Y una funcién continua. Entonces f(X) es un

subespacio compacto de Y.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 5.14. L
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Teorema 5.12

En R con la topologia usual, todo intervalo cerrado y acotado [, b] es compacto.

Demostracién. Supongamos que a < b, y sea A = {U; : i € I} un cubrimiento abierto del

intervalo [a,D]. Esto es, [a,b] C |J U;. Sea
iel

A:={x € [a,b] : [a, x] estd cubierto por un nimero finito de elementos de A}.

Comoa € A, A # ©;ycomo A C [a,b], A estd acotado superiormente. Entonces A tiene un
supremo. Sea m := sup A. Tenemos que a < m < b, es decir, m € [a,b]. Entonces, existe un
j € I tal que m € U;. Supongamos que m < b. Como U; es abierto de R, existe un € > 0 tal
quee < b—my [m—e m+ €| C U Por ser m el supremos de A, existe un x; € A tal que

m — € < x1 < m. Notemos que
a<xi<m<m+e<b

n
lo cual implica que m + € € [a, b]. Por otro lado, como x; € A, tenemos que [a,x1] € U U;,
k=1
para algunos iy, ..., i, € I. Luego, tenemos que

[a,m+e]=[a,x]U[x;,m+e] Clax]U[m—em+e] C
C O u;, uu;.
k=1

Con lo cual, m 4- € € A. Esto es absurdo, pues m es el supremo de A. Este absurdo provino
de suponer que m < b. Entonces, m = b. Es decir, b = m = sup A. Ahora probemos que
be A.Seajc Italqueb ¢ U;. Entonces, existe un § > 0 tal que b—06,b+ 6] C U;j. Como
b=supA, existey € Atalqueb—¢6 <y < b.Comoy € A, tenemos que [4,y] C Lnj Ui,.
Luego, !

[a,b] = [a,y] Uy, b] Ca,y]U[b—0,b+ 6] C LnJ u; uu;.

k=1

Entonces, b € A. Lo que significa que [a, b] estd cubierto por un nimero finito de elementos

de A. Por lo tanto, [a, b] es compacto. |

Ejemplo 5.13. Toda circunferencia del plano cartesiano (con la topologia usual) es un subes-
pacio compacto de R x RR. Es suficiente probarlo para la circunferencia con centro en el ori-
gen yradio 1. Sea S! esta. Sea F: [0,1] — R x R la funcién definida por F(x) = (cos 27tx, sin 27tx).
Es claro que F es continua, ya que las funciones cos y sin son continuas. Ademads, sabemos
que F([0,1]) = S'. Por lo tanto, ya que el subespacio [0,1] es compacto, tenemos que S* es

compacto. [ |
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Presentamos una caracterizacion 1til del concepto de compacidad. Primero necesitamos

una definicion.

Definicién 5.14

Una coleccion C de subconjuntos de un conjunto X se dice que tiene la propiedad de
interseccion finita si cada subcoleccién finita {Cy,...,Cy,} de C tiene interseccién no

vacia.

Es decir, C tiene la PIF si para todo n € IN y para todos Cy,...,C; € C, se tiene que
Cin---NC, # Q.

’n

Ejemplo 5.15. Sea C = { (O 1) in € ]N}. Entonces C tiene la PIF. En efecto, tomemos una
subcoleccion arbitraria finita de C: sea {(0, n%) e, (O, nik> } Sea m = méx{ny,..., n;}.

Entonces (0,L1) C (0,1) paratodoi=1,...,k (;por qué?). Entonces
m n; P por q

02)< (1) 0(02) = () n(o) vo

Teorema 5.16

Un espacio X es compacto si y sélo si para cada colecciéon C de subconjuntos cerrados

de X con la PIF se tiene que N C # @.

Demostracion. (=) Supongamos que X es compacto. Sea C una coleccion arbitraria de sub-
conjuntos cerrados de X que tiene la PIF. Debemos probar que (\C # @. Supongamos por
absurdo que N C = ©@. Entonces, tomado complemento y usando las leyes de De Morgan,
tenemos que X = J{C® : C € C}. Para cada C € C, tenemos que C® es un abierto de
X. Entonces {C° : C € C} es un cubrimiento abierto de X. Como X es compacto, existen
Cy,...,Cp € Ctalque X = C; U - - - UCy. Nuevamente, tomando complemento y utilizan-
do las leyes de De Morgan, obtenemos que @ = C; N --- N Cy. Lo cual es absurdo pues la
coleccion C tiene la PIE. Por lo tanto, (N C # @.

(<) Supongamos ahora que para toda coleccién C de subconjuntos cerrados de X con la
PIF se tiene que (1C # @. Probemos que X es compacto. Sea X = [J;c; U; un cubrimiento
abierto de X. Ahora, tomado complemento y usando las leyes de De Morgan, tenemos que
@ = e Uf.SeaC = {Uf : i € I}. Es claro que la coleccion C estd formada por subconjuntos
cerrados de X. Como N C = ;Ui = O, por hipétesis obtenemos que la coleccién C no
tiene la PIF. Es decir, existen Ufl PR Ufk € C tales que Ufl N---N Ufk = . Entonces, X =

Uj, U---UU,.Por lo tanto, X es compacto. |
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El siguiente resultado muestra cémo la topologia esta intimamente relacionada con cues-

tiones de cardinalidad. Necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 5.17

Sea X un espacio topoldgico. Un punto x € X es llamado punto aislado de X si {x} es

un abierto de X.

Proposicion 5.18

Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Si X no tiene puntos aislados, entonces X no

es contable (es decir, es infinito no numerable).

Demostracion. Paso 1: Probemos que para todo abierto U no vacio y para todo x € X, existe

un abierto V no vacio talque VC Uy x ¢ V.

Sea U # @ abierto y x € X. Elijamos un punto y € U tal que y # x. Esto es posible

porque:

= Six ¢ U, tomamos cualquier y € U;

» Six € U, como {x} no es abierto de X, tenemos que {x} C U. Conlo cual existey € U

tal quey & {x}.

Como x # y y X es Hausdorff, existen dos abiertos W; y W, tales que x € Wy, y € Wh y
Wi NW, = @.Sea V := U N W,. Luego, claramente tenemos que V C U. Ademads, como W
es abierto, x € Wi y Wi NV = @, tenemos que x ¢ V.

Paso 2: Veamos que no existe una funcién sobreyectiva f: N — X. Sea f: N — X una
funcion. Para cada n € IN, sea x,, := f(n). Aplicando el Paso 1 a x1 y X, tenemos que existe
un abierto V; # @ tal que x; ¢ V;. Ahora aplicamos el Paso 1 a x; y Vj, entonces existe
un abierto V, # @ talque Vo C Vi yxp ¢ Vs. Luego, inductivamente, dado un V,,_; # @
abierto, existe un abierto V,, # @ talque V;, C V,_1y x, ¢ V,. Asi, tenemos la sucesion
decreciente V) D V, D ... de cerrados no vacios en X. Como X es compacto y la familia
{Vy : n € N} tiene la PIF, tenemos que ﬂNVn # @. Entonces, existe un x € ﬂNVn # Q.

ne ne

Entonces, x # x; para todo n € IN. Lo cual muestra que la funcién f no es sobreyectiva. Por

lo tanto, X no es numerable. [ |
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5.2. El teorema de Tychonoff

En esta secciéon probaremos uno de los resultados mdas importantes en Topologia. Para
este fin, necesitaremos un resultado tedrico igualmente importante de la teoria de conjuntos
ordenados, el cual pasamos a enunciar. Omitimos su demostracién ya que esta fuera de los

proposito de este libro.

Teorema 5.19: Lema de Zorn

Sea P un conjunto parcialmente ordenado no vacio. Si todo subconjunto totalmente
ordenado y no vacio de P tiene una cota superior en P, entonces P posee un elemento

maéaximal.

Proposicion 5.20

Sea X un conjunto y sea A una coleccién de subconjuntos de X tal que A satisface la

PIF. Entonces existe una coleccién maximal D de subconjuntos de X que satisface la

PIF y contiene a A.

Observacion 5.21. Es decir, la coleccion D contiene a A, satisface la PIF, y si hay otra colec-

cién £ de subconjuntos de X tal que satisface la PIF y contiene a A, entonces £ = D.

Demostracion. Sea
H = {C : C es una coleccién de subconjuntos de X tq. C tiene la PIFy A C C}.

Consideremos a IH ordenado por el orden inclusiéon C. Veamos que H cumple con la hip6te-
sis del Lema de Zorn. Sea B C H totalmente ordenado. SeaC = |J B. Entonces C es un co-
leccién de subconjuntos que contiene a .A. Veamos que C satisfaceBIGaBPIF. SeanCy,...,Cy € C.
Entonces existen By, ..., By € Btal que C; € By, ..., Cx € B. Como B esté totalmente orde-
nado, existeuni € {1,...,k} tal que By,..., By C B;. Entonces Cy,...,C; € B;, y como B;
satisface la PIF, tenemos que C; N --- N Cy # @. Entonces, efectivamente C satisface la PIE.
Esto implica que C € H y es una cota superior de B. Hemos probado que todo subconjunto
B totalmente ordenado de H tiene una cota superior, entonces por el Lema de Zorn H tiene

un elemento maximal D. [ |
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Proposicion 5.22

Sea X un conjunto y sea D una coleccién méaximal de subconjuntos de X que satisface

la PIF?. Entonces,
(1) Si Aq,...,A, € D,entonces A1 N---NA, €D.

(2) SiAC Xtalque AND # @ VD € D, entonces A € D.

“Es decir, D satisface la PIF y, si £ es otra coleccién que satisface la PIFy D C &, entonces D = £.

Demostracion. (1) Sea B = A1 N---N A, con Aq,...,A, € D.Sea C := DU {B}. Veamos
que C tiene la PIF. Sean Cj,...,C, € C. Si todos los Cj, ..., C, estdan en D, entonces como
D satisface la PIF, tenemos que C; N ---NC, # @. Si alguno de los C; es B, digamos por

ejemplo que C; = B, entonces nos queda
Cin---NC,=A1N...A,NCN---NC, #D

pues es una interseccién finita de elementos de D. Entonces C satisface la PIF. Luego, como
D C Cy D es méximal, se tiene que D = C. Conlo cual B € D.

(2) Sea A C X y supongamos que AN D # @ paratodoD € D.Sea A = DU{A}.
Usando el inciso (1) se puede probar que A satisface la PIF. Entonces, como D C Ay D es

maximal, tenemos que A € D. u

Teniendo las dos proposiciones anteriores estamos listo para probar el famoso teorema

de Tychonoff.

Teorema 5.23: El teorema de Tychonoff

El producto (arbitrario) de espacios compactos es compacto.

Demostracion. Sea {X, : « € T'} una familia de espacios compactos y sea X := [] X,. Vamos
a probar que X es compacto utilizando el Teorema 5.16. Sea C una coleccién deasetllbconjuntos
cerrados de X con la PIE. Debemos probar que N C # @. Por la Proposicién 5.20, sea D una
coleccién de subconjuntos de X tal que C € D y D es médximal con respecto a satisfacer la

PIF. Probaremos que (| D # @.
DeD

Paracada« € T, sea 71,: X — X, la funcién proyeccion. Sea a € T'. La coleccion {7, (D) :
D € D} de subconjuntos del espacio X, satisface la PIF (pues D satisface la PIF). También,

podemos comprobar que la coleccion {71, (D) : D € D} de cerrados del espacio X, satisface
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la PIF. Como X, es compacto, por el Teorema 5.16 tenemos que
(] (D) # @.

Entonces, para cada a € T, sea

X« € () ma(D).
DeD

Sea x = (x4 )aer- Veamos que x € D paratodo D € D.Sea D € D. Sea ngl(ll/;) un elemento
subbdsico del espacio producto X tal que x € nlgl (Up). Luego xg € Ug, y como xg € 7g(D)
(por definicion del xg), tenemos que existe un 'y € D tal que 714(y) € Up. Entonces y €
nﬁ_l(uﬁ) N D. Hemos probado que cada subbasico n;l(llﬁ) que contiene a x intersecta a

todos los D € D. Entonces, por la Proposicién 5.22, tenemos que
{nﬁ’l(uﬁ) IX € ngl(uﬁ)} CD.

Luego, como D es cerrado bajo intersecciones finitas (Proposicion 5.22), obtenemos que D
contiene a todos los abiertos bésicos ngll (Ug,)N---0 n[;nl (Upg, ) que contienen a x. Entonces,
que para cada abierto basico U del espacio producto X que contiene x, se tiene que U N D #
@ para todo D € D (pues U,D € D). Con lo cual, x € D para todo D € D. Ahora, como

C C D, obtenemos que

X € ﬂﬁgﬂc.

DeD ceC

Por lo tanto, (N C # @, y por el Teorema 5.16 obtenemos que X = [] X, es compacto. u
ael

Con ayuda del Teorema de Tychonoff podemos caracterizar todos los subespacios com-

pactos de R" (con la topologia producto y R con su topologia usual).

Proposicion 5.24

Un subespacio de A de R es compacto si y sélo si es cerrado y acotado con respecto

a la distancia euclidea d, o la distancia del supremo p.

Demostracion. (=) Supongamos que A es compacto. Como R” es un espacio metrizable, R"

es de Hausdorff. Entonces, A es cerrado. Ahoracomo A C R* = |J B(0,n) y A es compac-
nelN

to, tenemos que A C B(0,n7) U---UB(0,n) C B(0, M), siendo M = méax{ny, ..., n;}. Por
lo tanto, A es acotado.

(<) Supongamos que A C R" es cerrado y acotado. Por ser A acotado, existe un r > 0 tal
que A C B(0,r) C [—r,r]". Como los intervalos [—7, ] son compactos, el producto [—r, ]" es
compacto por el Teorema de Tychonoff. Ahora, como A es cerradoy A C [—r,r]", tenemos

que A es cerrado del espacio compacto [—7, r]". Entonces A es compacto. |
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1
Co E 3
Ci E =] E =]
0 1 2 1
3 3

C, B——3 E—13 E—3 E—13
0 1 2 1 2 7 8 1

9 9 3 9 9
C3; B3 B3 E3 B3 E3 B3 E3 B3
o 1 2 1 2 7 8 1 2 1 20 7 8 25 2 1

27 27 9 9 27 27 3 3 9 9

C:ﬂzo:()cn

Figura 5.1: Conjunto de Cantor

5.3. El conjunto de Cantor

Vamos a construir un conjunto de ntiimeros reales el cual es utilizado como una fuente
inagotable de ejemplos y contraejemplos en muchas areas de la matematica. Dicho conjunto
es llamado el conjunto de Cantor, debido al gran matematico George Cantor. El conjunto
de Cantor es un ejemplo bien conocido de un conjunto cerrado de nameros reales el cual no
tiene puntos aislados y es nunca denso en RR.

La construccién del conjunto de Cantor es a través de una sucesion infinita de pasos.

Vamos a construir inductivamente los siguientes conjuntos:

e
NN

C():: 0

-p
Cr = {o,

En otras palabras, comenzamos tomando el intervalo cerrado Cy = [0, 1]. Luego dividimos
este intervalos en tres y extraemos el intervalo del medio, esto nos da el conjunto C; :=
0,31 U [4,1]. Luego, a cada uno de los intervalos del conjunto C; lo dividimos en tres, y
en cada uno de ellos extraemos el intervalo del medio, esto nos queda el conjunto C; :=
0,3] U[3,3]U[3, 5] U[8, 1]. Asi continuamos sucesivamente. Véase la Figura 5.1. Luego, el
conjunto de Cantor C es la interseccién de todos estos conjuntos Cj,.

La definicién anterior es intuitiva, necesitamos una definicién formal y precisa del con-
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junto de Cantor. Existen varias formas equivalentes de definir el conjunto de Cantor, y cada
una de ellas es 1til para probar diversas propiedades que tiene el conjunto de Cantor. Aqui,
elegimos una de estas formas equivales que nos serd de utilidad en gran medida. Comenza-
mos construyendo ciertos conjuntos de niimeros naturales.

Sea Fy = {1}. Para cadan € N, sea
F,:={3s—2,3s:s€ F,_1}.
Por ejemplo,

R ={1,3}
F ={1,3,7,9}
F ={1,3,7,9,19,21,25,27}

Algunas propiedades de estos conjuntos son:
1. Para cadan > 0, F, tiene 2" elementos.
2. Paracadan >0, F, C F, 1.

Dejamos la comprobacién de estas propiedades a cargo del lector.

Ahora, para cada n € N y cada s € F;,, definimos el siguiente intervalo cerrado:
n. |s—1 s
5= [3— 3—] |
Estamos listo para dar una definicién formal del conjunto de Cantor.

Definicién 5.25

El conjunto de Cantor (o también conocido como el conjunto ternario de Cantor) se

define como
C = ﬂ Cn
n=0

donde Cy = [0,1] ,y paracadan € N,

Co:i= | I

seF,

El lector puede comprobar que para n € {0,1,2,3}, la definicién anterior nos da exacta-

mente los conjuntos C,; dados al inicio de la seccién.
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Ahora nos dedicaremos a enunciar y probar algunas de las propiedades mds basicas pero
fundamentales del conjunto de Cantor. Aqui consideramos siempre a R con su topologia

usual.

Definicién 5.26
Un conjunto A de un espacio topolégico X es llamado nunca denso si (Z)O = @.En

palabras, A es nunca denso si el interior de su clausura es vacio.

Teorema 5.27

1. Cada C,, es cerrado.
2. C es cerrado.
3. Paracadan >0,C,+1 C Cp.
4. Los extremos de los intervalos cerrados que conforman a C,, estan todos en C.
5. C # Q.
6. C es compacto.
7. Cada cerrado C, estd formado por 2" intervalos cerrados disjuntos.
8. Cada intervalo cerrado de C, tiene longitud 4.
9. C es totalmente disconexo.
10. C es un conjunto nunca denso en RR.
11. C no tiene puntos aislados.

12. C no es numerable.

Demostracion. 1. Cada C, es union finita de intervalos cerrados. Por lo tanto, es cerrado.
2. C es cerrado por ser interseccién de cerrados.

3. Vamos a probar que cada intervalo cerrado I"*! que forma el conjunto C,,;; estd in-
cluido en un intervalo de C;,. Sean € N yseas € F, ;. Entoncess = 3t —20s = 3t
cont € F,.

Caso 1: s = 3t — 2. Por definicién tenemos que [+ = [35;—31, %} . Reemplazando, nos

queda s — 1 = 3t — 3. Entonces, ['T! = [t3_nl/ ?}i:lz] Por otro lado, ?1—112 < 4. Con lo
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10.

11.

cual,

t—1 3t—2 t—1 ¢
+1 _ _
Ig - [ 3n 7 3n+l :| c [ 3n ’3n‘| - I?'

Por lo tanto, C, 11 C C,,.

. Pensemos primero en los extremos 0 y 1. Si comenzamos la construccién del conjunto

de Cantor, podemos observar que los extremos 0 y 1 estan fijos, es decir, no desapare-

cen (ver la Figura 5.1). Entonces, 0,1 € C,, para todo n > 0. Por lo tanto, 0,1 € C.

Ahora, con el mismo argumento, pensemos en cualquier intervalo [a, b] que forma uno
de los C,. Comoa,b € C, C C,_1 C --- € C; € Cp, ay b estdn en todos los cerrados
anteriores de C,,. Ahora, si continuamos la construccién de Cantor para C,, 41, tenemos
que los extremos a4 y b no se eliminan, quedando fijos. Con lo cual, 4,b € C,, para todo

n > 0. Por lo tanto, a,b € C.

. Es consecuencia del item anterior.

. Como C es un subespacio cerrado del espacio compacto [0, 1], C es compacto.

Es consecuencia del hecho que cada conjunto F, tiene 2" elementos.

s—1 s

. Paracadan € Nys € F,, I! = [ a 3—,,} Entonces, es claro que la longitud de I} es

1
3 -

. Recordemos que los tinicos subespacios conexos de IR, son los intervalos. Entonces, los

tinicos subespacios conexos posibles en C son los intervalos y los conjuntos unipuntua-
les. Veamos que ningtn intervalo (a,b) esté incluido en C. Supongamos por absurdo
que (a,b) C C. Entonces, (a,b) C C, para todo n € IN. Como cada C,, es union finita de
intervalos cerrados disjuntos, tenemos que para cada n € IN, (g, b) esta incluido en un
unico intervalo I! de C,. Esto es, (a,b) C I?, para todo n € IN. Pero como ¢ (I') — 0

cuando n — oo (pues, ¢ (I') = 4), tenemos un absurdo.

Como ya sabemos que C es cerrado, debemos probar que el interior de C es vacio. Si el
interior de C fuera no vacio, deberia existir un intervalo abierto (a, b) tal que (a,b) C C.

En el item anterior probamos que esto no es posible. Por lo tanto, C° = @.

Sea x € C. Esto es, x € Cy, para todo n € IN. Si {x} fuera un abierto de C, se deberia
cumplir que existe un € > 0 tal que (x —e,x +¢€) NC C {x}. Veamos que esto no es
posible para ningtin € > 0. Seae > 0. Sean € IN tal que 3% < €. Tenemos quex € C;, =

User, I¢ para todo n € IN. Entonces, para cada n € IN, existe un s € F, tal que x € I{.
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Como la longitud del intervalo I” es 5; y 3 < €, tenemos que I C (x — €, x + €), ver
la Figura ??. Luego, el intervalo (x — €, x + €) contiene los extremos del intervalo I
(que también pertenecen a C). Con lo cual (x — €, x4+ €) NC #¢Z {x}. Entonces, {x} no

es abierto. Por lo tanto, C no tiene puntos aislados.
12. Es consecuencia del item anterior y la Proposicién 5.18. u

Por el punto 10. podemos decir que el conjunto de Cantor C es en cierto sentido “grande”,
ya que es infinito no numerable. Pero en otro sentido, podemos decir que C es “pequefio”.
Por ejemplo, por lo probado en el punto 9. C no contiene ningtin intervalo abierto (a, b) por
mas chico que sea el intervalo. Otro argumento, de por qué C es pequerio es el siguiente.
Observemos que las longitudes de los intervalos del medio que se van eliminando en cada

paso de la construccién de C son:

1 1 1 :
Lo (3 ea(L) ey

Es decir que la longitud de lo que queda al eliminar los intervalos del medio es 0. Esto tiene

un significado preciso en teoria de la medida de Lebesgue, donde se dice que [0, 1] — C tiene

medida 1y que C tiene por lo tanto medida 0.

5.4. Espacios localmente compactos y Compactificacion

Como ya hemos visto, no todo espacio es compacto. Por ejemplo, R con su topologia
usual no es compacto. Pero sin embargo R tiene una propiedad “local” de compacidad en el
siguiente sentido. Para cada x € IR, existe un conjunto compacto A de R tal que x € A°. De
hecho, para cada x € R existe un intervalo abierto (a,b) tal que x € (a,b).Y (a,b) = [a,b]°y

[a, b] es un subespacio compacto de R.

Definicién 5.28
Un espacio X se dice que es localmente compacto en un punto x € X, si existe un

subespacio compacto K de X tal que x € K°. Un espacio X se dice localmente com-

pacto si es localmente compacto en cada uno de sus puntos.

Veremos que compacidad local, esta estrechamente vinculad a la condicién de compaci-
dad. Primero, podemos observar que todo espacio compacto es de hecho localmente com-

pacto.
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Ejemplo 5.29. Como ya vimos, R es un espacio localmente compacto. H

Ejemplo 5.30. El espacio producto R" es localmente compacto. Sea ¥ € R". Entonces, existen

a;j,bj € Rconi=1,...,ntal que

x € (ay,by) X -+ X (ay,by) C [ag,b1] X -+ X [ay, by
y el espacio [ay,b1] X - - - X [ay, by] es compacto por ser producto de compactos. |
Ejemplo 5.31. El espacio R“ no es localmente compacto. Véase el Ejercicio 5.26. u

Ejemplo 5.32. El subespacio Q de R, no es localmente compacto. Supongamos que si lo es.
Sea g € Q. Entonces, existe un subespacio compacto K de Q (K € Q) y un intervalo (a,b)
tal que g € (a,b) NQ C K. Como K C Q C R, K es también un subespacio compacto de R.
Como R es Hausdorff, K es un cerrado de IR, es decir, K = K. Ahora tomemos un nimero
irracional x € [4,b] y una sucesién (g,) de racionales en (a,b) tal que g, — x. Es decir,
(gn) C (a,b) NQ C Ky gy — x. Entonces, x € K = K. Luego x es irracional y x € K C Q, lo

cual es absurdo. [ |

El siguiente teorema es el resultado clave para la relacién entre los conceptos de compa-

cidad y compacidad local.

Teorema 5.33

Sea X un espacio topolégico. Entonces, X es Hausdorff y localmente compacto si y

solo si existe un espacio Y tal que:
(P1) X es subespacio de Y;

P2) Y — X = {oo};

(P3) Y es Hausdorff y compacto.

Ademas, si Y e Y/ son dos espacios que cumplen las tres condiciones anteriores, en-

tonces existe un homeomorfismo f: Y — Y’ tal que f(x) = x para todo x € X.

Demostracion. (=) Supongamos que X es un espacio Hausdorff localmente compacto. Va-
mos a construir el espacio Y. Sea o un objeto cualquier que no pertenezca a X. Sea Y :=
X U {oo}. Ahora procedemos a definir una topologia T sobre Y. T estard formada por con-

juntos de dos tipos: estard formada por:

(1) todos los subconjuntos abierto U C X de X;y
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(2) todos los conjuntos de la forma Y — C con C un subespacio compacto de X.

Entonces, afirmamos que T es una topologia sobre Y (queda a cargo del lector comprobar
esto). Procedemos a probar que Y satisface los tres puntos correspondientes.
(P1) Sea V un abierto de Y. Entonces, V = U con U abierto de X oV = Y — C con C un

compacto de X. Entonces,

XNnU=U es abierto de X
XﬂV: 0

XN(Y—C)=X—-C esabiertode X
\

(C es compacto de X y X es Hausdorff, entonces C es cerrado de X). Reciprocamente, si U
es abierto de X, entonces U = U N X con U es abierto de Y (por definicién de la topologia
deY).

(P2) Es obvio por definicién de Y.

(P3) Veamos que Y es compacto. Sea A = {V, : « € I'} un cubrimiento abierto de Y. La
coleccién A debe contener al menos un abierto del tipo (2), es decir, contener un abierto
de la forma Y — C con C compacto de X, ya que ninguno de los abiertos de Y del tipo (1)
contiene al elemento co. Entonces, Y = J, Vo U (Y — C). Con lo cual C C |J, V,. Luego
C C Ux(VaNX). Como C es compacto de X, C C (V,; N X) U --- U (V,, N X). Entonces,
Y C (Vo U---UV,,)U(Y —C).Porlo tanto, Y es compacto.

Probemos que Y es Hausdorff. Sean x,y € Y, x # y.Si x,y € X, entonces por ser X
Hausdorff si tiene que existen abiertos disjuntos Uy V de X talesque x € Uey € V. Por
definicién de la topologia sobre Y, U y V son abiertos de Y. Supongamos que x € X ey = co.
Como X es localmente compacto, existe un compacto C C X tal que x € C° C C. Entonces,
C°y Y — C son abiertos disjuntos de Y tales que x € C° ey = co € Y — C. Por lo tanto, Y es
Hausdorff.

(<) Supongamos que existe un espacio Y que cumple las tres condiciones del teorema.
Como X es subespacios de Y e Y es Hausdorff, tenemos que X es Hausdorff. Veamos que X
es localmente compacto. Sea x € X. Como x # oo, sean U y V abiertos disjuntos de Y tales
quex € Uyoo € V.SeaC:=Y —V, el cual es cerrado de Y. Luego C es compacto, por ser
Y compacto. Como C C X C Y, C es también un subespacio compacto de X, y se tiene que
x € U C C (lo cual implica que x € C°).

Finalmente, probemos la ultima afirmacién del teorema. Sean Y e Y’ dos espacios que

cumplen las condiciones (P1)—(P3). Digamos que Y — X = {yp} e Y/ — X = {z¢}. Definimos
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la funcién f: Y — Y/ como: paratodo x € X, f(x) = x;y f(yo) = zo. Es claro que es f es una
funcién biyectiva y su funcion inversa es la funcién g: Y/ — Y definida por g(x) = x para
todo x € X, y g(z0) = yo. S6lo resta probar que f y g son continuas. Equivalentemente, s6lo
resta probar que f y g son funciones abiertas. Probemos que f es abierta. Sea U un abierto

de.

m Siyg ¢ U, entonces U C X es un abierto de X y f(U) = U. Como Y’ — X = {z} es
un cerrado de Y’ (por ser Y’ de Hausdorff), tenemos que X = Y’ — {2} es abierto de
Y’. Asi tenemos que U C X es abierto de X y X abierto de Y’. Entonces, U = f(U) es
abierto de Y'.

= Supongamos que yp € U.Sea C := Y — U. Entonces, C es cerradode Yy C C X. Como
Y es compacto, C es compacto de Y y asi también de X. Como X es subespacio de Y, C
es también un subespacio compacto de Y’. Luego, por ser Y’ Hausdorff, C es cerrado
de Y’. Entonces f(U) = Y’ — C es abierto de Y’. Andlogamente, se prueba que ¢ es una

funcién abierto. Por lo tanto, f (y también g) es un homeomorfismo. u

Observacion 5.34. Cuando el espacio X ya es compacto, un espacio Y cumpliendo las tres
condiciones del teorema anterior no es interesante ya que se obtiene afiadiendo a X un tinico
punto aislado oco. Esto significa que los abiertos del nuevo espacio Y = X U {co} son los
abiertos de X, el conjunto unipuntual {co} y uniones de abiertos de X con {co} (véase el
Ejercicio 5.27). Sin embargo, cuando X no es compacto, entonces el punto co € Y — X es un
punto limite de X, y por lo tanto X = Y (véase el Ejercicio 5.28). En otras palabras, X es

densoen.

Definicién 5.35
Sea X un espacio topolégico. Diremos que un espacio Y es una compactificacion de X

si:

(Col) Y es un espacio Hausdorff compacto;
(Co2) X es subespacio propio de Y;

(Co3) X esdensoen Y (es decir, X = Y).

Si Y — X consiste de un tnico punto, diremos que Y es una compactificacién por un

punto de X.
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Teorema 5.36: Compactificacién por un punto

Un espacio X admite una compactificacién por un punto si y sélo si X es Hausdorff y

localmente compacto pero no compacto.

Demostracién. Por definicién de compactificaciéon y el Teorema 5.33. u

Notemos que el Teorema 5.33, no s6lo nos dice que todo espacio Hasudorff localmente
compacto X, el cual no es compacto, tiene una compactificaciéon por un punto, sino también
que todas las compactificaciones por un punto de X son homeomorfas entre ellas. Es decir,
si Y e Y’ son dos compactificaciones por un punto de X, entonces los espacios Y e Y/ son
homeomorfos. Esto se resume diciendo que la compactificacién por un punto es tinica, salvo

homeomorfismo.

Ejemplo 5.37. Sabemos que R es Hausdorff, localmente compacto y no compacto. Enton-
ces existe su compactificaciéon por un punto. ;Cudl serd? Consideremos el circulo de centro
(0,1/2) y radio 1/2, el cual denotamos por S. Se puede probar que S — {(0,1)} es homeo-
morfo a R bajo la funcién f: R — S! — {(0,1)} definida por f(x) = (

2
X X A
o2 T2 x2) (véase el

Ejercicio 5.31). Entonces, la compactificacion por un punto de R, R U {0}, es homeomorfa a

S, es decir, RU {co} = S. u

Proposicién 5.38

Sea X un espacio Hausdorff. Entonces, X es localmente compacto si y sélo si para todo

x € X y todo entorno U de x, existe un entorno V de x tal que V es compactoy V C U.

Demostracion. (=) Supongamos que X es localmente compacto. Sea x € X y U un entorno
de x. Como X es Hausdorff y localmente compacto, existe su compactificaciéon por un punto
Y.Sea C := Y — U. Luego, C es un cerrado de Y. Con lo cual, C es compacto. Como x ¢ C,
existen dos abiertos disjuntos V 'y W de Y talesquex € VyC C W.Como VNC = Q,
tenemos que VNC =VNV =@ = @. Entonces, V C Y — C = U. Ademads, como Y
es compacto, V es compacto. Por lo tanto, V es un entorno de x tal que V es compacto y
Vcu.

(<) Sea x € X. Entonces, por hipétesis (tomando U := X), existe un entorno V de x tal

que Ves compacto. Entonces, x € V C (V)°. Por lo tanto, X es localmente compacto. |

5.5. La compactificacién Stone-Cech
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Ejercicios propuestos

Espacios compactos

Ejercicio 5.1. Sea A = {(—n,n) : n € IN}. Probar que A es un curbimiento de Q en R que

no contiene un subcubrimiento finito.

Ejercicio 5.2. Sea X un espacio topolégico. Probar que todo subconjunto finito de X es un

subespacio compacto de X.

Ejercicio 5.3. Sea X un conjunto y xyg € X. Consideremos la topologia 7o, = {U C X : x¢ ¢

U} U {X}. Probar que el espacio (X, Tx,) es compacto.

Ejercicio 5.4. Sea X un conjunto infinito. Sea T la topologia cofinita sobre X. Probar que

todo subconjunto de X es compacto.

Ejercicio 5.5. Probar que todo subespacio infinito de un espacio topoldgico discreto X no es

compacto.
Ejercicio 5.6. Probar que una union finita de subespacios compactos es también compacto.

Ejercicio 5.7. Sea X un espacio topolégico y sea B una base de X. Probar que X es compacto
siy s6lo si cada cubrimiento abierto de X por abiertos bdsicos contiene un subcubrimmiento

finito.

Ejercicio 5.8. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea Y C X. Probar que Y es un subespacio
compacto de X siy sélo si Y es un espacio compacto con respecto a su topologia subespacio

Ty.
Ejercicio 5.9. Probar que el espacio producto R" (con su topologia usual) no es compacto.

Ejercicio 5.10. Probar que si E es compacto y F cerrado de un espacio X, entonces E N F es

un subespacio compacto de X.

Ejercicio 5.11. Sea {F; : i € I} una coleccién de subespacios compactos y cerrados de un

espacio topoldgico X. Probar que () F; es un subespacio compacto de X.
icl

Ejercicio 5.12. Sea X un espacio Hausdorff. Probar que si Y es un subespacio compacto de
Xy xg ¢ Y, entonces existen abiertos Uy V talesquexp € U, Y C V,yUNV = Q.

(Pista: Utilizar un argumento similar a la prueba de la Proposicion 5.7.)
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Ejercicio 5.13. Sea X un espacio Hausdorff. Sean Y y Z subespacios compactos disjuntos de
X. Probar que existen abiertos Uy V de X talesque Y C U, ZC V,yUNV = Q.

(Pista: Utilizar el ejercicio anteriot.)

Ejercicio 5.14. Sea X un espacio compacto y f: X — Y una funcién continua. Probar que

f(X) es un subespacio compacto de Y.

Ejercicio 5.15. Sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff. Sea f: X — X una fun-

cién continua. Probar que
X)) #0
n=0

donde fO =idy f" = f"" 1o f.

Ejercicio 5.16. Sean X e Y espacios topologicos tal que X # @D e Y # @. Probar de dos formas

distintas que si el espacio producto X x Y es compacto, entonces X e Y son compactos.

Ejercicio 5.17. Sea R con la topologia usual. Sea X = {a,b} con la topologia indiscreta

Tind = {©, X}. Considere el espacio producto R x X. Probar que los conjuntos

A= ([0,1) x {a}> U ([1,2] x {b}) y B= ([0,1] x {a}) U ((1,2] x {b})
son subespacios compactos de R x X, pero el conjunto A N B no es compacto.

Ejercicio 5.18. Sean X e Y espacios topoldgicos. Probar que si Y es compacto, entonces la

funcién proyeccion p: X x Y — X es cerrada.

Ejercicio 5.19. Sea X un espacio métrico. Probar que cada subespacio compacto de X es
acotado (con respecto a la distancia de X) y cerrado. Hallar un espacio métrico para el cual no

todo subespacio cerrado y acotado sea compacto. (Indicacién: Pensar en la distancia discreta.)

Ejercicio 5.20. Sea X un espacio compacto e Y un espacio Hausdorff. Probar quesi f: X — Y

es una funcién biyectiva y continua, entonces f es un homeomorfismo.

Ejercicio 5.21. Sea (X, 11) un espacio Hausdorff y sea (X, 77) un espacio compacto. Probar

que si 1 € T, entonces 71 = T.

Ejercicio 5.22. Sea { X, : « € I'} una familia de espacios topologicos. Probar que si el espacio

producto X := [ X, es compacto, entonces cada espacio coordenado X, es compacto.
el

Ejercicio 5.23. Sea X un espacio topolégico y ~ una relaciéon de equivalencia sobre X. Probar

que si X es compacto, entonces el espacio cociente X/~ es compacto.
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Ejercicio 5.24. Sean X e Y espacios compactos y Hausdorff y sea f: X — Y una funcién

sobreyectiva. Se define la relacién binaria ~ sobre X por: para todos x1, x; € X,

X1~ x <= f(x1) = f(x2).

Probar que el espacio cociente X/~ es homeomorfoa Y.

(Sug.: Véase la Proposicion 2.19).

El teorema de Tychonoff

Ejercicio 5.25. Sea { X, : @ € T'} una familia de espacios topoldgicos. Sea D una coleccion de

subconjuntos del espacio producto X := [] X, que tiene la PIE. Probar que:
el

(a) Para cada a € T, la coleccion {7ty (D) : D € D} de subconjuntos del espacio X, tiene la

PIE

(b) Para cada a € T, la coleccion {7, (D) : D € D} de cerrados del espacio X, tiene la PIE.

Espacios localmente compactos y compactificacion

Ejercicio 5.26. Probar que el espacio producto R“ no es localmente compacto.

(Pista: Probar que ningiin abierto bdsico de R“ estd contenido en un subespacio compacto de R%).

Ejercicio 5.27. Sea X un espacio Hausdorff compacto. Sea Y un espacio que cumple las
condiciones (P1)—(P3) del Teorema 5.33. Probar que los abiertos de Y son exactamente los

abiertos de X, el conjunto unipuntual {co} y los de la forma U U {co} con U abierto de X.

Ejercicio 5.28. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto y sea Y un espacio satisfa-
ciendo las condiciones (P1)—(P3) del Teorema 5.33. Probar que si X no es compacto, entonces

X=Y.

Ejercicio 5.29. Sea X un espacio localmente compacto. Probar que si f: X — Y es una fun-

cién continua y abierta, entonces f(X) es un subespacio localmente compacto de Y.

Ejercicio 5.30. Sea { X, },cr una familia de espacios topoldgicos. Probar que el espacio pro-
ducto ] X, es localmente compacto si y sélo si todos los espacios X, son localmente com-

pactos y todos los espacios X, salvo un namero finito, con compactos.

Ejercicio 5.31. Sea S la circunferencia de centro el punto (0, %) y radio % Probar que la fun-

ci6n f: R — S—{(0,1)}, definida por f(x) = <1+%, %) es un homeomorfismo de R (con
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su topologia usual) sobre el subespacio S — {(0,1)} (subespacio de R x RR con su topologia
usual).
X

(Indicacion: Comprobar que la funcion g: S — {(0,1)} — R definida por g(x,y) = Ty e la

funcién inversa de f. Utilizando lo conocido en Andlisis Real, justificar la continuidad de f y g.)

Ejercicio 5.32. Sean X; y X dos espacios Hausdorff localmente compactos, y sean Y; e Y5
las compactificaciones por un punto de X; y X», respectivamente. Sea f: X; — X, un ho-

meomorfismo. Determinar cémo se extiende f a un homeomorfismo de Y; sobre Y;.

Ejercicio 5.33. Probar que la compactificacién por un punto del subespacio N de R, es

homeomorfa al subespacio X := KU {0} de R,,, donde K := {% in € ]N}.
Ejercicio 5.34. Sea X un espacio localmente compacto. Probar que:
(a) Si F C X es cerrado, entonces F es un subespacio localmente compacto.

(b) Si X es Hausdorff y U C X es abierto, entonces U es localmente compacto.



Capitulo 6

Axiomas de numerabilidad y de separacion

En este capitulo introduciremos una serie de axiomas para espacios topolégicos y estu-
diaremos las propiedades que se deducen al asumir uno o més de ellos. Estos axiomas se
dividen en dos grupos: los axiomas de numerabilidad y los de separacién. Los axiomas de
numerabilidad esta referidos a condiciones sobre cardinalidad, y los axiomas de separacién
estan referidos a la posibilidad de poder separar dos puntos distintos por abiertos, separa
un punto de un conjunto cerrado, o la posibilidad de poder separar dos cerrados disjuntos

por abiertos disjuntos.

6.1. Axiomas de numerabilidad

Recordemos aqui que un conjunto X se dice numerable si es finito o es infinito nume-
rable. En caso contrario, diremos que es un conjunto no numerable, el cual es obviamente

infinito.

Definicién 6.1

Un espacio topoldgico X se dice que tiene una base numerable en x € X si existe una
coleccién numerable By de entornos de x tales que cada entorno de x contiene uno de

los elementos de B,.

En otras palabras,

109
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Un espacio X tiene una base numerable en x € X si existe una coleccion numerable

By de abiertos de X tal que:
1. VB € By, x € B.

2. Si U es abierto de X y x € U, entonces existe B € By tal que By C U.

Definicion 6.2

Se dice que un espacio X satisface el Primer Axioma de Numerabilidad (1°AN) si

tiene una base numerable en x, para cada x € X.

Ejemplo 6.3. Todo espacio metrizable satisface el primer axioma de numerabilidad. En efec-

to, sea X un espacio metrizable con distancia d y sea x € X. Entonces, se puede comprobar

1

sin dificultad que la coleccién By = {Bd <x, E) inE IN} es una base numerable en x. |

Ejemplo 6.4. Sea X un conjunto infinito no numerable y sea 7. la topologia cofinita sobre
X. Entonces (X, T.of) no satisface el 1°AN. En efecto, supongamos por absurdo que si lo
satisface. Tomemos un punto arbitrario pero fijo xo de X. Entonces, por hipétesis, existe una
base numerable By, = {B,, : n € IN} en xo. Ahora, como cada B, es abierto de X, B es finito.
Entonces el conjunto A = J,,en By, es unién numerable de conjuntos finitos. Con lo cual A
es numerable. Como X es infinito no numerable, existe uny € X talquey ¢ Aey # xo.

Entonces,

yEAC:<U Bﬁ)cz () B

nelN nelN

Esto es, y € B, para todo n € IN. Por otro lado el conjunto {y} es un abierto de X (pues su
complemento es el conjunto finito {y}) y contiene a x( (porque y # xp). Entonces, por ser
By, una base en x, existe un m € IN tal que B,, C {y}¢. Es decir, y ¢ By, lo cual es una

contradiccién. [ |

Aqui necesitamos recordar la definicién de convergencia de una sucesién en espacios

topolégicos (Definicién 1.61).
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Proposicién 6.5

Sea X un espacioy A C X.

(1) Siexiste una sucesion (a,),eN de puntos de A convergente a un punto xg, entonces

XQEZ.

(2) Si X satisface el 1°ANy xo € A, entonces existe una sucesién (an)nen de puntos

de A que converge a xo.

Demostracion. (1) Supongamos que existe una sucesion (a,),en de puntos de A que con-
verge a un punto xo. Debemos probar que xy € A. Sea U un entorno de xo. Entonces, por
la convergencia de la sucesion (x,), existe un nyp € N tal que a, € U para todo n > ny.
Entonces, A N U # @. Por lo tanto, xy € A.

(2) Supongamos que X satisface el 1°AN. Sea xg € A. Sea By, = {U, : n € N} una
base numerable de x. Para cada n € IN, consideremos los entornos B,, = Uy N --- N U, del
punto xo. Entonces la coleccién B}, = {B,, : n € IN} es también una base numerable de xo.
Ademas, se cumple que si k < n, entonces B, C By. Ahora, como x( € A, paracadan € IN,
B, N A # @. Entonces, para cadan € IN, sea a, € B, N A. Asi, (4,),eN €s una sucesion de
puntos de A'. Probemos que converge a xo. Sea U un entorno de xo. Luego, existe un m € IN
tal que B;, C U. Con lo cual, para todo n > m, tenemos que a, € B, C B;, C U. Entonces

an € U para todo n > m. Por lo tanto, (a,),en converge a x. |

Proposicién 6.6

Sea f: X — Y una funcién del espacio X en el espacio Y.

(1) Si f es continua, entonces para cada sucesion (x,),eN que converge a un punto xo,

la sucesion (f(x,))yen converge a f(xo).

(2) Sea X un espacio que satisface el 1°AN. Si se cumple que para cada sucesion
(xn)neN que converge a un punto xg se tiene que la sucesion (f(x,)),cN converge

al punto f(xg), entonces f es continua.

Demostracion. (1) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.3.
(2) Supongamos que X satisface el 1°AN. Supongamos que se cumple que para cada

sucesion (x,),eN que converge a un punto xg se tiene que la sucesion (f(x,)),eNn converge

1Observemos que aqui para definir la sucesién (a,),cN es necesario utilizar el Axioma de Eleccion.
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al punto f(xp). Probemos que f es continua. Para ello usaremos el punto (2) del Teorema

1.76. Sea A C X. Debemos probar que f (A) C f(A). Sea x € A. Por (2) de la Proposicion
6.6 existe una sucesion (a,),cn de puntos de A que converge a x. Entonces, por hipétesis, la
sucesion (f(an))nen converge al punto f(x). Luego, por (1) de la Proposicién 6.6, obtenemos

que f(x) € f(A). Entonces f (A) C f(A), y por lo tanto, f es continua. |

Ahora pasamos a presentar el segundo axioma sobre numerabilidad.

Definicién 6.7

Diremos que un espacio X satisface el Segundo Axioma de Numerabilidad (2°AN) si

tiene una base numerable.

Primero de todo, mostramos que el segundo axioma implica el primer axioma de nume-

rabilidad.

Proposicion 6.8

Todo espacio que satisface el 2°AN satisface también el 1°AN.

Demostracién. Sea X un espacio que satisface el 2°AN. Sea B una base numerable de X. Sea
x € X.Sea By = {B € B: x € B}. Como By C B, By es numerable. Ademés es director

chequear que By es una base numerable para x. u
Ejemplo 6.9.

(1) R, satisface el 2°AN. En efecto, no es dificil comprobar que B = {(s,t) :s,t € Qys < t}

es una base numerable de R.

(2) Para cada n € IN, el espacio producto IR" satisface el 2°AN. En efecto, la coleccién

B = {(Slrtl) X e X (Sn,tn) 18t € sti < ti}
es una base numerable de R”. [ |

Ejemplo 6.10. Sea X con la topologia discreta. Entonces, X es un conjunto numerable si y
solo si el espacio discreto X satisface el 2°AN. En efecto:

(=) Supongamos que X es numerable. Entonces la colecciéon {{x}} : x € X} es una base
numerable del espacio discreto X.

(«=) Supongamos que el espacio discreto X satisface el 2°AN. Supongamos por absurdo que

X no es numerable. Sea B = {U, : n € N} una base numerable de X. Como U, # @ para
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todon € N, para cada n € IN, sea x, € U,. Consideremos el conjunto U = X — {x, : n €
IN}. Como X es un espacio discreto, U es abierto de X. Ademads, como X es no numerable
tenemos que U # @. Entonces, existe un n € N tal que x, € U, C U. Lo cual es absurdo.

Por lo tanto, X es numerable. [ |

Basados en el ejemplo anterior, podemos dar un ejemplo de un espacio que satisface el

1°AN, pero no el el 2°AN.

Ejemplo 6.11. Sea X un espacio discreto no numerable. El espacio discreto X satisface el
1°AN, pues para cada x € X, la colecciéon {{x}} es una base numerable en x de X. Pero, por

el ejemplo anterior, X no satisface el 2°AN. H

Proposicion 6.12

(1) Todo subespacio de un espacio que satisface el 1°AN satisface el 1°AN. El producto

numerable de espacios que satisfacen el 1°AN satisface el 1°AN.

(2) Todo subespacio de un espacio que satisface el 2°AN satisface el 2°AN. El producto

numerable de espacios que satisfacen el 2°AN satisface el 2°AN.

Demostracién. (1) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.6.

(2) Sea Y un subespacio del espacio X que satisface el 2°AN. Sea B una base numerable
de X. Entonces, claramente By = {BNY : B € B} es una base numerable de Y.

Sea ahora {X; : i € I} una familia numerable de espacios que satisfacen el 2°AN. Para
cada i € I, sea B; una base numerable del espacio X;. Sabemos que la coleccién de todos los
productos [];c; U; tal que U; € B; para un ntimero finito de indices i y U; = X; para el resto
de indices, es una base del espacio producto X = [];c; X;. Llamemos Bp a esta base de X.

En otras palabras,
Bp = [T XixUyx---xU:iy,...,.ik€lyl €Bi,...,U, €B;

S6lo nos resta probar que Bp es numerable. Para ello, observemos que podemos escribir a

Bp como
Br={J B
keA
donde
= A = |J I". Entonces, A es unién numerable de conjuntos numerables, por lo tanto,

nelN
A es también numerable.
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» Para cada k = (i1,...,in) € A, sea By la coleccién de todos los productos [T;c; U; tal

que U, € B;,, ..., U;, € B;,,y U; = X; paratodoi & {i,...,i,}. Es decir,

Be=< JI XixUyx---xU,:U,ebB,.. . U, &b,

Notemos que para cadak = (iy,...,i,) € A, By esbiyectivoa B;, x - - - x B;,. Entonces, para
cadak € A, B es numerable. En conclusién, obtuvimos que a B lo podemos escribir como

una unién numerable de conjuntos numerables, por lo tanto, B es numerable. u

Recordemos la definicién de conjunto denso. Un subespacio D de un espacio X es lla-
mado denso si D = X. Es decir, un subespacio D de un espacio X es denso si y sélo si para
cada abierto (basico, si X tiene una base) no vacio U de X, se tiene que U N D # @ (véase la

Proposicion 1.52). Ahora presentamos dos axiomas mds sobre numerabilidad.

Definicién 6.13
1. Un espacio X es llamado de Lindeldf si todo cubrimiento abierto de X contiene

un subcubrimiento numerable.

2. Un espacio X es llamado separable si existe un subconjunto numerable denso

de X.

Ejemplo 6.14.

1. Notar que todo espacio compacto es de Lindelsf. Veamos un ejemplo de un espacio
que no es Lindeldf. Sea R con la topologia discreta. Entonces R = [J,cr{x} es un
cubrimiento abierto de IR. Pero no contiene ningtin subcubrimiento numerable, porque
implicarfa que R es numerable, lo cual es absurdo. Por lo tanto R con la topologia

discreta no es Lindel6f (compare con el Ejercicio 6.16).

2. R con la topolégia usual es separable porque Q = RR. En cambio, si consideramos a R
con la topologia discreta, no es separable. En efecto, en todo espacio discreto se tiene
que todo subconjunto es abierto y cerrado, entonces para cada A C R, A = A. Con lo
cual el tnico subconjunto de R cuya clausura sea R es el mismo R, es decir, R =R,

pero R no es numerable. u

No es verdad que todo subespacio de un espacio Lindefl6f es de Lindelof (véase el Ejerci-
cio 6.18). Tampoco es verdad que el producto de espacios de Lindelof es de Lindelof (véase el

Ejercicio 6.19). Tampoco es verdad que todo subespacio de un espacio separable es separable
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(véanse los Ejercicios 6.25 y 6.26). En cambio, el producto numerable de espacios separables

si es un espacio separable (véase el Ejercicio 6.25).

Proposicién 6.15

Si X es un espacio que satisface el 2°AN, entonces X es de Lindelof y separable.

Demostracion. Sea X un espacio que satisface el 2°AN. Sea B = {B, : n € ]} una base
numerable de X.

e Probemos que X es de Lindelof. Sea A un cubrimiento abierto de X. Sea
Jo={ne]:3U e Atalque B, C U}.

Como A es un cubrimiento abierto de X, existe un abierto no vacio U € A. Como B es una
base, existe un n € | tal que B, C U. Conlo cual n € Jy, y asi Jo # @. Ahora, para cada
n € Jo, elijamos un U, € A tal que B, C U,.Sea Ay = {U, : n € Jp}. Es claro que Ay C A
y que Jo es numerable. Veamos que X = |J Ap. Sea x € X. Entonces existe un U € A tal que
x € U. Como B es base, existe un n € | tal que x € B, C U. Con lo cual, n € Jy. Entonces,
U, € Agy x € B, C Uy,. Asi x € |J Ap. Por lo tanto, Ay es un subcubrimiento numerable de
X.

e Para cada B, # O, elijamos un x, € B,. Sea D el conjunto formado por los puntos x;,.

Entonces, D es denso porque intersecta a cada abierto basico no vacio B, delabase B. W

El siguiente ejemplo muestra que la reciproca de la proposicion anterior no es verdad.

Esto es, existen espacios que son de Lindel6f y separables y no satisfacen el 2°AN.

Ejemplo 6.16. El espacio Rg satisface el 1°AN, es de Lindelof y es separable. Pero Rg no
satisface el 2°AN. En efecto:

e Probemos que Rg satisface el 1°AN.

Sea x € R. Entonces, no es dificil comprobar que By = {[x,x + 1) : n € IN} es una base
numerable en x.

® [R5 es separable.

Es claro que cada abierto basico [a,b) de Rs contiene al menos un nimero racional (en reali-
dad contiene infinitos). Entonces Q = Rg.

e [R5 es Lindelof.

Es suficiente probar que cada cubrimiento abierto de IRg por elementos de la base B, =
{[a,b) : a < b} contiene un subcubrimiento numerable. Supongamos que

R = | J[2a, ba)

ac]
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es un cubrimiento por abierto bésicos. Sea

C = [J(au ba).

acf
Probemos primero que el conjunto R — C es numerable. Para esto vamos a construir una
funcién inyectiva de R — C en Q (que sabemos es numerable). Sea x € R — C. Luego x ¢
(a4, by) para todo a € J. Como x € R = Upejlda, ba), existe B € ] tal que x = ag. Sea gy
un racional tal que ag < gy < bg. Notemos que (x,qx) = (ag,qx) € (ag,bg) € C. Esto
implica que si x,y € R —C, con x < y, entonces g, < gy (caso contrario tendriamos que
x <y <qy <qyconlocualy € (x,qy) € C, lo cual es absurdo). Entonces, la funcién
f: (R—C) — Q definida por f(x) = gy es inyectiva. Por lo tanto, R — C es numerable.
Ahora tomemos una indexacion de R —C = {x; : i € I} con I C IN. Para cadai € I,
xi € R = U,e ][a“,b,x). Luego, para cada i € I, existe a; € ] tal que x; € [a,,, bs,). Entonces
R — C C Ujeglaa;, by;) (es un cubrimiento abierto numerable de R — C). Ahora volvamos al
conjunto C = {J,ej(aq, by). Consideremos a C como un subespacio de R (con la topologia
usual de R). Entonces, como IR satisface el 2°AN, C satisface también el 2°AN. Con lo cual
C es de Lindelof. Entonces existe un subcubrimiento numerable A C {(a,,by) : « € [} de C.
Digamos A = {(ag, by) : k € K} con K C IN. Entonces
R =CU(R—-C)C | (arbx) UJ[an; ba;) € | lax br) U [[aa;, ba;)
keK i€l keK i€l

Como I y K son numerables, {[a, by) : k € K} U {[aq,bs,) : i € I} es un subcubrimiento
numerable de R. Por lo tanto, Rg es Lindelof.
e Finalmente probemos que R no satisface el 2°AN.
Veamos que ninguna base de Rg es numerable. Sea B una base de Rg. Para cada x € R
tenemos que el intervalo [x,x 4 1) es un abierto (basico) de Rs. Entonces, para cada x € R
existe un By € Btal que x € By C [x,x + 1). Con lo cual min By = x. Ahora para x,y € R
tal que x # y, tenemos que By # By (caso contrario, si By = By, entonces x = min By =
min B, = y, absurdo). Esto implica que la funcién f: R — B definida por f(x) = By es

inyectiva. Por lo tanto, B no es numerable. u

6.2. Axiomas de separacion

Desde un punto de vista intuitivo los axiomas de separacién sobre un espacio X determinan
si el espacio X tiene suficientes abiertos para separar puntos de puntos, puntos de conjuntos

cerrados, o conjuntos cerrados de conjuntos cerrados.
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Definicién 6.17

Un espacio topolégico X es llamado Ty si para cada par de puntos distintos x,y € X,

existe un conjunto abierto U que contiene exactamente a uno de estos puntos.

Equivalentemente,

Un espacio X es llamado Tj si para cada par de puntos distintos x,y € X, o bien existe

un abierto U tal que x € U ey ¢ U, o bien existe un abierto V talquey € Vyx ¢ V.

Observacién 6.18. En un espacio T puede ocurrir que haya dos puntos distintos x e y tales
que, por ser Ty, existe un abierto U tal que x € U ey & U, pero que todo abierto V que

contiene a y también contiene a x, véase la Figura ??. Ver el Ejemplo 6.19.

Ejemplo 6.19. Sea X = {a,b,c,d, e} y sea v = {Q,{b},{a,b},{a,b,c}, {a,b,c,d}, X}. Este

espacio es Tp. En efecto,

ma#b = F{b} €ttalquea ¢ {b} yb € {b}.

a#c = 3{a,b} €ttalquea € {a,b}yc ¢ {a,b}.

a#d = Fab} cttalqueac{ab}yd¢ {ab}.

a#e = Hab}cttalqueac {ab}yed {a,b}.

b#c = Fab} ettalqueb e {a,b}yc¢ {ab}.

b#d = 3F{a b} ettalquebe {ab}yd¢ {ab}.

b#e = 3{ab} ettalqueb e {ab}ye¢ {a,b}.

c#d = 3{a,b,c} e ttalquece {a,b,c}yd & {ab,c}.

c#e = 3{a,b,c} ettalquece {a,b,clye & {ab,c}.

d#e — 3{a,b,c,d} € ttalqued € {a,b,c,d} ye & {a,b,c,d}.

Observemos que en este espacio todo abierto que contiene al punto a también contiene al
punto b. Es decir, no existe un abierto U tal que b € U y a ¢ U, sin embargo como ya

probamos, este espacio es Ty (vea la Observacion 6.18). u

Ejemplo 6.20. Casi todos los espacios estudiados hasta el momento son Ty. El lector puede

comprobar que los espacios R,, Rg, Rk, (X, Teof),--- son todos Tp. [ |
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Ejemplo 6.21. Sea X un conjunto y sea Xy C X tal que #(X — Xp) > 1. Definimos
T={U:UC Xp}U{X}.

Entonces, T es una topologia sobre X y el espacio (X, T) no es Ty. En efecto, sean a,b € X — X
distintos. Entonces el tnico abierto que contiene a a es X, el cual también contiene a b. Es

decir, no existe un abierto que contenga sélo a uno de a y b. u

Definicién 6.22

Un espacio X es llamado Ty si para cada par de puntos distintos x,y € X existe un

abierto U talquex € Uey ¢ U.

En otras palabras,

Un espacio X es T; si para cada par de puntos distintos x,y € X existen abiertos U y

Vitalesquexc UANy g U, yx g VAyeV.

Lo primero que uno puede preguntarse es ;jcudl es la diferencia entre la definicién de
espacio Ty y espacio T7? A primera vista puede parece que es la misma definicién enunciada

de forma distinta. Pero no es asi, son distintas. Véase la Observacion 6.18.

Ejemplo 6.23. Sea X un conjunto con al menos dos elementos. Sea xop € X y consideremos
la topologia
T, ={UC X:x0 € U} U{D}.

El espacio (X, Ty,) es Ty pero no T;. Veamos primero que es Ty. Sean x,y € X distintos. Si
ambos de ellos son distintos de xp, entonces {x,xp} es un abierto que contiene a x y no a
y. En cambio si x o y es igual a x(, por ejemplo x = xp, entonces {xy} es un abierto de X
que contiene a x = xo pero no a y. Asi probamos que para cualesquiera x,y € X distintos
existe un abierto que contiene exactamente a uno de ellos. Ahora veamos que (X, Ty,) No es
un espacio T7. Sea x € X tal que x # xg. Es verdad que existe el abierto {xo} que contiene a
Xp y no a x. Pero para ser T7 debe existir también un abierto que contenga a x y no a xy. Pero
por definicién de la topologia Ty, todo abierto no vacio contiene a x. Por lo tanto, (X, Tx,)

no es Tj. |

Ejemplo 6.24. El espacio (X, 7) del Ejemplo 6.19 no es T;. En efecto, a # b, pero no existe
Ucttalquebe Uya ¢ U. |
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Proposicion 6.25

Todo espacio T es Tj.

Demostracion. Es directo por las definiciones. u

Observemos que el espacio del Ejemplo 6.23 es un contraejemplo que muestra que la
reciproca de la proposicién anterior no es verdad, es decir, un espacio Tp no es necesaria-

mente T7.

Teorema 6.26

Un espacio X es Tj si y sélo si para cada x € X, el conjunto {x} es cerrado de X.

Demostracion. (=) Supongamos que X es T;. Sea x € X. Probemos que
{x}=({u:ueryx¢Uu}

Para cada U € 7 tal que x ¢ U, tenemos que x € U°. Entoncesx € (\{U°: U € tyx ¢ U}.
Estoes, {x} CN{U: U cTtyx ¢ U}. Ahoraseay € N{U°: U € Ty x ¢ U}. Supongamos
que y ¢ {x}. Entonces existe un abierto U tal quey € Uy x ¢ U.Conlocual, y ¢ U’y
x € U°. Como x € US, se tiene que y € U, lo cual es absurdo. Entonces y € {x}. Por lo
tanto, \{U : U e tyx ¢ U} C {x}.

(<) Supongamos que para todo x € X, {x} es cerrado de X. Sean x,y € X distintos.
Entonces, {x}¢ es un abierto de X tal que y € {x}°y x ¢ {x}°. Andlogamente, {y}° es un
abierto de X tal que x € {y}“ey ¢ {y}°. Por lo tanto, X es Tj. |

Recordemos ahora un concepto con el cual ya hemos estado trabajando (véase en la pag.

27), el cual es uno de los axiomas de separacién mds importante.

Definicién 6.27

Un espacio X es llamado de Hausdorff o T, si para todo par de puntos x e y distintos

de X existen dos abiertos Uy V de X talesquex c U,y € V,yUnNV = Q.

Ejemplo 6.28. Todo espacio métrico (X, d) es de Hausdorff (T). Sean x # y elementos de X.

d(x,
Sea € := % > 0. Entonces, tomando U := By(x,€) y V := B,(y,€), tenemos que x € U,

yeV,yunv=a. m

Proposicion 6.29

Todo espacio de Hausdorff (T,) es un espacio Tj.
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Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff y sean x,y € X distintos. Entonces, por ser X de
Hausdorff existen dos abiertos Uy V de X talesquex € U,y € V,y UNV = &. Entonces,
como U y V son disjuntos, se tiene que x € Uey ¢ U,y tambiény € Vyx ¢ V. Por lo
tanto, X es Tj. [ ]

La reciproca de la proposicion anterior no es verdad. Es decir, hay espacios que son T;

pero no de Hausdorff (T3).

Ejemplo 6.30. Sea X un conjunto infinito con la topologia cofinita. Entonces X es T pero no
es Hausdorff. Probemos primero que X es Tj. Sean x,y € X distintos. Como sabemos los
conjuntos {x} y {y} son cerrados de X (véase ??). Entonces {x}°y {1} son abiertos de X

tales que
el yxg{x}) v (xelyfyyZiv))

Por lo tanto, X es T;. Ahora veamos que X no es Hausdorff. Lo que vamos a probar es
que la interseccién de cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacios es no vacia. Sean U
y V abiertos no vacios. Obviamente, si al menos uno de ellos es X, entonces U NV # @.
Supongamos que U y V no son X. Como U y V son abiertos, U y V¢ son finitos. Como X
es infinito, existe un elemento z € X tal que z ¢ Uy z ¢ V° (caso contrario X = U°U V¢
y seria finito). Entonces z € Uy z € V. Es decir que UNV # @. Con lo cual, para dos
elementos distintos de X no podemos encontrar dos abiertos disjuntos. Por lo tanto, X no es

Hausdorff. [ |

Definicién 6.31

Un espacio X es llamado regular o T3 si es T; y para cada cerrado A de X y cada

xp ¢ A, existen dos abiertos Uy V de X talesquexp e U, ACV,yUNV = Q.

Proposicion 6.32

Todo espacio regular es de Hausdorff.

Demostracion. Sea X un espacio regular. Sean x,y € X distintos. Como X es en particular 77,
tenemos que el conjunto unipuntual {y} es cerrado de X (véase el Teorema 6.26), y como
x # y, se tiene que x ¢ {y}. Entonces, por ser X regular, existen dos abiertos disjuntos U y

V de X tales que x € U e {y} C V.Esdecir, y € V. Por lo tanto, X es de Hausdorft. |

Ejemplo 6.33. El espacio Rk (véase la pagina 14) es Hausdorff, pero no regular. Recordemos
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Figura 6.1

que la topologia de R es generada por la base
Bx ={(a,b):a<b}U{(a,b)—K:a<b}.

Es sencillo comprobar que Rg es Hausdorff. Veamos que Rk no es regular. Sabemos que
el conjunto K = {% in e ]N} es un cerrado de Rk (véase el Ejercicio 1.38) y 0 ¢ K. Su-
pongamos, por absurdo, que existen abiertos disjuntos U y V de Rk tales que 0 € Uy
K CV.SeaB € Bxtalque 0 € B C U. Como KNU = @, tenemos que B tiene que ser
de la forma B = (a,b) — K. Estoes, 0 € (a,b) —K C U.Sean € N tal que 1 < b. Como
1€ K C V, tomemos un abierto basico (c,d) tal que 1 € (¢,d) C V. Ahora tomemos un z tal
que max {C, nlﬁ} <z < 1, verlaFigura 6.1. Entonces z € (4,b) — K C Uyz € (¢c,d) C V.
Entonces z € U NV, absurdo!. Por lo tanto, no existen abiertos disjuntos que separena Oy a

K. Con lo cual, X no es regular. [ |

Definicién 6.34

Un espacio X es llamado normal o Ty si es T; y para cada par de conjuntos cerrados
y disjuntos A y B de X existen dos abiertos Uy V de X talesque A C U, B C V,y
unv ==2ao.

Ejemplo 6.35. La recta Sorgenfrey IRg (véase la pagina 14) es normal. Es sencillo comprobar
que Rs es T7. Sean A y B subconjuntos cerrados y disjuntos del espacio Rg. Paracadaa € A,
tenemos que a ¢ B. Luego, para cadaa € A, a € B°. Como B¢ es abierto de Rg, existe
una abierto bésico [a,x,) tal que a € [a,x,) C B°. Entonces, para cada a € A, se tiene que
[a,x,) N B = @. Andlogamente, para cada b € B, existe un abierto bésico [b, x;) tal que
[b, xp) N A = @. Sean
U:=|Jlax) y V:i=bx).
acA beB

Tenemos que U y V son abiertos de Rg, y tales que A C Uy B C V. S6lo resta probar que
UNV = @. Para ello vamos a probar que para cualesquiera a € Ay b € B se tiene que

[a,x,) N [b,xp) = D (lo cual implica, por definicionde Uy V,que UNV = @).Seana € Ay
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Figura 6.2

b € B. Tenemos quea < bob < a.

e Sia < b, entonces a < b < xp,. Ahora tenemos que x, < bob < x,.5ib < x,, entonces
b € [a,x,) NB = @ (ver la Figura 6.2 (a)). Absurdo! Entonces x, < b. Con lo cual [a,x,) N
[b, xp) = @ (ver la Figura 6.2 (b)).

e Si b < g, se obtiene de forma andlogamente que [a,x;) N [b, x;) = @.

Por lo tanto, Rg es normal. |

Proposicion 6.36

Todo espacio normal es regular.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.52. u

La siguiente proposicién provee caracterizaciones ttiles de los conceptos de espacios

regulares y normales.

Proposicién 6.37

Sea X un espacio T7. Entonces:

(1) X esregular siy sélo si para todo x € X y todo entorno U de x, existe un entorno

Vdextalquevg u.

(2) X es normal si y sélo si para todo cerrado A y todo abierto U que contiene a A,

existe un conjunto abierto V que contienea Ay V C U.

Ver la Figura ??.

Demostracion. (1) (=) Supongamos que X es regular. Sea x € X y U un entorno de x. En-
tonces U es cerrado y x € U°. Como X es regular, existen abiertos V' y W tales que x € V,
UcCw,y VW = @. Entonces W C Uy V C W°. Luego, tomando clausura en la tltima
inclusién obtenemos que V.C W¢ = W¢. Conlocualx € VyV C W C U,

(«=) Debemos probar que X es regular. Sea x € X y sea A un cerrado de X tal que x ¢ A.

Asi x € A®y A° es abierto. Por hipétesis, se sigue que existe un entorno V de x tal que
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V C AC. Luego A C Vc, y V* es abierto. Como V C V, entonces V N V' =@®.En resumen, V
y V* son dos abiertos disjuntos tal que x € V' y A C V*. Por lo tanto, X es regular.

(2) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.55. |

Proposicién 6.38

(1) Todo subespacio de un espacio Ty es Tj, y el producto de espacios T es T.
(2) Todo subespacio de un espacio T; es T, y el producto de espacios T; es T;.

(3) Todo subespacio de un espacio Hausdorff es Hausdorff, y un producto de espacios

Hausdorff es de Hausdorff.

(4) Todo subespacio de un espacio regular es regular, y un producto de espacios regu-

lares es regular.

Demostracion. (1) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.34.

(2) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.40.

(3) A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.45.

(4) Sea X un espacio regular y sea Y C X subespacio de X. Como X es Ty, por (2) tenemos
que Y también es T;. Sea ahora y € Y y sea G un cerrado de Y tal que y ¢ G. Sabemos que
existe un cerrado F de X talque G = FNY.Comoy € Yey € G, entonces y ¢ F. Como
X es regular, existen abiertos Uy V de X talesquey € U, F C Vy UNV = @. Entonces,
U =UNYyV =VNYsonabiertosde Y talesquey ¢ U, G=FNY CVNY=V,y
U'NV’' = @.Por lo tanto, Y es regular.

Sea {X, : a € T'} una familia de espacios regulares. Vamos a probar que el espacio

producto ] X, es regular utilizando la caracterizaciéon dada en la Proposicién 6.37. Sea
ael

x € [1 Xayseal = 7, (U, ) N -+~ N 71, (Uy, ) un abierto basico del espacio producto tal
que Dfre U. Entonces tenemos que X, = x(a1) € Uy, ..., Xo, = x(a) € U,,. Luego, por
la regularidad de cada X,; y la Proposicién 6.37, tenemos que para cada a; coni = 1,...,k,
existe un entorno V,, de x,, tal que Vo, C Uy,. Sea V := 1, M (Vo) N -+ - N7yt (Vy ). Es claro

que V es un abierto (bésico) de espacio producto talquex € V,y

(para la primera inclusién véase la propiedad (4) de la Proposiciéon 1.47 y para la segunda

véase el Ejercicio 1.61). Por lo tanto, el espacio producto ] X, es regular. u
«€el
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El lector puede estar preguntandose, y conjeturando al mismo tiempo, que en el caso
de espacios normales las afirmaciones de la proposiciéon anterior no se cumplen. Es decir,
un subespacio de un espacio normal no es necesariamente normal (véase el Ejemplo 6.60),
y el producto (finito) de espacios normales no es tampoco necesariamente normal (véase
el Ejemplo 6.53). Para dar estos ejemplos, necesitamos algunos resultados mas. Asi que los
posponemos para mas adelante.

Finalizamos esta seccién probando que ciertas condiciones son suficientes para que un

espacio sea normal.

Teorema 6.39

Todo espacio metrizable es normal.

Demostracién. Sea X un espacio metrizable con distancia d. Sean A y B conjuntos cerrados
disjuntos de X. Para cada a € A, existe un ¢, > 0 tal que B;(a,€,) N B = @. Paracada b € B,

existe un €, > 0 tal que B;(b,€,) N A = @. Sean

U:= ] Bi(a,e./2) 'y V=] Babe/2).
acA beB

Tenemos que U y V son abiertos de X tales que A € Uy B C V. Probemos que Uy V
son disjuntos. Supongamos por absurdo que existe un x € U N V. Entonces existena € Ay

b € Btales que x € By(a,e,/2) N By(b,€,/2). Por la desigualdad triangular, tenemos que

d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < ez—“ + % = #

Sie; < €, entonces d(a,b) < €,. Entonces a € B;(b,e,) N A, lo cual es absurdo. Entonces

UNV =®.Por lo tanto, X es normal. [ |

Teorema 6.40

Todo espacio regular que satisface el segundo axioma de numerabilidad es normal.

Demostracion. Sea X un espacio regular que satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Sea B una base numerable de X. Debemos probar que X es normal. Sean A y B conjuntos

cerrados disjuntos de X. Para cadaa € A, a ¢ B. Es decir, para cada a € A, se tiene que

a € Bf, el cual es abierto. Por la Proposicion 6.37 (y el Ejercicio 6.49) tenemos que existe

un bésico B, € Btal quea € B,y B, C B, es decir, B, N B = @. Entonces A C UA B,y
ae

B,NB=® para todo a € A. Ahora como {B, : a € A} C By B es numerable, la familia
{B, : a € A} es numerable y puede indexarse con N. Estoes, {B, :a € A} = {B, : n € N}.
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Observemos que A C |J B, y B,N B = @ para todo n € IN. De formar anloga podemos
neN
mostrar que existe una familia de abiertos basicos {C, : n € N} talesque BC | C,y
nelN

Cy, N A = @. Ahora construimos los siguiente conjuntos: para cada n € IN sean

n n
B;::Bn—<UC,-) y c,g;:cn—<UE>.
i=1 i=1

Observemos que para cada n € IN, By, y C;, son abiertos (por ser diferencia de un abierto por
un cerrado, véase el Ejercicio 1.33). Sean
u:=\B, y V:=C.
neN n€N
Entonces, U y V son abiertos tales que A C Uy B C V. Veamos finalmente que U NV = @.

Supongamos por absurdo que existe un x € U N V. Entonces existen n, k € IN tales que

k n
xeB,’(:Bk—<UC-> y xeC;:Cn—<UE>.
i=1 i=1

Supongamos que k < n. Por un lado tenemos que x € By C By Por otro lado, tenemos que
n ___ PR
X ¢ ( U Bi) .Como k < n, tenemos que x ¢ By. Absurdo! Entonces U NV = @. Por lo tanto,
i=1

X es normal. [ |

Teorema 6.41

Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

Demostracién. Sea X un espacio Hausdorff compacto. Sean A y B conjuntos cerrados y dis-
juntos de X. Como X es compacto, A y B son compactos. Como A y B son compactos dis-
juntos y X es Hausdorff, existen abiertos disjuntos Uy V talesque A C Uy B C V (véase el

Ejercicio 5.13). Por lo tanto, X es normal. u

6.3. Lema de Urysohn y el teorema de extension de Tietze

Esta secciéon estd dedicada a dos resultados muy importantes de topologia, los cuales
son el Lema de Urysohn (el cual serd fundamental en la seccion siguiente) y el Teorema
de Tietze. El Lema de Urysohn establece que en un espacio normal todo par de conjuntos
cerrados disjuntos se pueden separar por una funcién continua (ver mas abajo la formula-
cién precisamente del Lema). Y el Teorema de Tietze establece que toda funcién continua
sobre un subespacio cerrado y a valores reales puede extenderse de forma continua a todo

el espacio.
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Teorema 6.42: Lema de Urysohn

Sea X un espacio normal y sean A y B conjuntos cerrados disjuntos de X. Entonces,

existe una funcién continua f: X — [0,1] talque A C f~1({0})y B C f~! ({1}).

Demostracién. Vamos a seguir los siguientes pasos.
Paso 1: Sea P = [0,1] N Q. Vamos a construir una familia de abiertos {U, : p € P} tal que
cumpla la condicién

Sip < g, entonces U, C U_p c u,. (6.1)

Como P es numerable, podemos colocar a los elementos de P en una sucesién. Por conve-
niencia elegimos que los dos primeros términos de la sucesiéon sean 1 y 0. Vamos a definir a

la familia {U, : p € P} inductivamente. Para el primer término de la sucesion, que es 1, sea
Uy :=B°=X—-B.

Ahora, como A es cerrado y A C Uj, entonces por ser X normal, existe un abierto Uy tal que
A C Ugy Uy C U (véase la Proposicién 6.37). Sea P, el conjunto formado por los primeros
n términos de la sucesion. Supongamos (hip6tesis inductiva) que los abiertos U, con p € Py
estdn definidos y cumplen la condicién (6.1). Sea r el término n + 1 de la sucesién, y sea
P,y = P,U{r}. Comor # 0,1, r tiene en P, un predecesor inmediato s> y un sucesor
inmediato f. Entonces, por la hipétesis inductiva, los abiertos Us y U; estdn ya definidos y
cumplen la condicién (6.1), es decir, U, C U;. Entonces, por la normalidad de X, existe un
abierto U, tal que

ucu vy UCU. (6.2)
Comprobemos que la condicién (6.1) se cumple para cada par de elementos en P, 1 = P, U
{r}.
= Sisy,so € Pyysy < sy, entonces (6.1) se cumple por la hipétesis inductiva.

= Sip € Py, entonces tenemos dos casos posibles:

* Sip < r entonces p < s% Conlo cual U, C Us C U,.

e r < p,entonces t < p*. Conlo cual U, C U; C U,

Por lo tanto, la condicién (6.1) se cumple para todo par de elementos en P, 1.

25 es predecesor inmediato de 7 en P, si s < r y no existe otro elemento x de P, tal que s < x < 7.

3Por ser s predecesor inmediato de r
4Por ser t sucesor inmediato de r.
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Paso 2: Extendemos la familia {U, : p € P} a todos los ntimeros racionales. Sea p € Q. Si
p <0,seal, =@.Sip>1,seal, = X. Es directo comprobar que la familia {U, : p € Q}
sigue cumpliendo la condicién (6.1).

Paso 3: Para cada x € X sea
Qx) ={peQ:xeclpy}.

Observemos que por definicion de la familia {U, : p € Q}, para cada x € X, Q(x) no

contiene ningtin racional negativo y contiene todos los racionales mayores que 1. Esto es,

Qx) €0, +e0) y  (Leo)NQC Q(x)

para todo x € X. Entonces, para cada x € X, Q(x) estd acotado inferiormente por 0 y su

infimo pertenece a [0, 1]. Ahora definimos la funcién f: X — [0, 1] por

f(x) = nfQ(x).

Paso 4: Probemos que f es continua y cumple que A C f~1({0}) y B C f1({1}).Six €
A C Uy, entonces x € U, para todo p > 0. Entonces f(x) = inf Q(x) = inf[0, c0) = 0. Por lo
tanto, A C f~1({0}). Ahora sea x € B. Entonces x ¢ X \ B = Uj, entonces x ¢ U, para todo
p < 1. Con lo cual Q(x) = (1,00) N Q. Entonces f(x) = inf Q(x) = inf(1,c0) NQ = 1. Por
lo tanto, B C f~1({1}). Finalmente probemos que f es continua. Necesitamos un resultado

auxiliar.

Lema Auxiliar

(1) Six € Uy, entonces f(x) < p.

(2) Six ¢ Up, entonces f(x) > p.

Demostracién del Lema Aux. (1) Supongamos que x € U,. Entonces, por la condicién (6.1),
tenemos que x € U, para todo g > p. Entonces ¢ € Q(x) para todo g > p. Con lo cual
(p,00) NQ C Q(x). Por lo tanto,

f(x) = mfQ(x) < inf(p, ) NQ = p.

(2) Supongamos que x ¢ U,. Entonces , por la condicién (6.1), tenemos que x ¢ U, para
todo g < p. Con lo cual g ¢ Q(x) para todo g < p. Esto implica que Q(x) C (p, o) N Q. Por

lo tanto,

p=inf(p,00) NQ < infQ(x) = f(x). |
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Ahora probamos que f es continua. Sea xp € X y sea (c,d) un intervalo abierto de R tal
que f(xg) € (c,d). Sean p,q € Q tales que f(x9) € (p,q) C (c,d). Por la condicién (6.1),
tenemos que U_p C U, Sea U := U, — U_p, el cual es abierto. Como f(xp) < g, entonces
por (2) del Lema Auxiliar, xp € U,;. Como p < f(xo), entonces por (1) del Lema Auxiliar,
xg ¢ Up. Conlo cual, xg € U. Veamos que f(U) C (c,d). Sea x € U = U, — U,. Entonces
x € Uy. Por (1) del Lema Aux. tenemos que f(x) < q. Como x ¢ U, entonces x ¢ U,. Por
(2) del Lema Aux. tenemos que p < f(x). Entonces, obtuvimos que f(x) € [p,q] C (c,d)
para todo x € U. Conlo cual f(U) C (c,d). Por lo tanto, f es continua. |

La reciproca del Lema de Urysohn es también verdadera. Es decir, si X es un espacio tal
que para todo par de conjuntos cerrados disjuntos A y B existe una funcién f: X — [0, 1] tal
que A C f71({0}) y B C f~1({1}), entonces X es normal (véase el Ejercicio 6.62).

El Lema de Urysohn nos afirma que en todo espacio normal X, los conjuntos cerrados
disjuntos pueden separarse por funciones continuas. Y ademads, que esta propiedad caracte-
riza el axioma de normalidad. Pero en el lugar de separar conjuntos cerrados disjuntos por
funciones continuas, podriamos pensar separar conjuntos cerrados de puntos (igual que en
la definicién del axioma de regularidad) por funciones continuas. Esto nos lleva a la siguien-

te definicién, la cual plantea un nuevo axioma de separacion.

Definicién 6.43
Un espacio X es llamado completamente regular (T, 1 ) o espacio Tychonoff sies T; y

para cada cerrado A de X y cada xp ¢ A, existe una funcién continua f: X — [0, 1] tal

que A C f1({0}) y f(x0) =1.

Observacion 6.44. Observemos que si f: X — [0,1] es una funcién continua tal que A C
F1({0}) y f(x0) = 1, entonces también existe una funcién continua g: X — [0,1] tal que
A C ¢ '({1}) y g(x0) = 0. La funcién o(x) = —x + 1 es continua de R en R, entonces

tomando g := o o f obtenemos la funcién deseada.

Proposicién 6.45

Todo espacio normal es completamente regular.

Demostracion. Es consecuencia del Lema de Urysohn. u

Ejemplo 6.46. La proposiciéon anterior nos proporciona diversos ejemplos de espacios com-

pletamente regulares, aquellos que ya sabemos que son normales. Si bien esto garantiza
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la existencia de funciones continuas que separan cerrados de puntos, no nos ofrece una
construccion explicita de las mismas. Por ejemplo, previamente probamos que todo espacio
metrizable X (con métrica d) es normal y, por lo tanto, completamente regular. Dados un
cerrado A C X y un punto xo ¢ A, sabemos que existe una funcién continua f: X — [0, 1]

que los separa. La pregunta natural es: ;podemos definir dicha f de forma explicita? En este

d(x, A)
m, donde
tenemos que d(x, A) = inf{d(x,a) : a € A}. La funcién f es una que cumple las condiciones

caso particular, si. Considerar la funcién f: X — [0, 1] definida por f(x) =

requeridas. u

La reciproca de la proposicién anterior no es cierta. Es decir, hay espacios que son com-
pletamente regulares pero no normales. Para dar un ejemplo de esto, necesitamos el Teorema

de Extension de Tietze (Teorema 6.52), véase el Ejemplo 6.54.

Proposicion 6.47

Todo espacio completamente regular es regular

Demostracion. Sea X un espacio completamente regular. Sea A un cerrado de X y xo ¢ A.
Entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que A C f~1({0}) y f(xo) = 1.
Como los intervalos [0, 1) y (3, 1] son abiertos del espacio [0,1], y f es continua, obtenemos
que £71([0,3)) v £ 1((3,1]) son abiertos de X. Ademads ellos son disjuntos (comprobar!).
Como {0} C [0,3) y 1 € (3,1] tenemos que

Acfrqopcrt(lod) vy fo=1eG = xeft(G1)

Por lo tanto, X es regular. u

Ejemplo 6.48. Dar un ejemplo de un espacio que sea regular, pero no completamente regu-
lar, lleva algo de tiempo, esfuerzo y cuyos argumentos consideramos que no son esenciales
en este momento. El lector interesado en estos argumentos puede consultar el articulo [6].
Brevemente, podemos mencionar que en [6], se construye un espacio regular X conteniendo
dos puntos p y g tales que para toda funcién continua f: X — IR a valores reales se tiene
que f(p) = f(q). Entonces el punto p no se puede separar del cerrado {4} por una funcién

continua. Con lo cual, X no es completamente regular. u

Proposicion 6.49

Todo subespacio de un espacio completamente regular es completamente regular. El

espacio producto de espacios completamente regulares es completamente regular.
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Demostracion. Sea X un espacio completamente regular y sea Y un subespacio de X. Sea
B un cerrado de Y e yp € Y tal que yp € B. Entonces existe un cerrado A de X tal que
B = ANY. Tenemos que yo ¢ A. Por ser X completamente regular, existe una funcién
continua f: X — [0,1] tal que A C f~1({0}) y f(yo) = 1. La restriccién f;,: Y — [0,1] es

continua (véase la Proposicién 1.85) y tenemos que

fiy(B) = f(B) C f(A) € {0} = BCf'({0}) v  fi(yo)=f(yo) =1

Por lo tanto, Y es completamente regular.
Ahora sea {X, : « € T'} una familia de espacios completamente regulares. Sea A un

subconjunto cerrado del espacio producto X := [] X, y b ¢ A. Luego existe un abier-
el

to basicos U := ﬂojll(llal) NN (Uy,) talqueb € Uy UNA = @. Tenemos que

by, € Uy, ..., by, € Uy, conlo cual by, & ugq,. .., by, ¢ Uy, . Entonces para cada a;, coni =

1,...,n, existe una funcién continua f,,: X,; — [0,1] tal que US. C f,-1({0}) v fo; (ba;) = 1.

Ahora, paracadai =1,...,n, definimos las funciones F,, = fy, 0 7y, Hr X, — [0,1]. Note-
e

mos que todas las funciones F,, son continuas por ser composiciéon de funciones continuas.

Ahora definimos la funcién F: ] X, — [0,1] por:
ael

F(x) = Fy(X) - ... - Fy, (%).
Probemos que F es continua. La funcién h: [0,1]" — [0,1] definida por h((x1,...,x,)) =
X1 ... Xy escontinua’. También la funcién ¢ = (Fy,, ..., Fy,): T1 Xy — [0,1]" definida por
o€l
P(X) = (Fy(X),..., Fy, (X)) es continua (usar la Proposiciéon 2.14). Entonces, tenemos que

F = ho, es decir, F es continua por ser composicién de funciones continuas. Finalmente,

probemos que F(b) =1y A C F~1({1}):
F(b) = Fy (D) - ... Fy, (D)
= (foy 0 70wy ) (D) -+ (fixy © 70, ) (B)
= far (bay) - -+ fuy (Du,)

Sead € A.Entoncesd ¢ U = 11, ' (Uy, )N+ --N 71, 1 (Uy,). Conlo cual, existeuni € {1,...,n}

tal que a,, ¢ Uy,. Luego fy,(as,) = 0. Entonces, F(a) = fu,(Aay) -+ fa,(aa;) - - o) fan (Aa,) =
0. |

5Esto se puede probar usando sucesiones. Sea (¥ )rcn una sucesion que converge a ¥ = (x1,...,X,). En-

tonces, para cadai = 1,...,n, la sucesién (xj;)ren converge a x;. Entonces la sucesion (xqj - ... - xj) converge

axy-...-xy. Estoes, (h((xy, ..., x5)) — h((x1,..., %))
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Ahora nos abocamos a enunciar y probar el Teorema de Extension Tietze, el cual afirma
que toda funcién continua a valores reales f: A — IR, con A un subespacio cerrado de un
espacio normal X, puede extenderse a una funcién continua a valores reales F: X — R,
es decir, F;, = f. Para probar este teorema, es necesario el Lema de Urysohn y un par de

resultados auxiliares.

Lema 6.50: M-test de Weierstrass

Sea X un espacio topolégico. Sean f,,: X — R funciones continuas para cada n € IN

y tales que |f,(x)| < M, para todo x € X. Si Z M, < oo, entonces f(x) = Y fu(x)
n=1 n=1
converge (absolutamente) para todo x € X,y f: X — R es continua.

Demostracion. Para cada x € X tenemos que Z |fn(x)] < Z < oo. Entonces, Z fu(x)
=1 n=1
converge (absolutamente), por el test de comparac1on Esto muestra que f estd bien definida.

Ahora probemos que f es continua. Sea xp € X y € > 0. Debemos probar que existe un
[e)

entorno U de xp en X tal que f(U) C B(f(xp),€). Parae > 0, existeun Ntalque Y. M, <
n=N+1

- Cada f, es continua, entonces para cada n = 1,..., N, existe un entorno U, de x( tal que

fu(Un) € B(f(x0, 55). Tomemos U := U; N - - - N Uy, el cual es un extorno de xy. Sea x € U.

Entonces,

=
—~~
Xy
|
-
—~
=
o
-
Il
—
-
A

f(x0)) + Z f(xo))

[-1= ™=

n=N-+1
<Y U@ - fa)l+ Y 1F@) — flxo)
n=1 n=N+1
N
< Y 1f(x) = fxo)| + Z x)| + | f (x0)]
n=1 n= N—|—1
<N Nt Z x)| + i
n=N-+1 n=N-+1
<2 Yy, M,
n=N-+1
€ €
< E +21
= €.

Entonces, f(U) C B(f(xp),€). Por lo tanto, f es continua en xj. |
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Lema 6.51

Sea X un espacio normal y A un subconjunto cerrado de X. Entonces, para todo ntime-

ro real positivo r y toda funcién continua f: A — [—r,r], existe una funcién continua

g: X — [-14,5] tal que |f(x) — g(x)| < 3r paratodo x € A.

Demostracion. Sean Ay := {x € A : f(x) < =2}y Ay := {x € A: f(x) > §}. Como f
es continua, tenemos que A; y Ay son cerrados de A (véase el Ejercicio 1.68). Como A es
cerrado de X, tenemos que A; y Ap son también cerrados de X, y claramente son disjuntos.
Entonces, por el Lema de Urysohn, existe una funcién continua g: X — [—£, %] tal que
g(A1) € {—5}y&(Az2) € {5} Seax € A.Dividimos en casos:

e Six € Ay, entonces —r < f(x) < —% y g(x) = —5. Entonces, |h(x) — g(x)| < 3r.

o Six € A, entonces § < f(x) < ryg(x) = 5. Entonces, |h(x) — g(x)| < 3r.

eSix € A—(A1UAy),entonces —% < f(x) < £y —% < g(x) < 5. Entonces, |h(x) — g(x)| <

2
gr. u

Teorema 6.52: Teorema de Extension de Tietze

Sea X un espacio normal y A un subconjunto cerrado de X. Entonces, toda funcién

continua a valores reales f: A — R puede extenderse a una funcién continua F: X —

R.

Demostracion. Sea X un espacio normal, A un cerradode Xy f: A — R una funcién conti-
nua.
Caso 1: Supongamos que f: A — [—1,1]. Vamos a probar que existe una funcién continua

g: X — [—1,1] que extiende a f. Vamos a realizar una construccién inductiva.

= Usando el Lema 6.51 (con r = 1), obtenemos una funcién continua g;: X — [—%, ] tal

W=

que paracadax € A, [f(x) — g1(x)| < % Entonces f —¢1: A — [—%, %]

= Usando el Lema 6.51 (con f — g1 yr = %), obtenemos una funcién continua gp: X —

[—%, %] tal que paracadax € A, |f(x) — g1(x) — g2(x)| < % = (%)2 Entonces f — (g1 +

) A= [—35,35)
= Usando el Lema 651 (con f — g1 — gyt = %), obtenemos una funcién continua
g3: X = [—55, 5] talque paracada x € A, |f(x) — g1(x) — g2(x) —g3(x)| < & = ().

Entonces f — (¢1+ 2+ 93): A — [—2%/%]-

» Continuamos usando induccién: para cada 1, existe una funcién continua g,: X —
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[—zg—;l, 2;—;1] tal que | f(x) — ¥, gi(x)| < (3)" paracada x € A.
Dado que Y72 |gi(x)| < Y724 213—:1 < oo, la serie g(x) = Y;2 1 gi(x) converge (absolutamente)
para cada x € X y g es continua, por el M-test de Weierstrass.

Como |g(x)] = |52, gi(x)] < £ lgi(x)| < %4 2 = 1, obtenemos que g: X —
[—1,1]. Veamos finalmente (para el Caso 1) que g ex;tiende a f.Sea x € A. Entonces, |f(x) —
2(x)] = iMoo () = X0y gi(x)] < limy_ses % — 0. Con lo cual, f(x) = g(x).

Caso 2: Supongamos ahora que f: A — (—1,1). Probamos que existe una funcién continua
g: X — (—1,1) que extiende a f. Yaque f: A — (—1,1) C [—1,1], por el Caso 1, existe una
funcion continua G: X — [—1,1] que extiende a f.Sea B := {x € X : G(x) = £1}. Entonces
Ay B son cerrados disjuntos de X. Por el Lema de Urysohn, existe una funcién continua
h: X — [-1,1] talque B C h"1({0}) y A C h='({1}). Sea g(x) = G(x)h(x). Entonces
g: X — (—1,1) es continua y extiende a f.

Caso 3: Supongamos finalmente que f: A — R.Sea h: R — (—1,1) un homeomorfismo.
Entonces ho f: X — (—1,1) es continua. Por el Caso 2, existe una funcién continua G: X —
(—1,1) que extiende a h o f. Sea ahora F := h~1 0 G: X — R. Tenemos que F es continua y
paracadax € A, F(x) = h~1(G(x)) = h='((ho f)(x)) = f(x). Esto completa la prueba. W

La reciproca del Teorema de Extensiéon de Tietze es verdad. Es decir, si toda funcién
continua definida sobre un cerrado puede extenderse a una funcién continua sobre todo el
espacio, entonces el espacio es normal, véase el Ejercicio 6.67.

Ahora tenemos las herramientas necesarias para dar un ejemplo de un espacio que no es

normal, el cual sirve para ver algo del mal comportamiento de la condicién de normalidad.

Ejemplo 6.53. Sea Rg la recta Sorgenfrey. Ya hemos probado que el espacio IRs es normal
(véase el Ejemplo 6.35). Ahora probaremos que el espacio producto Rg x Rg (plano Sorgen-
frey) no es normal.

Denotemos por C(Rs x Rg) el conjunto de todas las funciones continuas f: Rg x Rg —
R valores reales definidas sobre Rg x IRs. El lector puede comprobar que el conjunto D :=
Q x Q es denso en Rs x Rg. Entonces, por el Ejercicio ??, cada funcién continua f: Rg X
Rs — R a valores reales estd completamente determinada por sus valores sobre el subcon-
junto denso D = Q x Q°. Denotamos también por C(D) el conjunto de todas las funciones
continuas a valores reales definidas sobre D = Q x Q. Entonces, la funcién ®: C(Rg X

Rg) — C(D) definida por ®(f) = f;, paracada f € C(Rgs x Rg), es inyectiva. Entonces

#(C(Rs x Rs)) < #(C(D)) <#(RP) = =, 6.3)

6Es decir, si f,8: Rg — R son tales que coinciden en D = Q x Q, entonces f = g.
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Ahora supongamos que Rg x Rg es normal. Sea A = {(x,y) € R¢ x Rg : x +y = 1}.
Entonces, A es un subespacio cerrado de Rs x Rg con la topologia discreta (comprobar!).
Luego, toda funcién con dominio en A es continua. Denotamos por C(A) al conjunto de
todas las funciones continuas a valores reales sobre A. Entonces tenemos que C(A) = R4
(pues A tiene la topologia discreta). Como A es cerrado de Rs X Rg, por el Teorema de
Extension de Tietze, tenemos que toda funcién (continua) f: A — R puede extenderse a
una funcién continua F: Rg X Rg — R. Es decir, que la funcion ¥: C(Rg x Rg) — C(A)

definida por ¥(F) = F;, para cada F € C(Rg x Rg) es sobreyectiva. Entonces,
#(C(Rg X Rg)) > #(C(A)) = #(R4) = ¢ =2° > ¢.
Lo cual es absurdo, por (6.3). Por lo tanto, Rg x IRg no es normal. |
Ahora podemos ver que:

Ejemplo 6.54.

= El producto de espacios normales no es necesariamente normal: Rs es normal, pero

Rs x Rg no es normal.

= Un espacio (completamente) regular no es necesariamente normal: Rg es (completa-
mente) regular. Entonces Rg X Rg es (completamente) regular, pero Rs x IRg no es

normal. [ |

6.4. EIl teorema de metrizacion de Urysohn

Definicién 6.55

Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcién f: X — Y es llamada un embebimiento

si f es continua, inyectiva, y f: X — f(X) es un homeomorfismo.

Observemos que f: X — Y es un embebimiento si f es continua, inyectiva, y la restric-
cién f: X — f(X) es una funcion abierta del espacio X al subespacio f(X) de Y. También,

observemos que en este caso X es homeomorfo a un subespacio de Y.

Teorema 6.56: Teorema de metrizacién de Urysohn

Todo espacio regular que satisface el 2°AN es metrizable.

Demostracion. Probaremos, por medio de varios pasos, que X es metrizable construyendo

un embebimiento de X en un espacio metrizable.
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Paso 1: Probaremos que existe una coleccién numerable de funciones continuas f,: X —

[0,1] con la propiedad:

Vxp € X, y todo entorno U de x, existe un indice n tal que f,(xo) > 0y f,(U) C {0}.
(6.4)
Sea B = {By, : n € I} una base numerable de X. Sea

Jo = {(n,m) : B, C By,}.

Observemos que Jy # @, pues al menos un B, # @, entonces por ser X regular existe un
bésico By tal que B, C B,,. Con lo cual (n,m) € Jo. Ahora, como X es regular y satisface el
2°AN, tenemos que X es normal.

Para cada (n,m) € Jy, tenemos que B, C By, esto es, B, N B, = @. Por el Lema de
Urysohn, existe una funcién continua g, »: X — [0,1] tal que gum (Bn) C {1}y gnum (B,) C
{0}. Comprobemos que la coleccion {gnm : (n,m) € Jp} cumple la propiedad (6.4). Sea
xp € Xy sea U un entorno de xp. Como B es una base, existe B, € B tal que xo € B;;, C U.
Como X es regular, existe B, € B tal que xop € B, y B, C B,, C U. Entonces (n,m) € Joy
Uuc C BS,. Como B, C By, tenemos que gy m(x0) =1 >0y gnm (US) C gum (BS,) C {0}.

Ahora como la coleccién {g,m : (n,m) € Jp} es numerable, podemos indexarla con IN,
dandonos la coleccién deseada {f,, : n € J1}.

Paso 2: Sea R“ con la topologfa producto. Definimos la funcién F: X — R por: para cada

x € X,
F(x) = (fi(x), f2(x),...).

Esto es, paracadan € N, F(x)(n) = f,(x). Probemos que F es un embebimiento.

» F es continua: Es consecuencia del hecho de que cada f,; es continua y que para cada

n €N, f, = m, o F (véase el Teorema ??).

= F esinyectiva: Si x # y, entonces existe un entorno U de x tal que y ¢ U. Luego existe

un n € N tal que f,(x) > 0y f, (U°) C {0}. Entonces f,(x) # fa(y), con lo cual
F(x) £ F(y).

» F: X — F(X) es abierta: Sea U un abierto de X. Debemos probar que F(U) es un abier-

to del subespacio F(X).Sea zg € F(U). Sea xo € U tal que F(x() = zo. Por la propiedad
(6.4), sea ng € N tal que fy,(x0) > 0y fuy (U) € {0}.Sea V := 7,1 ((0,00)). Con lo
cual V es un abierto de R“. Entonces W := V N F(X) es un abierto de F(X). Como

7En caso que el o fuera finito, a partir de cierto n podemos considerar que f;, = fy41=-...
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Ty (20) = Tny (F(x0)) = fuy(x0) > 0, tenemos que zg € 7, ! ((0,00)) = V. Luego zg €
VNF(X) = W. Veamos que W C F(U).Seaz € W. Entonces z € V = 7, ! ((0,00)) y
z € F(X). Con lo cual, existe x € X tal que z = F(x). Como 71,,(z) € (0,00), tenemos
que fu,(x) > 0. Por definicién de f,,, obtenemos que x € U, y asi z = F(x) € F(U).
En resumen, probamos que existe un abierto W de F(X) tal que zyp € W C F(U). Por

lo tanto, F: X — F(X) es abierto.

Por lo tanto, F: X — F(X) es un homeomorfismo, y asi F: X — R“ es un embebimiento.

Finalmente, como R es metrizable (véase el Teorema 3.9) y F(X) es un subespacio de
R%, tenemos que F(X) es metrizable. Entonces, como X es homeomorfo a F(X), X es metri-

zable (véase el Ejercicio 3.3). |

Observacion 6.57. Por definicién de F(X) (en la prueba anterior) se tiene que F(X) C [0,1]“.

Entonces, tenemos que F: X — [0,1]% es un embebimiento.

El siguiente resultado es una generalizacién del argumento utilizado en la prueba ante-

rior para probar la metrizacién de un espacio regular que satisface el 2°AN.

Teorema 6.58: Teorema del embebimiento

Sea X un espacio T7.Sea { fy : @ € I'} una coleccién de funciones continuas f,: X — R

que satisface la siguiente condicion:

Vxog € X y para todo entorno U de xp, Ja € T tal que fo(x9) > 0y fa (U°) C {0}.
(6.5)
Entonces, la funcién F: X — RT definida por F(x) = (fa(x)),cr €s un embebimiento.

Si cada f,: X — [0,1], entonces F: X — [0,1]" es un embebimiento.

Demostracion. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.68. L
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Proposicion 6.59

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) X es completamente regular.

(2) Existe una coleccién {f, : @« € I'} de funciones continuas f,: X — [0, 1] que satis-

face la siguiente condicion:

Vxop € X y para todo entorno U de xo, Ja € T tal que fo(x9) > 0y fu (U°) C {0}.
(6.6)

(3) X es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]', para algtin conjunto de indices T.

.

Demostracién. A cargo del lector. Véase el Ejercicio 6.69. H

Ahora estamos en condiciones de mostrar que el axioma de normalidad no se preserva
por subespacio, es decir, un subespacio de un espacio normal no es necesariamente normal.
Pero lo que si es verdad, que todo subespacio cerrado de un espacio normal es normal (véase

el Ejercicio 6.60).

Ejemplo 6.60. Consideremos la recta Sorgenfrey Rs. Sabemos que el espacio R es normal,
entonces es también completamente regular. Luego, por la Proposicién 6.49, tenemos que
el espacio producto Rg x Rg es completamente regular. Entonces, por la Proposicién ante-
rior Rg X Rg es homeomorfo a un subespacio de [0,1]", para algin conjunto de indices T
Es decir, existe un subespacio Y de [0,1]" tal que Rs x Rs = Y. Como el espacio [0,1] es
Hausdorff y compacto, el espacio producto [0, 1]' es también Hausdorff y compacto (véase
la Proposicion 6.38 y el Teorema 5.23). Por lo tanto, por el Teorema 6.41, el espacio [0, 1]r es
normal. Ahora, por el Ejemplo 6.53, sabemos que el espacio Rg x IRs no es normal. Por lo

tanto, el subespacio Y no es normal. u

Ejercicios propuestos

Axiomas de numerabilidad

Ejercicio 6.1. Sea X un espacio y a € X. Sea B, = {By, By, ...} una base numerable del
punto a. Suponga que By 2 B, O .... Probar que si (x,) es una sucesion tal que x, € B,

para todo 1, entonces (x,) converge a a.



138 6.4. El teorema de metrizacién de Urysohn

Ejercicio 6.2. Sea X un espacio y sea x € X. Sea B, una base numerable en x. Probar que
existe una base numerable Cy = {U, : n € IN} en x tal que si n < k, entonces Uy C Uj,.
En otras palabras, probar que toda base numerable en x se puede transformar en una base

numerable decreciente en x.

Ejercicio 6.3. Sea f: X — Y una funcién continua. Probar que si la sucesién (x,),en de X

converge a un punto xg € X, entonces la sucesion (f(x,)),en de Y converge a f(xp).
Ejercicio 6.4. Probar que todo espacio discreto o trivial satisface el 1°AN.

Ejercicio 6.5. Considerar el espacio producto Rg x Rg. Sea (x,y) € R x R. Hallar una base

numerable del punto (x,y) en Rg x Rg.

Ejercicio 6.6. (a) Sea X un espacio que satisface el 1°AN y sea Y C X. Probar que el subes-

pacio Y de X satisface el 1°AN.

(b) Sea {X; : i € I} una familia numerable de espacios que satisfacen el 1°AN. Probar que

el espacio producto X = [];c; X; satisface el 1°AN.

Ejercicio 6.7. Se dice que un espacio topoldgico X es un Tj-espacio si todo conjunto uni-
puntual es cerrado. Un subconjunto A de X es llamado un conjunto G5 de X si es igual a
una interseccién numerable de conjuntos abiertos de X. Probar que si X es un Tj-espacio y

satisface 1AN, entonces cada conjunto unipuntual es un conjunto G;.

Ejercicio 6.8. Sea X un espacio que tiene una base numerable y sea Y un espacio topolégico
arbitrario. Probar que si f: X — Y es una funcién sobreyectiva, continua y abierta, entonces

Y tiene también una base numerable.

Ejercicio 6.9. Sea Y un espacio que tiene una base numerable y sea X un espacio topolégico
arbitrario. Probar que si f: X — Y es una funcién inyectiva, continua y abierta, entonces X

tiene también una base numerable.

Ejercicio 6.10. Sea B = {B, : n € IN} una base numerable de un espacio X y sea C una base

arbitraria de X.
(a) Probar que el conjunto | = {(n,m) : 3C € C tal que B, C C C B,,} es no vacio.

(b) Para cada par (n,m) € ], se elije un Cinm) € C tal que By € C(;, ) € By Probar que la

coleccién D = {C,, ) : (n,m) € ]} es una base para X.

(c) Explicar con sus propias palabras lo que sea ha probado anteriormente.
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Ejercicio 6.11. Sea X un espacio topolégico con una base numerable B = {B, : n € N}.
Sea A una familia de subconjuntos abiertos no vacios y disjuntos dos a dos. Probar que A es

numerable.

Ejercicio 6.12. Sea X un espacio que satisface el 2°AN. Sea A un subconjunto infinito no

numerable de A. Probar que A N A’ es infinito no numerable.

Ejercicio 6.13. Probar que todo espacio compacto metrizable X satisface el 2°AN.
(Pista: Probar primero que para cada n € IN, existe un cubrimiento finito de X por bolas de radio

1/n.)

Ejercicio 6.14. Sea X un conjunto infinito con la topologia 7., cofinita. Probar que X es de

Lindelof.
Ejercicio 6.15. Probar que todo subespacio cerrado de un espacio Lindelof es de Lindelof.

Ejercicio 6.16. Probar que un espacio X con la topologia discreta es Lindelof si y s6lo si X es

numerable.

Ejercicio 6.17. Probar que en un espacio Lindel6f todo conjunto cerrado cuyos puntos sean

aislados es numerable.

Ejercicio 6.18. Sea X = R U {oo}, es decir, X es el conjunto de ntiimeros reales mds un ele-

mento oo que no pertenezca a IR. Considerar la siguiente topologia sobre X (comprobar!)
T={UCX:UCR}U{X}

Probar que:

(a) (X, T) es compacto, y asi de Lindelof.

(b) ElsubespacioR de X es discreto. Por lo tanto, R como subespacio de X, no es de Lindelof

(justificar!).
(c) ¢(Qué conclusién puede obtener?

Ejercicio 6.19. Considerar el espacio producto Rg x Rg (el cual se llama el plano de Sorgen-

frey) (véase el Ejercicio 1.19).

(a) Probar que el subespacio A = {(x,y) : y = —x} de Rs X Rg es cerrado, discreto y no

numerable.
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(b) Probar que Rs x Rg no es Lindelof.
(c) ¢Qué conclusion puede obtener del inciso anterior?

Ejercicio 6.20. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcién continua. Probar

que si X es de Lindeldf, entonces el subespacio f(X) de Y es de Lindelof.
Ejercicio 6.21. Probar que todo espacio metrizable que es de Lindelof satisface el 2°AN.
Ejercicio 6.22. Probar que el espacio IRg no es metrizable.

Ejercicio 6.23. Sea 7. la topologia cofinita sobre un conjunto X. Probar que X es un espacio

separable.

Ejercicio 6.24. Probar que el espacio producto Rg x IRs es separable.

Ejercicio 6.25. Probar que:

(a) Todo subespacio cerrado de un espacio separable es separable.

(b) El producto numerable de espacios separables es separable.

Ejercicio 6.26. Hallar un espacio separable el cual contenga un subespacio no separable.

Ejercicio 6.27. Sean X e Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcién continua. Probar

que si X es separable, entonces el subespacio f(X) de Y es separable.

Ejercicio 6.28. Sea X un conjunto infinito no numerable. Sea xo € X. Considerar la topologia

T, ={UC X:U=0 o xg € U} (véase el Ejercicio ??). Probar que:
(a) X esseparable.
(b) X no es de Lindelof.
(c) X satisface el 1°AN.
Ejercicio 6.29. Considerar la topologia
Tp := {UUV :Uesunabiertode R, y V C I}

sobre R, donde I es el conjunto de ntiimeros reales irracionales (recuerde que (IR, Tp) es

llamada la recta dispersa, véase el Ejercicio 1.10.) Determinar si (R, tp)

(a) satisface el 1°AN.
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(b) satisface el 2°AN.

(c) es de Lindelof.
(Pista: Use el hecho que existe un conjunto cerrado K de R, tal que K es no numerabley KNQ =

@.)
(d) es separable.
Ejercicio 6.30. Probar que todo espacio metrizable separable satisface el 2°AN.

Ejercicio 6.31. Sea X un espacio metrizable. Probar que X satisface el 2°AN si y s6lo si X es
separable si y s6lo si X es de Lindelof.
(Pista: Pruebe las implicaciones: X satisface el 2°AN == X es separable = X es de Lindelof

—> X satisface el 2°AN. Algunas implicaciones ya fueron probadas anteriormente.).

Ejercicio 6.32. En cada caso, nombrar uno o dos espacios topolégicos que cumplan las con-

diciones mencionadas en cada item.

(a) Un espacio que satisfaga el 1°AN pero no el 2°AN.

(b) Un espacio que sea separable y de Lindeldf pero que no cumpla el 1°AN.

(c) Un espacio que sea separable, Lindeldf y cumpla el 1°AN pero no cumpla el 2°AN.

Ejercicio 6.33. Sea X un conjunto infinito no numerable y considerar la topologia discreta
sobre X. Para cada una de las siguientes afirmaciones, determinar si es verdadera o falsa.

Justifique su respuestas.

(a) X satisface el 1°AN. (c) X es de Lindelof.

(b) X satisface el 2°AN. (d) X es separable.

Axiomas de separacion
Ejercicio 6.34.

(a) Sea X un espacio Ty. Probar que todo subespacio Y de X es Tj.

(b) Sea {X, : « € I'} una familia de espacios. Probar que el espacio producto ] X, es Tj si
ael
y s6lo si para cada « € T, el espacio X, es Tp.
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Ejercicio 6.35. Sea X un espacio topoldgico. Se define la siguiente relaciéon binaria < sobre
X como sigue:

x Xy <= (VU abierto)(x e U = y € U).
(a) Probar que la relacién < es reflexiva y transitiva.

(b) Probar que para todos x,y € X, se cumple que x <y <= x € {y}.

(c) Probar que la relaciéon < es antisimétrica si y sélo si el espacio X es T.

Ejercicio 6.36. Sea R con la topologia T = {(a,00) : 2 € R} U{®,R}. Probar que el espacio

(R, T) es Tp pero no es Tj.

Ejercicio 6.37. Sea X un espacio T;. Probar que todo subconjunto finito de X es cerrado.

Ejercicio 6.38. Probar que un espacio (X, 7) es T; si y sélo si para cada x € X,
{x}=(uet:xeU}.

Ejercicio 6.39. Sea X un espacio T; y sea A C X finito. Probar que A’ = @. Es decir, todo
subconjunto finito de un espacio T1 no tiene puntos de acumulacién.

(Indicacion: Recuerde que A = AU A’, y el Ejercicio 6.37.)
Ejercicio 6.40.
(a) Sea X un espacio Tj. Probar que todo subespacio Y de X es Tj.

(b) Sea {X, : « € T'} una familia de espacios. Probar que el espacio producto [] X, es T si
ael
y s6lo si para cada « € T, el espacio X, es Tj.

Ejercicio 6.41. Probar que en todo espacio Tj, todo subespacio finito tiene la topologia dis-

creta.

Ejercicio 6.42. Sean ay, 4, a3 tres puntos distintos de un espacio Hausdorff. Probar que exis-

ten tres abiertos G, Gy, G3 disjuntos dos a dos tales que a; € G1, a2 € Gy ap € Gs.

Ejercicio 6.43. Sea IN con la topologia cofinita 7. Probar que el espacio (IN, 7o) es T1 pero

no es Ts.

Ejercicio 6.44. Sea X un espacio Hausdorff. Probar que para cada A C X, se tiene que

A=(|U:Uabiertode Xy A C U}.
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Ejercicio 6.45.
(a) Sea X un espacio Hausdorff. Probar que todo subespacio Y de X es Hausdorff.

(b) Sea {X, : @ € T'} una familia de espacios. Probar que el espacio producto ] X, es
ael
Hausdorff si y s6lo si para cada « € T, el espacio X, es Hausdorff.

Ejercicio 6.46. Sea i = 0,1,2. Probar que la imagen continua de un espacio T; no es necesa-

riamente T;.

Ejercicio 6.47. Sea X un espacio que satisface el primer axioma de numerabilidad. Si cada

sucesion convergente de X tiene un tnico limite, entonces X es Hausdorff.

Ejercicio 6.48. Sea X un espacio Tj tal que para todo subconjunto cerrado A de X y para
todo xop ¢ A, existen abiertos Uy V de X talesquexo € U, A C V,y UNV = @. Probar que
X es regular. (Es decir, sélo hay que probar que X es T7.)

Ejercicio 6.49. Sea X un espacio T; y sea I3 una base de X. Probar que X es regular si y s6lo

si para todo x € X y todo entorno U de x, existe un entorno bésico B € B de x tal que B C U.

Ejercicio 6.50. Un espacio X es llamado Ts/;, si es T; y para cada par de puntos distintos

x,y € X, existen abiertos Uy V talesquex € U,y € V,yUNV = Q@.

(a) Probar que T3 = T5,, = T>.

(b) Sea S = {(x,y) ER?:y >0} ysea L = {(x,y) € R*:y = 0}.Sea
B={B(ae)NS:acS\Lye>0}U{B(a,e)nN(S\L)U{a}:acLye>0}}.

B es una base para una topologia sobre S (no es necesario verificar esto). Comprobar

graficamente que S es T5/, pero no es T3.

(c) Probar que todo subespacio de un espacio T5/, es T5 ;.

(d) Sea {X, : « € T'} una familia de espacios topoldgicos. Probar que el espacio producto
IT X« es Ts/5 siy solo si cada espacio X, es T5 5.
el

Ejercicio 6.51.

(a) Sea X un espacio T3. Probar que para cada cerrado A de X, se tiene que

A=(|U:Uabiertode Xy A C U}.
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(b) Sea X un conjunto infinito con la topologia cofinita. Probar que para todo cerrado A de
X se tiene que

A = (U : U abierto de X tal que A C U}.

Pero X no es T;.

Ejercicio 6.52. Probar que todo espacio normal es regular.

(Indicacion: Es similar a la prueba de la Proposicion 6.32.)

Ejercicio 6.53. Sea X un espacio topolégico tal que para cada x € X, existe un entorno U de

x tal que el subespacio U es regular. Probar que X es regular.

Ejercicio 6.54. Sea X un conjunto y sea A C X. Sea define la siguiente topologia sobre X:
TAa={UCX:ACU}U{D}.

Determinar si el espacio (X, T4) es 0 no es normal.

Ejercicio 6.55. Sea X un espacio Tj. Probar que X es normal si y sélo si para todo cerrado A
y todo abierto U que contiene a A, existe un conjunto abierto V que contienea Ay V C U.

(Indicacion: Segquir un argumento similar al de la prueba de (1) de la Proposicion 6.37.)
Ejercicio 6.56. Sea X un espacio Tj. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) X es normal;

(I1) Para cada par de conjuntos cerrados disjuntos A y B, existe un conjunto abierto U de

XtalqueACUyUNB=Q.

Ejercicio 6.57. Sea X un espacio normal y sea B una base del espacio X. Probar que para

cada B € By cada x € B, existe un By EBtalquexEB_og B.

Ejercicio 6.58. Sean X e Y espacios topolégicos. Probar que si el espacio producto X x Y es

normal, entonces los espacios X e Y son normales.
Ejercicio 6.59. Sea {X, : « € I'} una familia de espacios topoldgicos.

(a) Probar que si el espacio producto ] X, es regular, entonces cada uno de los espacios
ael
Xy (x € T') es regular.

(b) Probar que si el espacio producto [] X, es normal, entonces cada uno de los espacios
ael
Xy (v € T') es normal.
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Ejercicio 6.60.
(a) Un subespacio cerrado de un espacio normal es normal.

(b) Si X es un espacio normaly f: X — Y es una funcién continua cerrada y sobreyectiva,

entonces Y es normal.

Ejercicio 6.61. Probar que todo espacio regular que es Lindelof es normal.

(Indicacion: Usar un arqumento similar al de la demostracion del Teorema 6.40.)

Lema de Urysohn, teorema de extension de Tietze y teorema de metriza-

ciéon de Urysohn

Ejercicio 6.62 (Reciproca del Lema de Urysohn). Sea X un espacio topoldgico para el cual
se cumple que para todo par de subconjuntos cerrados y disjuntos A y B, existe una funcién

continua f: X — [0,1] talque A C f~1({0}) y B C f~1 ({1}). Probar que X es normal.

Ejercicio 6.63. Probar que si X e Y son espacios topolégicos homeomorfos y X es completa-

mente regular, entonces Y es completamente regular.

Ejercicio 6.64. Sea X un espacio completamente regular, A un cerrado de Xy xo ¢ A. Sean

a 'y b reales tal que a < b. Probar que existe una funcién continua f: X — [a,b] tal que
AC f({a})y f(xo) =b.

Ejercicio 6.65. Sea { X, : « € I'} una familia de espacios topoldgicos. Probar que si el espa-
cio producto J] X, es completamente regular, entonces cada espacio X, es completamente

el
regular.

Ejercicio 6.66. Sea X un espacio completamente regular (Tychonoff). Sean F un subconjunto
cerrado de X y K un subconjunto finito (no vacio) de X tales que F N K = @. Probar que

existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(K) C {0}y f(F) C {1}.

Ejercicio 6.67 (Reciproca del Teorema de Extension de Tietze). Sea X un espacio topolégico.
Probar que si para cada subconjunto cerrado A de X, toda funcién continua a valores reales
f: A — R puede extenderse a una funcién continua F: X — R, entonces el espacio X es

normal.

Ejercicio 6.68. Sea X un espacio T;. Sea {fy : « € I'} una coleccién de funciones continuas

fa: X — R que satisface la siguiente condicién:

Vxp € X y para todo entorno U de xp, Ja € I tal que fo(x9) > 0y fo (U°) C {0}. (6.7)
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Probar que la funcién F: X — Rl definida por F(x) = (fu(x)),cr es un embebimiento. Si
cada f,: X — [0,1], entonces F: X — [0,1]" es un embebimiento.

(Indicacion: Es andlogo al Paso 2 de la prueba del Teorema 6.56.)

Ejercicio 6.69. Sea X un espacio topoldgico. Probar que las siguientes condiciones son equi-

valentes.
(1) X es completamente regular.

(2) Existe una coleccién {f, : « € T'} de funciones continuas f,: X — [0, 1] que satisface la

siguiente condicion:

Vxp € X y para todo entorno U de xo, Ja € I tal que fo(x9) > 0y fo (U°) C {0}. (6.8)

(3) X es homeomorfo a un subespacio de [0, 1], para algin conjunto de indices .

(Indicacién: Para probar la implicacion (1) = (2), tome como conjunto de indices T' al conjunto

{(x,U) : x € Xy U entorno de x}.)

Ejercicio 6.70. Sea X un espacio topolégico. Probar que X es completamente regular y satis-

face el 2°AN si y s6lo si X es metrizable y separable.
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