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Sea P un conjunto parcialmente ordenado (poset).

Definición
Un subconjunto no vacío F de P es llamado un filtro si

1 si a ≤ b y a ∈ F entonces, b ∈ F;
2 si a,b ∈ F entonces, existe c ∈ F tal que c ≤ a y c ≤ b.
F i(P) denota la familia de todos los filtros de P.
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Espacios de Scott y Espacios sober

Definición
Sea P un poset. La topología de Scott sobre el poset P es
definida por: un subconjunto U de P es abierto syss

1 U es un up-set de P;
2 U es inaccesible por supremos dirigidos, esto es, si D es

un subconjunto dirigido de P entonces,∨
↑

D ∈ U =⇒ D ∩ U , ∅.

Definición
Un espacio topológico X es sober syss cada subconjunto
cerrado irreducible de X es de la forma {x} para un único punto
x.
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Dado un poset P consideramos el espacio topológico

XP =
〈
F i(P),T

〉
donde T es la topología Scott del poset

〈
F i(P),⊆

〉
.

KOF (XP) denota la familia de todos los filtros abiertos
compactos del espacio XP . Entonces,

KOF (XP) = {ϕa : a ∈ P}

donde para cada a ∈ P

ϕa = {F ∈ F i(P) : a ∈ F }.

Proposición

KOF (XP) es una base del espacio XP .
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Representación Topológica

Teorema
La aplicación ϕ : P →

〈
KOF (XP),⊆

〉
dada por

ϕ(a) = ϕa

para cada a ∈ P, es un isomorfismo de orden.
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La Dualidad

Definición
Un espacio topológico 〈X ,T〉 es llamado un P-espacio si:

1 X es sober;
2 KOF (X ) forman una base del espacio.

Proposición
Un espacio X es un P-espacio syss satisface las siguientes
condiciones:

1 X es un espacio de Scott;
2 KOF (X ) constituye una base para X; y
3 Existe el supremo de subconjuntos dirigidos de X (con

respecto a orden especialización v).
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La Dualidad

Teorema
Sea X un P-espacio. Consideramos el poset
PX = 〈KOF (X ),⊆〉. Entonces, la aplicación θ : X → XPX

definida por
θ(x) = {U ∈ KOF (X ) : x ∈ U}

es un homeomorfismo.
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La Dualidad

Definimos dos categorías P y Top(P) por

un objeto de P es un poset;
un morfismo j : P → Q de P es una función creciente de P
a Q tal que j−1 preserva filtros.

un objeto de la categoría Top(P) es un P-espacio;
un morfismo f : X → Y de Top(P) es una aplicación tal
que f−1 preserva filtros abiertos compactos.
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La Dualidad

Teorema
Las categorías P y Top(P) son dualmente equivalentes a
través de los funtores:

1 Γ : P→ Top(P) es definido por:
Γ(P) = XP ;
Para un morfismo j : P → Q de la categoría P,
Γ(j) : XQ → XP es dada por Γ(j) = j−1.

2 ∆ : Top(P)→ P es definido por:
∆(X ) =

〈
KOF (X ),⊆

〉
;

Para un morfismo f : X → Y de la categoría Top(P),
∆(f ) : KOF (Y )→ KOF (X ) es dado por ∆(f ) = f−1.
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Dos aplicaciones de la dualidad

Dado un P-espacio X definimos el sistema clausura Fsat(X )
generado por OF (X ). Esto es, S ∈ Fsat(X ) syss

S =
⋂
{F ∈ OF (X ) : S ⊆ F }.

KOF (X ) ⊆ OF (X ) ⊆ Fsat(X ).

Proposición

Sea X un P-espacio. Entonces Fsat(X ) es la extensión
canónica del poset KOF (X ).
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Dos aplicaciones de la dualidad

Definición
Sean P1, . . . ,Pn+1 posets con último elemento. Una aplicación
j : P1 × · · · × Pn → Pn+1 es cuasi-monótonas si es creciente o
decreciente en cada argumento.

Definición
Sean X1, . . . ,Xn+1 P-espacios. Una función
f : X1 × · · · × Xn → Xn+1 es llamada fuertemente-continuas si
es continua y preserva la relación�.

donde

x � y ⇐⇒ ∃U ∈ KOF (X ) tal que y ∈ U
∀V ∈ KOF (X ) (x ∈ V =⇒ U ⊆ V )
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Dos aplicaciones de la dualidad

Proposición
Las aplicaciones cuasi-monótonas

j : P1 × · · · × Pn → Pn+1

están topologicamente representadas por funciones
fuertemente-continuas

f : X1 × · · · × Xn → Xn+1

donde cada Xi es el P-espacio dual de Pi .
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